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Variables aleatorias independientes (v.a.i)

» Sean Xi,...,Xpv.a. en (Q,A4,P),

» Sea Fi(x) la distribucién de la variable aleatoria
Xk (k: 1,...,[7),

» Sea F(x1,...,Xp) aladistribucion del vector aleatorio
(X1,..., Xn).

» Decimos que Xj, ..., X, son variables aleatorias
independientes cuando

F(x1,...,%n) = F1(x1) ... Fa(Xn)

para reales xy, ..., X, arbitrarios.



Lema
Las variables aleatorias Xy, . . ., X, son independientes si y solo
si, para reales xi, . .. xp arbitrarios, son independientes los
sucesos

{w: Xy(w) < x1}, .. {w: Xp(w) < Xn}

Lema (De los intervalos)

Consideremos dos variables aleatorias X, Y independientes.
Paraa < b, ¢ < d, se verifica

Pla<X<bc<Y<d)=Pla<X<b)P(c<Y<d).



Proposicion
» Sean X, Y v.a. discretas.
» Sean X1, X2, ... los valores que toma la variable X;

> Vi, Yo,... los valores que toma la variable Y .

Entonces, X e Y son independientes, si y solo si
P(X =X, Y =y) =P(X=x)P(Y =y), (1)

paratodos k,j=1,2,....



Demostracion. Sean X e Y independientes. Para cada k, n
naturales, sea

Appn={w: xx—1/n < X(w) < Xk}

Tenemos
A1 DAk,
y ademas

ﬂ App={w: X(w) = xk}.

n=1



Por |la propiedad de continuidad, obtenemos

lim P(Ak n) = P(X = Xk).

n—oo

En forma analoga, obtenemos

lim P(y; —1/n< Y <y)=P(Y =y), parajarbitrario.

n—oo
Con la misma argumentacion, obtenemos que

nILm Pxk—1/n < X < X, yj=1/n <Y < y) =P(Y = y;, X = xi)
(@)

para j, k arbitrarios.



Aplicando el lema de los intervalos, se tiene

Pxk —1/n< X< xx,y; —1/n< Y <y)
=P(xk —1/n< X< x)P(y; —1/n< Y < y),

que sustituido en (2), da la igualdad (1).



Dem del reciproco.

Supongamos que las variables aleatorias X e Y verifican
P(X =xx,Y =y)=P(X=x)P(Y =),
Consideremos el vector aleatorio (X, Y) y su funcion de
distribucién
Fx,y)=P(X <x,Y <y).
Tenemos que ver

F(x,y) = P(X < X)P(Y < y) = Fx(x)Fy(y)-

para x e y arbitrarios.



Tenemos

Fxx,y)= > PX=x.Y=y)

Koj: xk<x,y;<y

= Y PX=x)P(Y=y)

Koj: xk<x,y;<y

= > > P K P(Y =)

K: xk<xj: yi<y
= > PX=x) Y P(Y=y)
K: x<x it yi<y

=P(X<x)P(Y <),

LQQD



Utilizando un método similar, se obtiene la siguiente
generalizacion.

Proposicion

Consideremos n variables aleatorias X, ..., X, con
distribucion discreta, siendo x4, Xx2, . . . los valores que toma
cada variable aleatoria Xy, parak = 1,...,n. Las variables

aleatorias dadas son independientes, siy solo si se verifica

P(X1 =X1my, - - ',Xn = Xnmn) = H P(Xk - kak)’
k=1

para naturales my, ..., my no nulos y arbitrarios.



Independencia para v.a. continuas

Proposicion

» Consideremos un vector aleatorio X = (X1, ..., Xn)
absolutamente continuo,

» Sea py(x) la densidad de la variable aleatoria

Xk(k: 1,...,”).
» Seap(xi,...,Xn) la densidad conjunta de X
Entonces Xi, ..., X, son independientes, si y solo

p(X1,...,Xn) :p1(X1)"'pf7(Xf7)

(regla del producto para densidades)



Demostracion Si las variables aleatorias Xj, ..., X, son
independientes, la funcidn de distribucion se escribe de dos
formas: como producto de las distribuciones

Fk(xk) (k =1,...,n), y como integral multiple de la densidad
p(u1,...,un), es decir

X1 Xn
/ / DUt Un) s -l = F1(x1) - - Fo(xn).

Derivando n veces en ambos miembros de esta identidad,
primero respecto de xq, luego respecto de x», ...,y finalmente
respecto de x,, obtenemos

p(X1,...,Xn) :p1(X1)---pn(Xn)



Reciproco

Supongamos
p(X1, ... Xn) = P1(X1) - Pn(Xn)

Integramos n veces en ambos lados de esta igualdad, primero
con respecto de x4 en el intervalo (—oo, y1), ..., y por ultimo
con respecto de x,, en el intervalo (—oo, y,). Obtenemos

F(y1,---,¥n) = F1(y1) - Fn(¥n).

y se verifica la definicion de independencia.
LQQD



Ejemplo

Sea nuevamente (X, Y) normal bidimensional, con densidad

1

plx.y) = 2ro100y/1 — p?
Xexp{ —1 [(xf31)2+<yfaz)z_zp(xfad(yfaz)”
2(1 - p?) o4 oo o1 o '

Sabemos que

X~(a1,o12) YN(ag,O'g).



Si p = 0, la densidad se reduce a

1 2 2 2 2
—(x—ay)?/(20?) —(y—a)*/205 _
X, e 17X e 2 X )
P(x.¥) o1Ven ooV21 P (x)Pe(y)

donde
» pi(x) es la densidad de X,

» po(y) la densidad de Y.

Como consecuencia en el caso p = 0, las variables aleatorias
X e Y son independientes.



Ejemplo

Consideremos un vector aleatorio (Xi,. .., X,) con distribucion
normal n—dimensional. Sea p(x) su densidad, con vector
a € R"y matriz B diagonal, dada por

0—12 0O --- 0
0 o5 --- 0
B=| . | . (3)
0 O o2
Siox >0 (k=1,...,n)la matriz B verifica ser

» definida positiva,
» simétrica,

» no singular.



Sustituyendo la matriz B en la formula de p(x) obtenemos la
densidad del vector considerado, que es

1 D i
plstsee 30) = (g gy ® R

Como ocurre en el caso n = 2, se verifica que cada variable
aleatoria Xj tiene distribucién normal, con parametros (ax, o),
es decir, tiene densidad py(x) = (oxv2r)~ e~ (—a)*/(27%),
para k = 1,...,n. Mas aun, factorizando la férmula (4),
tenemos

n

1 2 2 n
pX1, ..., Xp) = e (/o) — TT pu(xk).  (5)
=l 11

Aplicando la proposicion 3 se obtiene la independencia mutua
de las variables aleatorias Xj, ..., X.




Reciprocamente, si las variables aleatorias Xi, ..., X, son
independientes, y cada una de las variables X tiene
distribucion normal con parametros (ax,ox) (k=1,...,n),
aplicando la proposicion 3, obtenemos que la densidad
p(xi,...,xp) del vector X = (Xj, ..., Xy) verifica la formula (5),
y en consecuencia, que el vector X tiene distribucion normal
n—dimensional, con la densidad anterior, y matriz B diagonal
dada en (3).



Distribucidon de la suma de variables aleatorias
independientes

Demostremos la siguiente proposicion.

Proposicion

Sean Xy y Xo variables aleatorias independientes, con
densidades p1(x) y p=(x) respectivamente. La suma X; + Xz
tiene densidad dada por

po) = [ " pr(U)pa(x — u)du. (6)



Demostracion
Sea p(u, v) la densidad del vector (X1, X2). Como las variables
X1y X2 son independientes, en vista de la proposicion 3,
tenemos p(u, v) = p1(u)p2(v). Consideremos el valor de la
funcion de distribucion de la suma X; + X5 en un punto x
arbitrario:

P(Xi+Xo <x)=P(X;+XoeD) = // p(u, v)dudv,
D

donde D = {(u, v): u+ v < x} es laregion bajo la recta de
ecuacion u+ v = x:

Figura 3.11: Region D = {(u,v): u+v < x}



De aqui obtenemos

o0

P(X; + Xp < X) = /OO (/Xupz(v)dv)m(u)du -

-/ (/ : pa(y — u)dy ) pr (u)cu
— /_XOO (/_ZM(U)Pz(Y— u)du ) dy

para x arbitrario. En consecuencia la distribucién de la suma
X1 + X> es absolutamente continua, y tiene densidad

f p1(U)p2(x — u)du.
LQQD

Observemos, que intercambiando los roles de X y Xo,
obtenemos también la férmula

— [ prx - wpe(u)as (7)



» Férmulas analogas tienen lugar para la distribucion de una
suma de dos variables aleatorias independientes, que
tienen distribuciones discretas.

» En este caso, en lugar de integrales aparecen sumas.

» Es posible obtener férmulas mas generales (que incluyan
ambos tipos de distribuciones) para la funcién de
distribucion F(x) de una suma de variables aleatorias
independientes Xj y Xo, con funciones de distribucion

Fi(x)y Fa(x).



Mas precisamente, se trata de la férmula

Fo= [ R pdrm = [ R ), ©)

—0o0 —00

en las cuales se utiliza la integral de Stieltjes. Las integrales
anteriores se denominan convolucion o composicion de las
distribuciones.

La definicion de integral de Stieltjes es

/bh(x)dF — lim thk CF(_y)

" ={a=xg,...,xi, = b}

y X/ un punto arbitrario del intervalo [x_,, x/].



Aplicacion: suma de normales
Apliqguemos la proposicion para demostrar que la suma de
variables aleatorias independientes, cada una de las cuales
tiene distribucién normal, tiene distribucion normal.
Consideremos entonces dos variables aleatorias
independientes X; y Xo, tales que X tiene densidad
Pr(x) = akhef(’(*ak)z/(z"f) (k = 1,2). Demostremos que
X1 + Xz tiene distribucion normal con parametros

aj; + ap, \/ 02 + 02), es decir, que tiene densidad dada por
1 2

PX) = glmm—a2?/@lot+oR)

2r (0% + 03)

Demostremos primero esta afirmacion en el caso particular
a; = a» = 0. Aplicando la formula de convolucion (7),
obtenemos

p) = 5 [ e bty

- 270109

—0o0



Introduciendo una nueva variable de integracion, segun la

2 2
formula v = u¥Y21% 02X ragylta
g102 o1 012 a5

/ o V2/2-32/(2(0%+09)) gy
ZWW

e X°/(2(cf+03))
271(01 + 03)

De esta forma, la densidad p(x) de la suma X; + X> es normal

con parametros (0, /02 + o3).



La demostracion cuando los parametros a; y a» son arbitrarios
se reduce al caso anterior (a; = a» = 0), mediante la
consideracion de nuevas variables aleatorias

Y« = Xk — ax (k =1,2). Estas variables son independientes,
por serlo las variables X; y X, tienen funcién de distribucion

X+ak

P(Ye < X) = P(Xe < X + a¢) = Fx(X + a¢) = / pe(u)d,

—00

y densidad dada por y
FP(Yi < X) = pu(x + &) = —1—e /7 (k=1,2), que

oxV2m
es la densidad normal con parametros (0, o). Segun vimos, la

suma Yj + Y tiene distribucion normal con parametros
(0, /0% + 03). En consecuencia, la variable aleatoria
X1+ Xo = Y1 + Yo + a1 + ao tiene distribucion normal con
parametros (ay + az, /0% + 03).



Ayudamemoria

Type Il error

(false negative)

Para acordarse de los tipos de error:

» Tipo | (falso positivo): que el hombre esté embarazado

[m]

=

» Tipo Il (falso negativo): que la mujer no esté embarazad

a
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