Mecénica Cuédntica Curso 2025

Parcial 1

2hs de tiempo con acceso a material de clase.

1. Operadores de carga y conjugacion de carga.

Considere un sistema donde la carga es un observable y toda particula tiene una antiparticula
de carga opuesta. Ignorando otros grados de libertad se puede definir el observable de carga @)
y su base ortonormal de autoestados como

Qle) = qla)
(dld) = b4
También definimos un operador (unitario) de conjugacién de carga C' que cumple
QC+CQ = 0 (1)
ct=ct (2)

a) Pruebe que C lleva particulas en sus antiparticulas (es decir C'|¢) = A(q) |—q)).
Sugerencia: aplique la definicion (1) sobre un elemento de la base de autoestados de Q.

b) Pruebe que la forma mas general de C es
Clg) = €9 |—q) (3)

Sugerencia: calcule el mdédulo del vector transformado C'|q) usando la definicion (2) para
probar que A(q) es un nimero complejo de amplitud 1.

De ahora en adelante considere el caso simplificado donde el espacio de estados es de dimensién
dos (s6lo dos cargas posibles £1). Llamemos {|+),|—)} a una base ortonormal de autoestados
de Q dada por

Ql+) = [+

Ql-) = —1[-).
Ademas considere el caso particular donde C' estd dado por

Cl+) = i|-)

Cl-) = —il+).

¢) En este caso:

1) Encuentre la forma matricial de  y C en la base {|+),|—)}
2) Pruebe que C2 = Id y que C es un observable. ;Pueden medirse C' y @ simultdnea-
mente? Justifique.

d) Obtenga un base de autoestados de C, que llamaremos {|¢+),|¢—)} y pruebe que son
estados neutros, es decir que

(p£]Qlpx) =0



2. Un sistema de espin 1/2 estd sometido a un Hamiltoniano
H =w(35; +45,),

donde 5 5
Sz = 50‘;5, Sz = §OZ7

y w > 0 es una constante conocida. Mediante un aparato de Stern-Gerlach, el espin se prepara
inicialmente en el autoestado de S, con valor +7/2:

[9(0)) = |+)=-

a) Escriba H como matriz 2 X 2 en la base {|+).,|—).} vy encuentre sus autovalores y
autovectores.

b) Obtenga el estado a tiempo ¢: |1(t)).
¢) Determine la probabilidad de medir S, = +54/2 en funcién del tiempo ¢.

d) Describa cémo oscila esta probabilidad y cuél es su frecuencia caracteristica.

Ribrica para calificacion de parcial: serda Muy Insuficiente un trabajo que no logre cubrir
ninguno de los ejercicios o lo haga con errores conceptuales graves en ambos. Serd Insuficiente
un trabajo que logre cubrir ambos ejercicios con algunos errores conceptuales o con errores de
célculo importantes. También serd Insuficiente un trabajo que logre cubrir sélo uno de los
ejercicios sin errores conceptuales graves o de célculo importantes. Serd Aceptable un trabajo
que logre completar ambos ejercicios con errores de calculo o conceptuales menores. Serd Bueno
un trabajo que logre completar un ejercicio sin errores conceptuales o de célculo y el otro con
errores conceptuales o de cdlculo menores. Serd muy bueno un trabajo que logre completar
ambos ejercicios sin errores conceptuales y con algunos errores de cédlculo. Serd Excelente un
trabajo que logre cubrir ambos ejercicios sin errores (o con errores de cdlculo muy menores).



Solucioén:
1. Operadores de carga y conjugacion de carga

a) Aplicando la ecuacion (1) sobre un autoestado de Q:

QCq) = —CQlg) = —Cqlg) = —qClq) -
Comparando el inicio y el final vemos que C'|g) es un autoestado de ) con autovalor
—q. Por la letra del ejercicio debe ser C'|q) o |—¢) y se obtiene el resultado.

b) Calculando [|Cg)|[* = (¢| CTC'lg) = 1. Por otro lado ||Clg)|| = [|A(q) |-q)|| =
|A(q)| y se concluye el resultado.

c¢) En la base propuesta las matrices son

@=(; %) @=(! )

Se comprueba explictamente que [C]? = 1, que [C]" = [C] y que [Q] [C] # [C][Q)]. Por
lo tanto ambos son observables pues son hermiticos sobre un espacio de dimensién
finita, pero no son compatibles pues no conmutan. Esto impide medirlos simultanea-
mente de manera no ambigua.

_ BT

d) Diagonalizando C en la base de autoestados de ) se obtiene |py) = s v ose

calcula explicitamente que el valor esperado de @) es cero en ambos estados.
2. Sistema de espin 1/2

a) Usando las matrices de Pauli se obtiene que el Hamiltoniano es

[H]:h;@ —34>'

Sus autovalores son Fi = :t% y sus autoestados son |py) = % y lp-) =
[+).=31-).
Vvio
b) Dado que la condicién inicial es

[$(0)) = [+)- = W

entonces el estado a tiempo t es
_ 3loy) exp(—iELt) + [p-) exp(—iE_t)
(1)) = -
V10
¢) Partiendo de que P(S, = +h/2) = |, (+ [¢(t))|? se obtiene que

) = 2 + !w+>exp(—iE+t\)/1%z (+ lp-) exp(—iE_t) _ 96xp(—iE+t)13- exp(—iE_t)

y luego

82 18 82 18
P(S. = +h/2) = = + 2 cos([By — E_1t/R) = -2 4 — cos (5wt
(5 = +7/2) = 155 + 100 o 1B+ 1t/1) = To0 + 100 ©©5 (%«?)

d) La probabilidad oscila entre % y 1 con frecuencia de Larmor wy, = 5w. Notar que el
Hamiltoniano se puede escribir como H = vB - S con 7B = w (32 + 42) y por tanto
wr = |yB| = bw.



