Mecéanica Cuantica Curso 2025

Repartido 8. Particulas idénticas.

1. Operadores Permutacion.

Se define el operador permutacién para un sistema de dos particulas, no idénticas pero
con espacio de estado isomorfos (o sea, se pueden representar usando una base comin):

Poy|uug) = |ujug)
Demostrar que:

a) (Py)? =1

b) Py es su propio inverso

c¢) Py es Hermitico

d) Py es unitario

e) sus autovalores son +1.

2. Supongamos dos particulas de igual masa (sin spin), que no interactian, en una di-
mensién. Una particula estd en el estado [i,(x)) v la otra en [¢y(x)). Ambos estados
estan normalizados, y son ortogonales.

a) Si las particulas son distinguibles y la 1 estd en el estado [t (1)) v la 2 en |¢),(x2)),
el estado del sistema es el producto:

(Wp(w1,22)) = [a(T1)) [P6(72))-

Calcule una expresion para el valor esperado de la distancia de separacién entre las
particulas en este estado

(21— 22)%) = (27) + (23) — 2(w129).

b) Si las particulas son bosones idénticos, construya el estado normalizado del sistema
(simétrico) |Wp(z1,xq)) a partir de los estados posibles de una particula, y calcule el valor
esperado de la distancia de separacion entre los bosones en este estado.

c) Si las particulas son fermiones idénticos, construya el estado normalizado del sistema
(antisimétrico) |Wp(x1,z2)) a partir de los estados posibles de una particula y calcule el
valor esperado de la distancia de separacién entre los fermiones en este estado.

d) ;/Cuéles estdn mas lejos/cerca entre si? ;Por qué?



3. En el ejercicio anterior, suponga ahora que las dos particulas estan en un pozo infinito
de potencial unidimensional de ancho a. Si una estd en el estado [¢,) y otra en |i),) con
n # £, calcule {(z; — x3)?) en los casos de que sean:

a) Distinguibles.
b) Bosones idénticos.
c¢) Fermiones idénticos.

Sugerencia: puede usar que para una particula en el pozo infinito (con potencial nulo
entre 0 < x < a) los valores esperados de la posicién y su cuadrado en el estado n-ésimo

son (@), = % y (2?), = (% - m) '

4. Sea hy el hamiltoniano de un sistema de una particula. Asumimos que este operador
actia sélo en los grados de libertad orbitales (posicién) y que tiene tres niveles de energia
equidistantes (wp > 0 constante):

0, hwo y 2hwy,

que son no degenerados en el espacio de estados orbitales &r.

En el espacio de spin & cada nivel tiene degeneracién (2s + 1) donde s es el spin de la
particula.

Desde el punto de vista de las variables orbitales, sélo nos interesa el subespacio de &5
generado por los tres autoestados de hyg.

a) Considere un sistema de tres electrones independientes con un Hamiltoniano
H = ho(1) + ho(2) + ho(3).

Encuentre los niveles de energia de H y sus degeneraciones en este sistema.

b) Repita lo mismo para un sistema de tres bosones de spin 0.

5. ;Cual es la degeneracion del segundo nivel de energia del a&tomo de hidrégeno de Bohr,
si consideramos el spin del electrén? Explique.



