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1. Mecanica cuantica



1. Mecanica cuantica (QM):

En la QM, las cantidades fisicas estan representadas por operadores hermiticos.
Dada una magnitud fisica clasica A , le asignamos un operador hermitico A.

A

A—= A

El estado de un sistema fisico es representado por un vector (un ket) |¢)) enun
espacio de estados (un espacio de Hilbert) H . El espacio dual al espacio de
Hilbert ™, cuyos elementos son bras (Y], estd compuesto por los funcionales
lineales que llevan del espacio de estados a los complejos (| : H — C .

Wlp) € C




1. Mecanica cuantica (QM):
Los posibles valores de las mediciones son los autovalores de los observables.
Ala) = ala)

Lo que de verdad tiene significado fisico en QM es el braket (¢|fl|q§>, cuya
evolucién viene dada por la ecuacion de Schrodinger,

i0,(Y|Alg) = (V|[H , Al|$)

El “problema” surge cuando yo quiero ver la evolucion de alguno de estos
objetos (bra, ket, operador, ...) por separado.




1. Mecanica cuantica (QM):
1.1. Pictures en QM:

Como no sabemos cdmo evolucionan estos objetos por separados, vamos a
suponer que existen unos operadores de evoluciéon y tenemos las relaciones,

i0,A = [M, A
i0i|p) = Nl¢)  —id, (| = (Y|N

Se puede demostrar que (obviando hermeticidad) la condicién a
cumplir es

H=N+M



1. Mecanica cuantica (QM):

1.2. Picture de Heisenberg:

En la picture de Heisenberg, la eleccidn es,

N=0 M=H

Siendo las ecuaciones de evolucion resultantes,

10 |Y) =0

N




1. Mecanica cuantica (QM):

1.3. Picture de Schrodinger:

En la picture de Schrodinger, la eleccion es,
N=H M=0
Siendo las ecuaciones de evolucion resultantes,
10y |¢> = H |¢>

A
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2. Relatividad especial



1. Relatividad especial (SR):

La relatividad especial (SR) surge de una formulacién para la mecanica clasica
compatible con el electromagnetismo (EM).

1. La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas de referencia
inerciales.

2. Principio de covarianza: las leyes de la fisica son las mismas en todos los
sistemas de coordenadas inerciales.

Para entender mejor esto, tomemos un ejemplo sencillo del EM. A“ (x)

2* = A Lz Au(z) = A () = A (Az) = A, ()




1. Relatividad especial (SR):

¢ Que significa cuando decimos que un sistema fisico es covariante?

En general, nos referimos a que las expresiones de las leyes fisicas no cambian
bajo ciertos tipos de transformaciones de coordenadas: estas transformaciones
constituyen el grupo de Lorentz SO(3,1) 1.

¢.Como se define este grupo?

e Dada 9uv la métrica del espacio-tiempo (ET), una transformacion de Lorentz A¥ ,,
cumple,

A* aAV p9ury = Yop




1. Relatividad especial (SR):

Ademas, en fisica, en general, nos interesan las transformaciones que se pueden
construir a partir de transformaciones infinitesimales.

Para esto hay que pedirle dos requisitos extra a las transformaciones de Lorentz
de interés fisico.

e Propia: det{A} =1

o Ortocrona: A > 1




1. Relatividad especial (SR):

Un comentario porque va a aparecer mas adelante.

e Si yo digo que algo no es explicitamente covariante significa que ese
formalismo o teoria trata de forma asimétrica al tiempo y el espacio, lo cual no es
compatible con la relatividad especial.
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3. Deduccion de las path integrals



3. Deduccion de la path integral:

3.1 Historia:

— La idea de las path integral surge por primera vez en los 1920s por Wiener en
el movimiento Browniano.

— En los 1930s, Dirac sugiere una conexidn entre la mecanica cuanticay la
accion clasica.

— En 1948, Feynman reintroduce las path integral como una formulacion de la
QM analoga a las de Heisenberg y Schrodinger.




3. Deduccion de la path integral:

3.2 ;Como cuantizamos un sistema fisico?

— La idea principal de la cuantizacion candnica de un sistema fisico consiste en
buscar la soluciones clasicas y promover las variables a operadores.

— La cuantizacion canonica se basa en el formalismo Hamiltoniano de la
mecanica clasica.

— Sin embargo, este formalismo tiene un problema cuando buscamos una teoria
relativista.




3. Deduccion de la path integral:

Formalismo ,
- : A\_ Formalismo
Hamiltoniano > .
Lagrangiano
@®No es -
explicitamente ©®Es gxphcﬁamente
covariante covariante
\

> Esto se logra con las path integrals.

Repasemos rapidamente como se construyen.




3. Deduccion de la path integral:

Lo primero que tenemos que preguntarnos es qué objeto es importante en QM.

/ . t, . t ‘Amplitudes de transicion” o
q . q . propagadores
Reescribamos esto de la siguiente forma:

(d; V)g; t) = (¢']le"HED|q)




1. Deduccidn de la path integral:

(d;t)q; t) = (¢ |e”HED]|q)

Pasos para la deduccidn de la integral de caminos:

1. “Slice” el tiempo, o sea que lo discretizamos en N intervalitos.

—iH(t'—t) _ ,—iHe —iHe

€ € R

2. Insertamos clausuras entre las exponenciales.

/dqz’|q¢><%! =1




3. Deduccion de la path integral:

3. Ahora, nos vamos a centrar en Hamiltonianos del tipo:

£2

~ P N
H=—4+YV
2m+ (q)

4. Utilizando la férmula de Zassenhaus, podemos escribir:

. 5 D
. —1p“e . A~ 2 —1p“e . A
e iHe oo B zV(q)eeo(e )~ e Im e iV (q)e

5. Inserto clausuras en el espacio de momentos entre la primer y segunda
exponencial.

/dpj|Pj><pj| =1




3. Deduccion de la path integral:

6. Tomamos el limite cuando N tiende a infinito y (cuentas mediante) obtenemos la
path integral.

I - = 1.S[x]
(g'3tlg:t)= Dze
z(t)=q

¢ Como cambiaria esta expresion si no hubiera restringido el tipo
de Hamiltonianos?
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4. Ejemplos sencillos en QM



=2

4. Ejemplos sencillos en QM:
2 29
Consideremos el oscilador arménico cuantico. H = b + %

2m
En general, las path integral no tienen solucién....

¢, Cual es el truco para calcular integrales de camino? —_—> Saddle point
4.1. Saddle point approximation:

— Se “basa” en el método de Laplace.
— Consiste en calcular la integral perturbativamente alrededor de la solucién

clasica.

@® Para el caso del oscilador armoénico es exacta porque la
accion es cuadratica en la posicion.




4. Ejemplos sencillos en QM:
Vamos a considerar pequefas fluctuaciones alrededor de la solucion clasica.

q = qc+ 0q
La accion toma la forma,

Slq] = S[qc] + S[oq]

La solucidén clasica es constante a efectos de la integral de caminos, por lo que
podemos escribir:

Qj(t/)z /
(5 t]q; t) = 6i5[mcl]/ q Déx 5197

z(t)=q




4. Ejemplos sencillos en QM:

Hallando y resolviendo las integrales de movimiento y reemplazando en la accion,
hallamos: w

[al = 2sinw(t’ — t)

(> + ¢*) cosw(t' —t) — 2q 4]
La integral de caminos a resolver es gaussiana, por lo que el problema se

resume a hallar el determinante funcional del operador diferencial

5 0OJO! Que esto
A= —=— —w i
s no es nada
sencillo.

> det{A} = %Sin w(t' —t)




4. Ejemplos sencillos en QM:

Finalmente, después de muchas cuentas que me saltie, obtenemos el resultado
que estamos buscando:

(5 tlg; 1) = \/ . e T (47 +"?) cosw(t'=t)=2qq'

2misinw(t’ — t)
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5. Generalizacion a QFT



5. Generalizacion a QFT:

Convencion:  x = (¢, f) 4-vector que vive en M
T 3-vector que vive en el espacio euclideo
N = diag{l, -1, =1, —1}

5.1 QFT:

Cuando intentamos describir la fisica de manera relativista, la QM falla
(incluido el intento de RQM), por lo que hay que ir mas alla y fijarnos en QFT.

El problema es la asimetria con la que QM trata el espacio y el tiempo:

1. Promover el tiempo a una variable dinamica.
2. Relegar el espacio a una label.




5. Generalizacion a QFT:;

Lo que le resultaba mas natural a los fisicos era lo primero, promover el tiempo a
una variable dinamica, asi como hace la relatividad.

En la relatividad, las trayectorias dejan de parametrizarse mediante el tiempo 'y
pasan a parametrizarse por nuevos parametros. En el caso de particulas masivas
(nétese que para particulas sin masa, no puede definirse un tiempo propio), lo mas
comun es que las trayectorias vengan parametrizadas por el tiempo propio 7 .

()

Sin embargo, pronto se darian cuenta los fisicos de la época
que este enfoque no tenia futuro.




5. Generalizacion a QFT:;

QFT opta por la segunda. Z:(t) — quS(x)

Aca vamos a pegar un salto conceptual importante... por mas informacion dejo al
final libros de QFT.

Ahora, el objeto que nos va a interesar calcular por path integral es

OIT {60 H0) = [ Do (@)oo
4 = Do Piadtd

C.B.




5. Generalizacion a QFT:;
REMARKS:

1. Si las path integrals no tenian solucion en QM, en QFT mucho menos... lo cual
significa problemas. Especialmente problematicas son las teorias interactuantes,
pero en nuestro universo las cosas interactuan...

¢Entonces, cdmo se resuelven estos problemas en la fisica tedrica?
— Teoria de perturbaciones (Diagramas de Feynman)
— Métodos numéricos

2. En QFT, no todo es tan lindo como en QM, existen un tipo de
particulas que requiere una representacion significativamente
mas complicada que las demas: los fermiones.




5. Generalizacion a QFT:;

Para representar a los fermiones, necesitamos las variables de Grassman.

Def: 0,0, = —0,0;

e 07=0 o /d0=0 0/d99:1

e No se puede diferenciar entre la diferenciacién y la integracion.
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6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT



6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT:

Primero, vamos a ver un ejemplo que esta “fuera” de QM y QFT, una aplicacion
directa de las integrales de camino a la mecdnica estadistica (SM). Para ello
consideremos un sistema estadistico que para lo que nos interesa puede ser
cualquiera, el ejemplo mas sencillo es el gas ideal clasico.

\ Sin efectos

cuanticos.
Nos da informacion
sobre la distancia Sin interacciones.
media entre las
particulas.

s




6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT:

Antes, necesitamos una “herramienta matematica” que nos va a permitir
relacionar la mecanica estadistica.

6.1. Rotacion de Wick:

iqf? Im A Una rotacion de Wick es una continuacion analitica
qgue nos permite mover el tiempo al plano complejo.
\ t — —itg
X (]I

»” g
1 Re




6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT:

¢ Qué es lo que hace la rotacion de Wick? ;Porque es util?

La idea de una rotacion de Wick, y la razén del subindice E en nuestra nueva
variable, es pasar del ET de Minkowski al espacio euclideo cuatridimensional.

Ny — Opw




6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT:

Ahora, vamos a pensar en mecanica estadistica, en el ensamble candnico y la
funcién de particion.

6.2. Funcion de particion:
Z(B) =tt{e ¥}

Recuerden el objeto que nos interesa de QM (propagador) y vamos a darle
nombre.

<Qf|€_th|q'i> = K(qu ta i, O)




6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT:

Fijense que si hacemos la rotacion de Wick t — —i[3,

K(qy, B; a4 0) = {gsle™"|q:)
Si ahora tomo el mismo punto final e inicial,

K(q, B; 4, 0) = (gle """ |q)
Si ahora integramos sobre todos los puntos,

/ dg K(q, B; q, 0) = / dg (gle™™|q) = tr{e™™} = Z(B)




6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT:

Ahora, recuerden que el propagador tiene una expresion como integral de

caminos,
q(t)=qy

K(gs, t; gi, 0) = / Dqe™ld!
q

(0)=q;

Lo cual inmediatamente implica,
a(B)=q
K(q, B; q, 0) = / Dq el
q(0)=¢q

Por lo tanto, podemos escribir la funcién de particion como una
path integral.




6. Ejemplos “fuera” de QM y QFT:

Por lo tanto, podemos escribir la funcion de particidn como una path integral.

q(B)=q
Z(B) = /dq/ Dge5
q(0)=¢q

Simplificando, finalmente obtenemos,

Z(B) = / Dqe®4
q(7)=q(7+p)
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/. Ejemplos en QFT



Disclaimer de la notacion:

Durante toda esta seccion de la charla van a ver que aparece

/ dz

, esta notacidn no es del todo exacta, pero cuando me di cuenta ya aparecia
demasiado y era muy tardado cambiarlas todas. Por lo tanto, les pido que
interpreten esta notacion de la manera siguiente

dz ~ d*z



/. Ejemplos en QFT:

La idea de esta seccion es ver como se hace un calculo perturbativamente y para
ellos, vamos a usar el ejemplo mas sencillo.
Ay

A 4 _ A 4

La idea es calcular la funcion de correlacion a 2 puntos (¢(z)9(y)) Vamos a
trabajar en el euclideo (rotacién de Wick) para no tener problemas de
convergencia. Para hacer el calculo, primero vamos a introducir el funcional
generador (generating functional).

Z[J] :/D¢e‘5[¢]+f dix J(z)d(x)

1 m2
= — Py — — h2 _




/. Ejemplos en QFT:

La accién euclidea en la exponencial tiene la forma,

Sig) = [ da <%¢(_82 Fm)g+ ﬁqs)

Definiendo,

= —0° +m?
, podemos reescribirla como,

A
Sle] = / d*z <%¢A¢+@¢4)




/. Ejemplos en QFT:

Nétese ahora, que la accion se puede separar en la accion de una particula libre
(gaussiana) y un término debido a la interaccion.

Sl = Sulol + | Tz 2!

El generating functional de la teoria libre es,
ZolJ] = / D e=Sold1+] dia J(@)o(a)

Como la accidn es Gaussiana, se puede mostrar que,

Zo[J] = Zo[0]ed | ¢'2d'yI@)AE—1)JI®)



/. Ejemplos en QFT:

Como la accidn es Gaussiana, se puede mostrar que,
Zo[J] = Zo[0]ez f 'z 'y I@A—9)I ()
,donde A(z — y) cumple,
(0> + m*)A(z — y) = d(x — y)

Podemos pensar el generating functional de la teoria completa como un
operador actuando sobre el generating functional libre,

an=cstzia o[5] - et (e




/. Ejemplos en QFT:

La funcion de correlacién a 2 puntos, se puede calcular,
. , /| (522[J]

J=0

La cual claramente no tiene una expresion exacta. Entonces, vamos a hacer un
cdlculo perturbativo en )\ (suponiendo que )\ < 1 ). A primer orden en )\,

Z[J]:[l—%/dz (%@)4

Zo|J]




/. Ejemplos en QFT:

La funcion de correlacidon a 2 puntos en esta expansion tiene la forma,

7 1 5? AL (Y
<@(l)¢(y)>_Z[O](SJ(:I;)(?J(y) {[1 4!/ @ (5J(z)) Z"m}

Ahora, tenemos que calcular estos términos. Empecemos con el mas
sencillo,

62 Zy[J]
60J(x)dJ(y)

J=0

— A(z —y)

J=0




/. Ejemplos en QFT:

Ahora, vamos con el orden 1 que no es tan sencillo,

W= sriae ] (wiz)YZ"U |

v= [a 5J($§ZJ(y) <6Jiz>)4z"m

N = / 4 S 287 (5) 547 ()




/. Ejemplos en QFT:

(56
N = /dz 5T(2)07(5)0° T (2) Zy|J] .
56 4
5T@6 ()i 2ol o (p(2)o(y)d" (2))o

N = /dz yd)4

(,Como calculo esto?

RE: Teorema de Wick l



/. Ejemplos en QFT:

7.1. Teorema de Wick:

El teorema de Wick nos dice como podemos calcular las funciones de n
puntos a partir de todas las posibles contracciones.

Sin embargo, ya para funciones de 3 0 4 puntos, la cantidad de contracciones
se vuelve gigante, por lo que no es muy conveniente.

Por suerte, hay otra forma para calcular esto: los diagramas de Feynman.




/. Ejemplos en QFT:

7.2. Diagramas de Feynman:

Tenemos 3 puntos en el ET (x,y,z) y queremos ver de qué formas no
equivalentes podemos conectarlos.

X Z N/

Cuidado con que no cualquier forma es valida, sino que se
deben respetar ciertas reglas.




/. Ejemplos en QFT:

Pueden convencerse que a primer orden, las unicas dos formas no equivalentes
de conectar estos 3 puntos son:

X =

Hay que calcular cuanto aporta
cada uno de estos diagramas a la
correccion a primer orden.

.0
9




/. Ejemplos en QFT:

() A

P o @ — i€ [d:ai-2A0-2)a0)

X = N/




/. Ejemplos en QFT:

xX@
)
O
|
o
8
|
)
>
<
I
&
>
S

N-¥ v

SinlaC




/. Ejemplos en QFT:




/. Ejemplos en QFT:

A
° o - —IC/dzA(x—z)(O)




7. Ejemplos en QFT:

@ ® - ¢ [aa6 80— 2a0)

4 N 7




/. Ejemplos en QFT:

() A

e o @ — 0 [d:aim-2)aw -0

X Z N/

C es el numero de diagramas equivalentes a éste que se pueden
definir, uno puede convencerse de que este numero es 12.




/. Ejemplos en QFT:




/. Ejemplos en QFT:

Por lo tanto, juntando estas contribuciones tenemos,

—%N = —g/dz Alx — 2)A(y — 2)A(0) — %A(x —y) /dz [A(0)]?
Por lo que a primer orden, la funcién de dos puntos tiene la forma,
B@00) = 77 |Ma =) = 5 [ 4= A = A0 - 9A0) - FAG - ) [ d[AOF]

Veamosla un poco mejor....




/. Ejemplos en QFT:

B0 = 5 A=) -5 [ a2 A6 - 2 - )A0)

~38G-) [tz 80)]

¢Fin de la historia?

BN



/. Ejemplos en QFT:

Aun tenemos que calcular del denominador...

Z[0] = / Dge 51

Haciendo el célculo perturbativo en )\ a primer orden,

200) = 200) (1- 3 [ dsto'(:) )

Nuevamente, calculamos esto utilizando los diagramas de Feynman.




/. Ejemplos en QFT:

Ahora, tenemos un solo punto ET y queremos ver como conectarlo,




/. Ejemplos en QFT:

Se pueden convencer rapidamente que la unica forma es,

o = -2 / RING:




/. Ejemplos en QFT:

Por lo tanto, a primer orden,

Z[0] ~ Zo[0] (1 _ % / dz[A(O)]Q)

Por lo que inmediatamente,

Z—O] ~ 201[01 (1+% / dz[A(O)V)

BN




/. Ejemplos en QFT:

Por lo tanto, a primer orden,

Z[0] ~ Zo[0] (1 _ % / dz[A(O)]Q)

Por lo que inmediatamente,

Z—O] " (1 | % / dz[A(O)P)

Factor numérico que podemos
absorber en la normalizacion
de la medida.




/. Ejemplos en QFT:

Usando este resultado,

@@0ow) = A —y) — 5 [ A=A - 220

38—y [EBOPR] - 1+3 [ 0P

BN



/. Ejemplos en QFT:

Nuevamente, quedandonos solamente a primer orden en )\ ,

(Ga)6W) = A —y) - 5 [ =A@ -2 - )A0) - $A@ - ) [ dz[AO)




/. Ejemplos en QFT:

Nuevamente, quedandonos solamente a primer orden en )\ ,

(@)W = M —y) = 5 [ d= Mw = A0 - DA0) - A~y ] dz[A0)"

o gA(a: % dz[A(0)]?




/. Ejemplos en QFT:

Por lo que finalmente, obtenemos,
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8. Formalismo de worldline



8. Formalismo de worldline:

Aunque parezca que nos vamos de tema, consideren un segundo la siguiente

integral,
o0

d.?f 62'0452
0

, esta integral no converge si o« € R , pero si dejamos que tome una parte
imaginaria infinitesimal,

a= [+ 1€ e <1




8. Formalismo de worldline:

Entonces, la integral,

/ dpe*® = / drePe ™ = —[e®e ™™ — ¥ = —— =
0 0

o0 .
dr e = =
0 @7

¢Para que nos sirve este resultado?




8. Formalismo de worldline:

8.1. Transformada de Fourier en fisica teorica:

Supongamos que tenemos una funcion en el espacio de momentos f(p)y
queremos calcularla en el espacio de posicion f(x — y) . Esto se logra
mediante la transformada de Fourier,

fe=0) = [ G0

(2m)*




8. Formalismo de worldline:

8.2. Parametro de tiempo propio de Schwinger:

Resulta que el propagador de un campo escalar en el espacio de momento,
puede escribirse como,

A(p) = 2

En 1951, Julian Schwinger se di6 cuenta de que usando el resultado de la
exponencial compleja, podemos reescribir este propagador.

(

— m? + ie




8. Formalismo de worldline:

En 1951, Julian Schwinger se di6 cuenta de que usando el resultado de la
exponencial compleja, podemos reescribir este propagador.

o0

Ap) = | dseB@—m"+ie)
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9. Bounded states y worldline
formalism



9. Bound states and WL formalism;

Warning: Trabajo en desarrollo actualmente...

Queremos usar el formalismo de worldline para calcular el espectro de dos
particulas ligadas sin tener que pasar por Bethe-Salpeter.




9. Bound states and WL formalism;

Lo que queremos calcular es la funcién de 4 puntos,

= (P1(wy)P1(:)P2(yr)P2(vi))
= —/DAestAX A Z it [Al (D1 (2 ) b1(05) ) alb2(ys) Pa(yi)) 4

BN



9. Bound states and WL formalism;

Nuevamente, nuestro problema se reduce a calcular funciones de 2 puntos, aqui
es donde entra el formalismo de worldline,

iL’(]. _:Bf : .l dr (dxz\? , . M
<¢1($f)¢1 $Z A= / d31/ _251m%_2 0 4sq (Zz?) +ie [ dzt Au(x)

0)=z;

Vamos a cortar por aca porque en este trabajo usamos muchas herramientas
mas sofisticadas de QFT, pero intentemos dejar una idea de que queremos
hacer...
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