Capitulo 2
Sistemas de ecuaciones lineales

En este capitulo veremos los sistemas de ecuaciones lineales en varias variables. Antes
de comenzar con las definiciones bésicas veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.1. El senor Ostolozzo desea comprar para su granja organica naranjos y
manzanos. Quiere comprar el triple de naranjos que de manzanos, y tiene espacio para
plantar 100 arboles. ;Cuantos naranjos y manzanos deben comprar?

Si llamamos N al nimero de naranjos y M al nimero de manzanos, entonces N = 3M,
y N + M = 100. Agrupemos esta informacién en un “sistema de ecuaciones”:

N = 3M
N+ M= 100

Sustituyendo el valor de N en funcién de M en la segunda ecuacion, tenemos que
3M + M =100

de donde 4M = 100; es decir M = 25. Como N = 3M, tenemos que N = 75. En otras
palabras, el Sr. Ostolozzo debe comprar 25 manzanos y 75 naranjos.

El lector seguramente esté familiarizado con el tipo de problema (hallar determinados
valores conociendo condiciones que verifican) y de manipulaciones (sustituir y despejar)
que se requieren para resolverlos. En lo que sigue formalizaremos estas ideas y dare-
mos un método general para resolver sistemas de ecuaciones lineales en varias variables
mcognitas.

1. Definiciones basicas

Comenzamos repasando brevemente la nocion de ecuacion en una variable, para luego
generalizar dicho concepto a varias variables.

Definicion 2.2. Una ecuacion en una variable o incognita es una expresion de la forma
f(x) =0, donde f: R — R es una funcién cualquiera.

Resolver una ecuacién de f(r) = 0 es hallar todos los nimeros reales o € R, si
existen, tales que f(a) = 0.

Observacién 2.3. Si f : R — R es una funcién, una expresién del tipo f(x) = a,
se puede convertir en una expresién del tipo g(x) = 0, tomando g : R — R dada por

9(z) = f(z) — a.
En vista de la observacion anterior, diremos que
f(x)=a (2.1.1)
es una ecuacion en una vartable o incognita, y que resolverla es hallar, si existen, todos
los reales a € R tales que f(a) = a.
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12 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Observemos que resolver un tal sistema es hallar el conjunto preimagen de {a} por
la funcién f:

{soluciones de (2.1.1)} = {a € R: f(a) = a} = f(a).

Asi, podemos ver la resolucién de una ecuacién en una variable como la resolucién
del siguiente problema:

dada una funcion f: R — R y un valor a € R, hallar todos los valores de la variable
para los cuales f(x) = a.

4

Ejemplo 2.4. Un ejemplo tipico de ecuacién en una variable es la “regla de tres”

El fluoruro de calcio (CaFy) tiene una masa molecular ( MM ) de 78,067 g/mol, es
decir, un mol de CakFy se corresponden con 78,067 g del producto. De desea averiguar
cudl es la concentracién molar (o molaridad) de una solucién de CaFs, que contiene 8 g
del soluto en 250 ml de solucién.

Primeramente, averiguamos cuantos moles se corresponden a la cantidad de soluto
indicada (8 g), mediante una “regla de tres”

1 mol de CaF2 <« 78,067 g
xmol CaF2 < 8¢

Tenemos entonces la ecuacién en una variable

x - 78,067 =8
y despejando llegamos a que
8 gmol
x mol = 78,067@ = 0,102 mol

Sabemos entonces que en nuestra solucion de 250 ml hay 0,102 moles de soluto. Para
calcular la molaridad de la solucion aplicamos una nueva regla de tres

0,102 moles de CaF2 <« 0,251

x mol CaF2 <« 11
Despejando,
x-0,25=0,102

de donde z = 0,4 moles. Entonces la molaridad de la solucién es 0,4 moles/l; es decir
0,4 M.

La regla de tres convierte la soluciéon de nuestro problema en la resolucion de una
ecuacion lineal en una variable

Ejemplo 2.5. Si f(z) = ax + b, con a,b € R, diremos que ax + b = 0 es una ecuacion
lineal en una variable (o incdgnita).

Una ecuacion lineal se puede notar con el término independiente del lado derecho de
la ecuacion. Por ejemplo, 2x = 3 es la ecuacion 2x — 3 = 0.

Si a # 0, es ecuacion tiene una unica solucion z = —g. Si a = 0, hay dos casos: si
b = 0 la ecuacion es 0z = 0, que tiene infinitas soluciones, ya que todo nimero real es
solucién. Si b # 0, la ecuacién no tiene soluciones.

Generalicemos ahora la idea de ecuacion en una variable a varias variables. Comen-
cemos con un ejemplo:



1. DEFINICIONES BASICAS 13

Ejemplo 2.6. Supongamos que se sabe de dos valores x,y que verifican las siguientes

relaciones
2v+y= 1
r+y= 2

Entonces y = 1 — 2z, y sustituyendo en la segunda relacién (ecuacién) tenemos que
x4+ (1 —2x) = 2; o sea —x = 1. Tenemos entonces que los valores de z,y son z = —1,
y=1-2(-1)=3.

Ejemplo 2.7. Nos preguntamos ahora si existen dos valores z,y que verifiquen las
siguientes relaciones

20 +3y = 3

{ 20+ 3y = 2 (2.1.2)

3-20 _ | _ 2

De la primera ecuacion deducimos que de existir tales valores, y = == I,

por lo que si sustituimos en la segunda ecuacién tenemos que 2 = 2x + 3(1 — %x) = 3,
lo que es imposible. Deducimos entonces que no existe ningin par de valores (z,y) tales

que verifiquen las dos relaciones (2.1.2).

Ejemplo 2.8. Si las relaciones consideradas ahora son

2c+3y = 3
et 213)
De la primera ecuacion deducimos que de existir valores para x,y que las verifiquen,
entonces y = % =1- %x, por lo que si sustituimos en la segunda ecuacion tenemos
que 6 = 4r+6(1— %x) = 6. Resulta entonces que para cualquier valor a que le asignemos

a x, si asignamos a y el valor y =1 — %oz, se verifica que

20 +3(1 — 2a) = 3
4a—|—6(1—§a): 6

Veamos ahora como formalizar estos ejemplos de un modo parecido a lo hecho para
una variable.

Definicién 2.9. Una ecuacion en n variables (o incégnitas) es una expresion de la forma

f(z1,...,2,) =0, donde f:R™ — R es una funcién cualquiera.
Resolver una ecuacién de f(xq,...,z,) = 0 es hallar todas las n-uplas de ntimeros
reales (aq,...,q,) € R, si existen, tales que f(a,...,a,) =0.
Como en el caso de una variable, la ecuacién f(x1,...,x,) —a = 0 se escribira
flzy,...,2,) = a.

. n .
Sif(zy,...,2) = 4T = 121 + -+ + ATy, a1, ..., 0, € R" y a € R, diremos
que
flx1,...,zn) =a
es una ecuacion lineal en n variables (o incdgnitas).

Diremos que a es el término independiente de la ecuacion.

Ejemplo 2.10. La ecuacién 2z + y = 1 tiene como solucién el conjunto

{(a,1—2a):a R}
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Observacién 2.11. Una ecuacién lineal en n variables tiene infinitas soluciones o no
tiene ninguna. En efecto, si a; =--- =a, = 0y a # 0, la ecuacion no tiene solucion, ya
que tenemos una expresién de la forma:

a=0xy+0xy+:--+0z, =0.
Sia; =---=a,=0ya=0, toda n-upla (z1,...,x,) € R" es solucién:

O0xzy +0z9 + - -+ 4+ 0x, = 0.

Supongamos ahora que existe ¢ € {1,...,n} tal que a; # 0, por simplicidad, digamos
que a; # 0. Entonces, el conjunto de las soluciones de la ecuacién f(xy,...,x,) = a
esta dado por

1
soluciones = {(1’1,3:2, coyTp) ER" 1y = —(a — agry — - — apxy),
ai

como puede verse facilmente despejando z; de la ecuacién original:
1
GMxy+ - F Ty =a =11 = —(a — asTo — -+ — ApTy)
ay
Queremos ahora, a partir del ejemplo bésico de una ecuacién lineal en n variables,
construir una clase de ejemplos mayor.

Definicién 2.12. Un sistema de m ecuaciones lineales de n variables (o incégnitas) es
una coleccién de m ecuaciones lineales de n incégnitas (las mismas en todas las ecuacio-
nes), que se notara

fl(asl,...,xn) = a1
fo(zr, ... z) = ag
f(T1, o T0) = an
en donde a; € R, para todo i =1,...,m. Asi, si f; = apx1+ -+ ajppty, 1 = 1,...,m,
el sistema anterior se escribira
a1xy + -+ apT, = ap
2171 + -+ Qp®p = Q2
Am1T1 + -+ ApnTyy = QA
Resolver un tal sistema es hallar, si existen, todas las n-uplas (aq, ..., a,) € R" tales
que
fl((ll,...,Oén) =
fQ(Oél,...,O{n) = Q9
fmlag, ... an) = an
es decir hallar, si existen, todas las n-uplas (aq,...,a,) € R" tales que
a1 + -+ ape, =  ap
ao101 + *+ - + Aoy, = G2

Am10, . .., AppQp = am
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Ejemplo 2.13. Consideremos el sistema de ecuaciones de 3 variables y 2 ecuaciones
siguiente:

2r+y—2= 3
r+2y+z2= -5

Primero observemos que los valores x = —1, y = 1, 2 = —4, es solucién, es decir que
si sustituimos en el sistema anterior x por —1, y por 1 y 2z por —4, entonces obtenemos
igualdades:

{2(—1)+1(1)—1(—4): —2+1-4= 3
3(-1)+21)+(—4) = -3+2-4= -5

Los valores ©* = —4, y = 6, z = —5 también son una solucién, como facilmente se
puede verificar.

Por otro lado, los valores x = 0, y = 1, 2 = —2 no son una solucién, ya que si bien se
cumple que 2(0)+1(1) — (1)(—2) = 1+2 = 3, tenemos que 3(9)+2(1)+1(—2) =0 # —5.
Calculemos ahora todas las soluciones del sistema. De la primera ecuacién, tenemos

si x,y, z son solucién, se cumple que z = 2x 4y — 3. Sustituyendo en la segunda ecuacion,
tenemos que

3r+2y+(2x+y—3)=-5

—2—5x

de donde 5x + 3y = —2. Luego, y = =5
que T = «, se tiene que cumplir que y =

. Deducimos entonces que si una solucién es tal

—2—b5a _ —2-5a o __ 1 11 __ o—=11
yz=2a+ =3 3 =3« = .

3 3 3
Veamos ahora que para cualquier valor de «, los valores hallados son solucion:
7
=2-5a _ a-1l _  (6z5-1la-2+11
{ s 225 5 (9-10+1)r—4 o ;
—2—H« a— _ — a—a— _ .
Ja 42720 + = = 3 = =5
Vemos entonces que hay infinitas soluciones: x = a, y = %, z = ""311, donde « es
un numero real cualquiera.
La primera soluciéon encontrada se corresponde a @« = —1, y la segunda a @ = —4.

4

Notacién 2.14. Si consideramos que las variables “viven” en R"”, entonces una solucién
se notard como un elemento de R™. Asi, en el ejemplo anterior (—1,1, —4) es la primera

solucion particular hallada, y (o, ’255‘1, O"TH) es la solucion general.

Definicion 2.15. Si un sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones, dar la solucion
general es describir completamente el conjunto de las mismas, mientras que dar una
solucion particular es describir una solucién, es decir, un elemento del conjunto de las
soluciones.

2. Resolucién de sistemas lineales

El método més practico para resolver sistemas de ecuaciones lineales es el llama-
do de escalerizacion. De hecho, variantes de este método son utilizadas por diferentes
programas de célculo para la resolucién de los sistemas.

Veamos primero algunos ejemplos que nos permitirdn mostrar cudl es la idea bésica
que lleva a plantearse la escalerizacion de sistemas
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Ejemplo 2.16. Consideremos el sistema de ecuaciones siguiente:

3r+2y—z= 1
y—2z= 2 (2.2.1)

1,
52’—2

La tercera ecuacién nos dice que una solucién es tal que z = 4. Sustituyendo en la
segunda ecuacién vemos que y = 2z + 2 = 10, y sustituyendo los dos valores hallados en

la primera ecuacién deducimos que z = % = —T15 = —5.
Vemos entonces que hay una tnica solucion: z = —5, y = 10, z = 4.

Ejemplo 2.17. Veamos ahora que el siguiente sistema no tiene soluciones

3r+2y—z= 1

= 2 (2.2.2)
1, _
52 = 2

Si tenemos una solucion, la segunda ecuacién nos dice que z = —2, mientras que la

tercera ecuacién implica que z = 4, lo que es una contradiccion.
Ejemplo 2.18. El siguiente sistema tiene infinitas soluciones:

3r+2y—z= 1
y—2z= 2 (2.2.3)
20 —4z= 4

En efecto, la tercera ecuacién puede reescribirse como 2(y — 2z) = 2 - 2. Vemos que
verificar esta ecuacion es lo mismo que verificar y — 2z = 2, es decir la segunda ecuacién.
Luego las soluciones de (2.2.3) son exactamente las mismas que las soluciones de

{3x+2y—z: 1

Y 2e— o (2.2.4)

Una solucién del sistema (2.2.4) verifica que y = 2 + 2z, por lo que sustituyendo en
la primera ecuacién tenemos que 3z +2(2 +22) — z = 1, de donde = =223 = —1 — 2,
Luego, toda solucion es de la forma z = —1 — «a, y = 2+ 2a, 2 = a, con « € R. Es facil
ver que para todo « la anterior terna es una solucién de (2.2.3).

Los tres ejemplos anteriores muestran que en un sistema lineal, puede haber una tinica
solucién, infinitas soluciones o ninguna. De hecho, estas son las tinicas posibilidades: Si
un sistema de ecuaciones lineales (con coeficientes reales) tiene mds de una solucidn,
entonces tiene infinitas.

También vemos que si las ecuaciones involucradas son tales que una tiene la variable
z, otra la variables y, z y la tercera las variables x, y, z, entonces es facil de resolver:

Ejemplo 2.19. Consideremos el sistema

an +apy + a3z =
a22Y + ao32 = Co (225)
332 = C3

donde a1, a2, a3, Az, as3, ass, c1, C2, c3 son nuimeros reales cualesquiera.
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Si a1, asge, azz son no nulos, entonces el sistema tiene una tnica solucién, dada por

Caqn 270237
p = 2TM2Tany TUSE C1Q9a@33 — A1C033 + (3C3 — A13G22C3
ar 11022033
_  ce—agzz _ (2033 — (23C3
azz Q22033
2= 8
ass

Mas en general, tenemos la siguiente observacion:

Observacion 2.20. Consideremos un sistema de n ecuaciones y n variables de la forma

ap1xry + a2 + - + A1y = a1
A29T2 + -+ + Aoy, = Q9
(2.2.6)
AppLy, = Qp
donde a;; € R, paratodo 1 <i<n,i<j<n,yc €R, paratodol <i<n.
1. Si a; # 0 para todo @ = 1,...,n, entonces el sistema (2.2.6), tiene una tnica

solucion.

En efecto, de la ultima ecuacion despejamos el valor de z,,, de la peniltima
el valor de z,,_1 y asi sucesivamente hasta llegar a la primera ecuacién, de donde
despejamos el valor de x;.

2. Si a;; = 0 para algin ¢, entonces o bien el sistema tiene infinitas soluciones o
bien no tiene soluciones, ver el Algoritmo 2.36 . Por ahora simplemente digamos
que intentamos si repetir lo realizado en el caso anterior, en algin momento
llegaremos a una ecuaciéon del tipo Ox; = d. En este caso, si d = 0 el sistema
tendra infinitas soluciones, porque z; se podra elegir libremente. Siu d # 0; el
sistema no tendra soluciones.

Antes de describir el método de escalerizacidén resumamos las observaciones anteriores
en un teorema, que no probaremos.

Teorema 2.21. Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas
1, ...,Ty. Entonces pasa uno de los siguientes 3 casos:

1. El sistema no tiene soluciones. Diremos que es un sistema incompatible.

2. Bl sistema tiene una unica solucion x1 = aq,...,T, = «,. Diremos que es un
sistema compatible determinado, con solucion r1 = aq,...,x, = «a,. También
notaremos la solucion como (o, ..., ay).

3. El sistema tiene infinitas soluciones. En este caso, existen s variables x;,, Ty, ..., x;,,
con 1 <iy,i9,...,15s < n, y funciones fj, con j #i1,...,1is tales que una solucion
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del sistema es de la forma

1 = fil@ig, ., @,)
Lip—1 = fi171(37i17~--7$is)
Zi  cualquiera
Tip+1 = fi1+1(iUz‘1, . ,wis)
xiz—l - fiz—l(xila “ee a'Iis)

xi, cualquiera

En otras palabras, existen s incognitas tales que para cualquier valor de ellas,
hay una unica solucion del sistema con dichos valores.

En este caso diremos que es un sistema compatible indeterminado con s gra-
dos de libertad.

Observacion 2.22. En el caso de un sistema compatible indeterminado, la solucion
general puede escribirse de diferente formas. En particular, las incognitas declaradas
libres pueden variar. Sin embargo, numero de variables libres es siempre el mismo. En
otras palabras, no importa cémo se escriba la solucién, siempre habra el msmo nimero
de variables libres.

El método de escalerizacién se basa en que todo sistema de ecuaciones lineales de n
ecuaciones y n variables se puede transformar en un sistema del tipo del sistema (2.2.6),
que tenga las mismas soluciones que el sistema original. Antes de ver cémo realizar esto,
fijemos més notaciones.

Definicion 2.23. Consideremos dos sistemas de ecuaciones lineales, en las mismas n
variables:

a1y + -+ a1, = a4
a1+ -+ gy, = a
2 ? ’ (2.2.7)
A1 T1 + + GpnTn = Gy
y
bllxl + e F blnxn = a1
b21$1 + -+ bann = a2
(2.2.8)
bm’lml + -+ bm’nxn = A

Diremos que los sistemas (2.2.7) y (2.2.8) son equivalentes si tiene exactamente las
mismas soluciones: r; = aj,Ts = Qg,...,%, = &, es solucién de (2.2.7) si y sélo si
T1 = Q1,Ty = Qa,...,T, = Q, es solucién de (2.2.8).

Ejemplo 2.24. Consideremos el sistema de ecuaciones del Ejemplo 2.6:

20 +y= 1
r+y= 2
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Este sistema es equivalente al sistema
{ r= -1
y= 3
ya que x = —1, y = 3 es la soluciéon de ambos

Ejemplo 2.25. Mas en general, si

anxy + -+ apr, = ap
A21T1 + -+ - + A2p® = Q2
' o (2.2.9)
11+ + GpnTn = Gy
es un sistema compatible determinado con tnica solucion x; = oy, ..., T, = a,, entonces
(2.2.9) es compatible con el sistema
r = o
To = Q9
Tp = Qy
Ejemplo 2.26. Consideremos el sistema de ecuaciones
2et+y+z= 1
rTH+y+z= 2 (2.2.10)

r+y—z= 1

Claramente, si cambiamos la ultima ecuacion por la suma de las dos ultimas las
soluciones, el sistema (2.2.10) sera equivalente al sistema

2et+y+z= 1
T+y+z= 2 (2.2.11)
204+ 2y= 3

ya que si ¢ = a,y = b, z = ¢ es solucién de (2.2.10), entonces dichos valores claramente
verifican las primeras dos ecuaciones del sistema (2.2.11). Por otra parte, si a+b+c¢ = 2
y a+b—c =1, sumando ambas ecuaciones obtenemos que 2a + 2b = 3, que es la tercera
ecuacion de (2.2.11).

Reciprocamente, si x = a,y = b,z = ¢ es solucién del sistema (2.2.11), entonces
dichos valores verifican las primeras dos ecuaciones del sistema (2.2.10). Por otra parte,
como a+b+c =2y 2a+2b = 3, restando ambas igualdades obtenemos que a+b+c = 3.

Definicion 2.27. Consideremos el sistema de m ecuaciones lineales en n variables:

a1y + -+ apTy, = Qi
211 + -+ Aoy, = Q9
Am1T1 + -+ ApnTyy = Ay

Los célculos realizados en el ejemplo anterior pueden generalizarse, siendo dicha ge-
neralizacién la base del método de escalerizacién. Enunciaremos el resultado sin demos-
tracion.
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Primeramente, necesitamos definir formalmente las operaciones a realizar en el méto-
do de escalerizacion.

Una combinacion lineal de las ecuaciones del sistema es una ecuaciéon del tipo

bi(anzr + -+ + anxn) + bo(a2izy + - -+ + a2n@n) + - + b (@11 + -+ + An@n) =
biay + beag + - - - + bap,
(2.2.12)

donde by, . .., b, son reales cualesquiera. El niimero b; sera llamado el coeficiente i-ésimo
de la combinacion lineal.

Observemos que la combinacién lineal (2.2.12) puede escribirse como:
(Z biail)xl + (Z biaig)@ + -+ (Z blam)xn = Z blaz
i=1 i=1m i=1m i=1

Lema 2.28. Consideremos el sistema de de m ecuaciones lineales en n variables:

anry+---tapr, = a1
211 + + -+ A2pTy, = Q2 (2.2.13)
Am1T1 + - + G Tn : Am

Sean by, by, ..., by, escalares cualesquiera, con by # 0. Entonces el sistema (2.2.13) es

equivalente al siguiente sistema

(221 biail)xl + (Zi:w biai?)x2 +- Tt (Zz’:m biam)wn = > bia;

11+ + Ao, = Q9

Am1T1 + -+ ApnTn = Ay

Dado que claramente cambiar el orden de las ecuaciones produce un sistema equiva-
lente, el lema anterior puede enunciarse como sigue:
Consideremos un sistema (1) de m ecuaciones lineales en n variables, y una combinacion
lineal de sus ecuaciones, con el coeficiente b; # 0. Entonces (1) es equivalente al sistema
(II), donde todas las ecuaciones del sistema (I), salvo la i-ésima se mantienen, y la
i-ésima ecuacion del sistema (I) se sustituye por la combinacion lineal dada.

El Lema 2.28 nos garantiza que existe un algoritmo (método) para resolver un sistema
de ecuaciones lineales de n ecuaciones y n incognitas.

Antes de presentarlo formalmente, vedmoslo en funcionamiento en un ejemplo.
Ejemplo 2.29. Consideremos el sistema de ecuaciones

r+y+2z2= 1
T—y+z= 2
r+2y—z= 3

Si restamos las ecuaciones 3 y 1 y sustituimos la ecuacion 3 por el resultado, obtene-
mos el sistema equivalente
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r+y+2z2= 1
r—y+z= 2
y—3z= 2

Restamos ahora las ecuaciones 1 y 2 y sustituimos por la 2:

r+y+2z2= 1
204+ z= -1
y—3z= 2

Hemos eliminado x de todas las ecuaciones salvo de la primera. Restamos ahora 2
veces la ecuacion 3 a la 2, y sustituimos por la 3:

r+y+2z= 1

20+ z2z= -1
Tz = —5
Tenemos entonces que z = —5/7. Sustituyendo en las ecuaciones restantes obtenemos

el sistema equivalente:

r+y—2-57= 1

2u—5/r= —1
z= =57
o lo que es lo mismo:
r+y= 17/
y= 3 =
z= =3
Luego y = —1/7, y sustituyendo en la primera ecuacién obtenemos que x = 17/741/7 =

18/7.
Verifiquemos el resultado en el sistema original
18fr —1r+2-(=5/1)= 1
187 +1/7—5/1= 2
8742 (=Y7)+5/r= 3

Hemos confirmado que = = 18/7, y = —1/7, 2 = —5/7 es solucién del sistema. Por
construccion, es la inica solucion posible.

Si observamos las operaciones que se realizaron, vemos que se buscé hicimos com-
binaciones lineales de las ecuaciones de modo que la primera ecuacion queda con las 3
incognitas, la segunda con 2, y la iltima sélo con z.

Veamos que pasa cuando tratamos de usar este método en un sistema incompatible.
Ejemplo 2.30. Consideremos ahora el sistema

r+y+2z2= 1
r+5z= 2
rT+2y—z= 3
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Si como antes restamos las ecuaciones 3 y 1 y sustituimos la ecuacién 3 por el resul-
tado, obtenemos el sistema equivalente

r+y+2z= 1
T+dz= 2
y—3z= 2

Restamos ahora las ecuaciones 1 y 2 y sustituimos por la 2:

r+y+2z= 1
y—3z= -1
y—3z= 2

Vemos que una solucién del sistema tiene que verificar simultaneamente que y —
3z = —1ey— 3z =2 lo que claramente es imposible. Supongamos que no nos dimos
cuenta de esto y seguimos con el procedimiento.Restamos entonces la ecuacion 2 a la 3
y sustituimos, de modo de eliminar y, y obtenemos:

r+y+2z= 1
y—3z= —1
0= -3
La ultima ecuacién claramente es imposible de verificar no importa cuales sean los valores
de z,y, z: el sistema es incompatible.

Veamos por ultimo qué pasa cuando el sistema es compatible indeterminado:

Ejemplo 2.31. Consideremos ahora el sistema
r+y+2z2= 1
T+ 0z =
r+2y—z= 0

[\

Si como antes restamos las ecuaciones 3 y 1 y sustituimos la ecuacién 3 por el resul-
tado, obtenemos el sistema equivalente

r+y+2z= 1
rT+dz= 2
y—3z= —1

Restamos ahora las ecuaciones 1 y 2 y sustituimos por la 2:

r+y+2z2= 1
y—3z= —1 (2.2.14)
y—3z= -1

Vemos que aparece 2 veces la misma ecuacion. Busquemos soluciones con z libre, es
decir pudiendo tomar cualquier valor. Entonces y = 3z — 1, y sustituyendo en la primera
ecuacion tenemos que z + 3z — 1 4+ 2z = 1, es decir x = 2 — 5z. Luego, toda solucién es
de la forma z libre, y = 32 — 1, x = 2 — 5z. Por ejemplo, si z = 0 la solucion hallada es
(0,0,0), si z =2 la solucién es (=9, 6,2).
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Verifiquemos que efectivamente encontramos las soluciones. Sustituyendo en el siste-
ma original tenemos que

2=52+32—-1+4+22= 1
2—5z+05z=
2—-5242-32—-1)—2= 0

e}

Llegados a la ecuacién (2.2.14), si continuamos con el procedimiento, restamos la
segunda y la tercera ecuacion, y obtenemos el sistema

r+y+2z= 1
y—3z= —1
0= 0

Como en la tercera ecuacién esperdbamos tener la variable z, dejamos dicha variable
libre y despejando y en la segunda, obtenemos nuevamente que y = 3z — 1. sustituyendo
en la primera, volvemos a encontrar que r = 2 — 5z.

Observacion 2.32. En un sistema compatible indeterminado, qué variable queda libre
depende de cémo se proceda. Por ejemplo, dejamos al lector verificar que x cualquiera,

y = 1’53””, z = Q’Tx, es otra manera de expresar las soluciones del sistema del ejemplo
anterior.

Formalicemos ahora los ejemplos anteriores. Comenzamos viendo el caso de un siste-
ma compatible determinado:

Algoritmo 2.33. Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas
T1,...,T,, que suponemos compatible determinado.

PAso 1 Reordenar las ecuaciones de modo que en la primera ecuacién x; aparezca. Sea

(ecuacion 1)  apxy + -+ + a1, = @
(ecuacion 2)  agxy + -+ + a9, = ag
(ecuacién n) a1+ -+, = ap

el sistema obtenido.

PAso 2 Para i = 2,...,n, si en (ecuacién i), el coeficiente a;; # 0, sustituir (ecuacion i)
por

—a

L(ecuacién 1) + (ecuacién i)
ail
De este modo, sélo la (ecuacién 1) contiene a la variable ;.

PAso 3 Repetir los pasos anteriores con el sistema formado por las nuevas ecuaciones
(2 a n), para la variable x, obteniendo asi un nuevo sistema, donde la primera
ecuacion es la unica con la variable x; y la segunda (y eventualmente la primera)
las Unicas con la variable zs.

PAso 4 Repetir sucesivamente con las variables restantes el paso 3: primero con las ecua-
ciones 3 a n y la variable x3, luego con x4, etc. Se obtiene asi un sistema de la
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siguiente forma:

/ li ! !

a1+ QT2 + -0+ ATy = 4

/ / /!

AgoXy + -+ + A9, X, = a

2202 2nTn 2

, (2.2.15)
/ _ /
a,.r, = a,.
donde a;; # 0 para i =1,...,n, es decir en forma de “escalera”.

PAso 5 Despejar x,, de la tltima ecuacién. Sustituir su valor en las ecuaciones restantes.
Luego despejar x,,_; de la ecuacién n — 1, y sustituir en las ecuaciones restantes,
y asi sucesivamente hasta obtener todos los valores de las solucién.

Si se hicieron las cuentas bien, en este paso se obtuvo la solucién del sistema,
sin embargo agreguemos un paso mas:
PAsSO 6 {VERIFICAR! Sustituir en la sistema original los valores obtenidos como solucién
y verificar que efectivamente es la solucién buscada. Si no lo es, hubo un error en
los célculos realizados.

Observacion 2.34. Cuando el sistema de ecuaciones es incompatible, el algoritmo an-
terior en algin momento llegara a una contradiccion, ya sea porque una ecuacién queda
de la forma 0 = a # 0, o porque una ecuacion es del tipo z; = a y otra x; = b, donde
b # a.

Reciprocamente, si en el Paso 5, al sustituir el valor hallado para la variable z;
obtenemos una ecuacién del tipo 0 = a # 0, entonces el sistema es incompatible

Observacién 2.35. Cuando el sistema es compatible indeterminado, (una variante de)
el algoritmo 2.33 produce todas las soluciones. En este caso, el Paso 4, ahora obtendremos
un sistema parecido al sistema (2.2.16), pero donde algin a;; serd igual cero, por lo que
debemos modificar el Paso 5.

PAso 5’ Supongamos que al sustituir el valor hallado para la variable x; obtenemos
que la (ecuacién i—1) queda 0 = 0. El procedimiento se contintia, dejando a la la variable
x;_1 sin sustituir, ya que puede tener cualquier valor. Los valores de las variables restantes
(x1 a x;_2) se obtienen en funcién del valor posible de x;.

Se repite el procedimiento cada vez que al sustituir x; se obtiene que la ecuacién j —1

es 0 = 0, quedando las variables restantes en funcion de todas las variables que quedaron
“libres”

Resumamos el Algoritmo contemplando todos los casos

Algoritmo 2.36 (Resolucién de sistemas de n ecuaciones lineales con n incégnitas).
Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas x1, ..., x,. Estamos
asumiendo en particular que todas las variables aparecen en al menos una ecuacion.

PAsO 1 Reordenar las ecuaciones de modo que en la primera ecuacién x, aparezca. Sea

(ecuacion 1) apxy + -+ + a1, = @
(ecuacion 2)  agxy + -+ + agpx, = ag
(ecuacion n)  ap1xy 4 -+ AGpp, = ay

el sistema obtenido.
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PAsO 2 Para i = 2,...,n, si en (ecuacién i), el coeficiente a;; # 0, sustituir (ecuacién i)
por
— Q51

(ecuacién 1) + (ecuacién i)
a11
De este modo, sélo la (ecuacién 1) contiene a la variable x;.

PAso 3 Repetir los pasos anteriores con el sistema formado por las nuevas ecuaciones
(2 a n), para la variable x, obteniendo asi un nuevo sistema, donde la primera
ecuacion es la unica con la variable x; y la segunda (y eventualmente la primera)
las tinicas con la variable x5. Si la variable x5 no aparece en las ecuaciones 2 a n,
ir al Paso 4 directamente.

PAsSO 4 Repetir sucesivamente con las variables restantes el Paso 3: primero con las ecua-
ciones 3 a n y la variable x3, luego con x4, etc. Se obtiene asi un sistema de la
siguiente forma:

/ ! ! !/
a1+ Gl + -0+ QT = 4
/ !/ !/
AyoXo + <+ + Ay, Ty, = @
2272 2nln 2
) (2.2.16)
/ _ /
a,,Tn =

PAso 5 Caso 1: Es posible despejar z,, de la ecuacion n. Hacerlo y sustituir su valor en
las ecuaciones restantes. Continuar con el Paso 6.
Caso 2: La ecuacién n es del tipo 0 = a # 0. El algoritmo termina: El sistema
es incompatible.
Caso 3: La ecuacion n es del tipo 0 = 0. La variable z,, se declara libre y se
continta con el Paso 6.
PAso 6 Repetir el Paso 5 para las variables x,_1 a x1, en ese orden.
PAsO 7 Caso 1: Todas las variables pudieron ser despejadas, el sistema es compatible
determinado, siendo los valores hallados la solucién.
Caso 2: En algin momento el algoritmo terminé por ser el sistema incompa-
tible (se encontré una ecuacién del tipo 0 = a # 0).
Caso 3: Se encontraron s variables libres (Caso 3 del Paso 5). EL sistema es
compatible indeterminado con s grados de libertad.
PAaso 7 VERIFICAR! En los Casos 1y 3 del paso anterior, sustituir en el sistema original
los valores obtenidos como solucion y verificar que efectivamente es la solucion
buscada. Si no lo es, hubo un error en los calculos realizados.

Observacion 2.37. El Algoritmo 2.36 funciona aunque el nimero de ecuaciones sea
distinto al niimero de variables. Si tenemos un sistema de m ecuaciones con n incognitas,
si m < n el sistema es o bien incompatible o bien compatible determinado.



26 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
3. Ejercicios

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones e interpretar geométricamente:

{x+y = 3 {Zﬁx—\/gy =0 { %y = %(43&—3)
) ) 1

r—y = 1 r—y =1 r—y = 3

2. El senor Ostolozzo cria gallinas y ovejas en un corral. La cantidad de gallinas es el
triple que la de ovejas. El senor Ostolozzo alcanzé a divisar un total de 30 patas en el
corral. ;Cuantas gallinas hay?

3. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

—r+y—2z = 1 20 +y+z r+y—2z2z = 0
dr4+2y—z = 5 | x—y—2z r+3y+z = 2
r+y+z = 5 Yy — 52 6r+3y—z = 2
20 -3y = -1 e —y = br—y—z = A
rT+y = 2 r+y = 3 , . +22 _ _s
r—y = 0 dr+y = 1 y N
. w—2r4+y+z = 0
T4 —z = 1 fx++2y+z : =20 — 242 = —2
2e4dy—2: = 0 ) VT : w2222 = 0
y - 2w+3x+3y—4z = 0
4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:
2¢ + 2y — z =1 2c + 2y — 2z =0 2c + 2y — z =0
r + 2z =0 r + 2z =1 r + 2z =
-z — y =0 -z — y =0 -z — y =1

Sugerencia: escalerizar los tres sistemas al mismo tiempo, observar que la escalerizacion
solo depende de los coeficientes del sistema, no del término independiente.

5. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones discutiendo segin el valor del pardametro:

mr+y+z = 3 ar+ay+(a—ad*)z = a
r+my+z = 3 , r+y+z = 2
r+y+mz = 3 ay+az = 2

6. Determine para qué valores de a los siguientes sistemas son compatibles determinados
(SCD), compatibles (SC) o incompatibles (SI):

r+y+taz=3 r+ytaz=a
ar +y+z=2" ar+y+z=a



