Capitulo 6
Geometria del plano y del espacio

En este apéndice estudiaremos la geometria del plano y del espacio euclideos: veremos
cémo identificar las rectas del plano y las rectas y planos del espacio. Comenzamos
recordando brevemente el concepto de vectores libres del plano y del espacio, al cual
manejaremos con una relativa vaguedad.

1. Vectores libres del plano y el espacio

En mecanica clasica, cuando se estudia la resultante de la aplicacién de varias fuerzas
a un punto o a un objeto, suele presentarse la misma a través de los conceptos de vector
libre — punto de aplicacion. Un vector fuerza se representa entonces dando una direccion,
un sentido, un modulo y eventualmente un punto de aplicacion.

Para fijar ideas, asumiremos ahora que estamos tratando el caso de vectores fuerza
en el plano. Dado un punto P del plano, si F' es un vector fuerza aplicado en P entonces
la direccién de F' es una recta r del plano que pasa por P. El punto P determina dos
semirrectas en r, y elegir un sentido en r es elegir una de tales semirrectas, que llamaremos
la semirrecta positiva. E1 médulo del vector fuerza F' es un numero real positivo, que
notaremos || F'||. Dada una distancia en el plano, podemos entonces representar al vector
fuerza F' como un el segmento orientado de P a (), donde () es el punto de la semirrecta
positiva que dista ||F'|| de P, como se muestra en la Figura 1.

FiGurA 1. Fuerzas del plano.

Dos fuerzas F' y G con punto de aplicacién P se suman con la regla del paralelogramo:
la fuerza '+ G es la fuerza con punto de aplicacién P, direccion la diagonal por P del
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76 6. GEOMETRIA DEL PLANO Y DEL ESPACIO

paralelogramo determinado por F' y G, sentido de P al vértice opuesto, y médulo la
longitud de la diagonal. Dado un nimero real positivo a > 0, la fuerza oF' tiene igual
direccién y sentido que F', y médulo af| F||. Si a < 0, la fuerza oF tiene la direccién de
F, médulo |a||F|| y sentido opuesto a F. Ver figura 2.

L F+G

—2F

F1GURA 2. Suma de fuerzas y producto de una fuerza por un niimero real.

Es facil ver que dado un punto P, el conjunto de los vectores fuerza con punto de
aplicacién P y las operaciones descritas anteriormente es un espacio vectorial.

A veces es necesario poder “liberarse” del punto de aplicacion, en el sentido que no se
desea considerar un vector fuerza aplicado a un punto determinado. Para ello realizamos
la siguiente construccién:

Consideremos el conjunto A de todos los vectores fuerza del plano, independiente-
mente de su punto de aplicacién. En A definimos la relacion F R G si F' y G tienen la
misma direccién, sentido y médulo. Entonces R es una relacién de equivalencia. Intuiti-
vamente, estamos considerando los vectores fuerza independientemente de su punto de
aplicaciéon, ver Figura 3. Llamamos espacio vectorial de los vectores libres del plano al
conjunto cociente F = A/R.

En F consideramos las operaciones + : F x F — F, [F|+ [G] = [ + G, F,G € A,
ambas con punto de aplicacién P,y - : Rx F = F, a-[F| = [aF],a € R, F € A. Es
facil ver que el resultado de estas operaciones no depende del representante de la clase de
equivalencia elegido, por lo que estan definidas. Con estas operaciones, F es un espacio
vectorial real. Obsérvese que para sumar vectores libres, estamos aplicando los vectores
fuerza sobre un mismo punto de aplicacién, y sumandolos con la regla del paralelogramo,
ver Figura 4.

Cuando se consideran los vectores fuerza del espacio, se realiza un construccion simi-
lar:

Un vector fuerza del espacio se representa dando una direccion, un sentido, un maodulo
y eventualmente un punto de aplicacion. El espacio de los vectores libres del espacio se
defina como el conjunto cociente por la relaciéon de equivalencia 2 vectores fuerza estan
relacionados si tienen la misma direccion, modulo y sentido.
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FicuraA 3. Vectores del plano. Todos los vectores de la figura estéan rela-
cionados entre si, por lo que representan al mismo vector libre.

FicurA 4. Suma de vectores libres del plano. Si F'y G son dos vectores
del plano, para sumar los vectores libres correspondientes se consideran
F' v G’ relacionados con F'y G respectivamente, con mismo punto de
aplicacién P. Tenemos entonces que [F + G| = [F' + G'] y 2[F] = [2F"].

Para sumar dos vectores libres v, w del espacio, se eligen representantes de cada uno
de ellos con el mismo punto de aplicacién, y se suman con la ley del paralelogramo. El
vector obtenido es un representante de la suma v+w. Si @ > 0 es un niimero real, el vector
libre av es la clase de los vectores con direccion y sentido los de v, y médulo [|av|| = alv||.
Si a < 0, av tiene direccién de v, el sentido opuesto a v, y médulo |lav|| = al|v]|.
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2. Geometria del plano

Si en el plano euclideo consideramos dos rectas perpendiculares, podemos obtener un
sistema de coordenadas del siguiente modo:

Llamemos Ox y Oy a las rectas consideradas, y O a su intersecciéon. Identificamos
Ox y Oy con la recta real R, del siguiente modo: primero orientamos cada una de dichas
rectas; en el sentido positivos designamos como el 1 al punto que dista 1 del origen. Por
convencion, el angulo formado por los semiejes positivos se recorre de Oz a Oy en sentido
anti-horario (ver Figura 5). Obsérvese que asumimos la existencia de una distancia en
el plano.

Oy

pr 4 .

D2 1 Ox

FIGURA 5. El plano visto como R2.

Asociamos a P un elemento (p, p2) € R? como sigue: p; serd la proyeccién ortogonal
de P sobre la recta Oz, y ps la proyeccion ortogonal de P sobre Oy. Diremos que (py, p2)
son las coordenadas del punto P (en el sistema de coordenadas Ox,Oy). Los axiomas de
Euclides nos garantizan que la correspondencia que asocia a P sus coordenadas es una
funcién biyectiva entre el plano y R%. A partir de este momento identificaremos entonces
un punto del plano con el correspondiente elemento de R2.

Del mismo modo, dado un vector libre del plano, podemos asociarle el vector de R? de
coordenadas (v, vy), de modo que el segmento orientado de O = (0,0) a (vq,v2) sea un
representante del vector libre v. Es facil ver que de este modo obtenemos una biyeccién
entre el espacio de los vectores libres y R?, de modo que la suma de vectores libres se
corresponde con la suma de elementos de R?, y el producto de un vector libre por un
escalar se corresponde con el producto por un escalar en R. Mds precisamente, si

P {Vectores libres} — R?

denota la biyeccién construida, entonces (v + w) = ¢(v) + p(w) y pav) = ap(v) para
todo par de vectores libres v, w y para todo niimero real a.

Con las asociaciones anteriores, dados dos puntos del plano P = (p1,p2) vy @ = (q1, ¢2)
podemos asociarles el vector libre del plano determinado por el segmento orientado de
P a @), que notaremos como la resta de los puntos @) y P:

’U:Q—P:(%—pl,%—pz) € R
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Obsérvese que si bien la direccién de este vector no depende del orden en que con-
sideramos los puntos, su sentido si depende de esta eleccion. En cuando al médulo del
vector () — P, recordemos que esta dado por la longitud del segmento que une P con Q).
Para calcular dicha longitud a partir de las coordenadas de P y @, alcanza con aplicar
el teorema de Pitagoras:

1P = Q= d(A, P) = /(a1 — p1)* + (a2 — p2)*-

Q= (q1,%)

|C]2 —P2|

FicurA 6. Puntos y vectores en el plano.

NOTACIONES

= Notaremos los puntos del plano con letras mayusculas y los vectores libres con
letras mintsculas.

» La resta () — P entre dos puntos da lugar a un vector (ver Figura 6).

= La suma de un punto P y un vector v da lugar al punto @ tal que Q — P = v.

Sea ahora r C R? la recta que une P con Q. Un punto A = (z,y) € r determina el
vector A — P, de coordenadas (x — a,y — b). Si pensamos al vector A — P con punto de
aplicacién P, dicho vector tiene direccion la recta r y sentido el de P a A. Deducimos
entonces que A— P es colineal con QQ— P, por lo que existe t € R tal que A—P = t(Q—P).
despejando, obtenemos que A = P + t(Q — P), lo que en coordenadas da la siguiente
ecuacion ( )

) r=pitHta—p
A= (z,y)er < 3JteR : {y:p2+t(q2—p2) (6.2.1)

El razonamiento hecho para deducir la ecuacién (6.2.1) puede generalizarse para la
recta [ que pasa por el punto P = (a,b) de direccién dada por un vector v = (vq,v3) €
R%\ {(0,0)}, obteniendo:

xr =p1+tu

A= (r,y) el = HtER:{y:pg—ktvg

(6.2.2)
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Antes de seguir estudiando la ecuacién de la recta, estudiaremos el dngulo entre dos
rectas [ y s que pasan por el punto P = (py, p2), de direcciones v = (v1,v2) y w = (wy, ws)
respectivamente. Sea A = P +v = (p; + v1,p2 + v2) € R? el punto del plano tal que
A — P esel vector v,y B =P+ w = (p; + wy,ps + ws) el punto tal que B — P es el
vector w. El angulo 6 entre [ y s es el angulo APB en el vértice P del tridangulo APB.

El teorema del coseno nos dice que
IA = B|* = [|A = P|* + || B — P|I* = 2||A = P||[|B — P|| cos,
lo que en coordenadas nos da:
H ((p1 +v1) = (pr 4+ w1),(p2 + v2 — (p2 + w2)) H2 =
re2)[* + [[(wr wa)[ = 2 (or, v2)| [, w2) ] cos #

Despejando obtenemos que

2 2
cosf = 21+ 20wy (6.23)
2[[v[[flw]

La ecuacién (6.2.3) nos lleva a definir el siguiente concepto.

Definicién 6.1. Dados dos vectores v = (vy,v5) € R?, w = (w1, wy) € R?, definimos el
producto escalar de v con w como

(v, W) = viwy + Vows.

Observacién 6.2. (1) La ecuacién (6.2.3) dice que (v,w) = ||v|| ||w]|| cos@, con & el
angulo formado por dos rectas [ y s de direccién v y w respectivamente, que pasan por
un punto en comun P.

(2) En el caso en que v = w, tenemos que (v,v) = |[v||*.

(3) Célculos explicitos (que dejamos como ejercicio al lector) permiten probar pro-
ducto escalar es lineal en cada una de las variables, es decir que para todo v,v’,w € R?,
se tiene que

(o + v w) = alv,w) + BV, w)
(w,av + pv) = afw,v) + B{w,?)

(4) La nocién de producto escalar puede generalizarse a espacios vectoriales reales y
complejos, obteniendo de ese modo una nocién de “angulo entre vectores”. Esta genera-
lizacién cae fuera del alcance de este primer curso — ver sin embargo la Definicién 6.4
mas adelante para el caso de R3.

2.1. Ecuacion de la recta en el plano.

Sea r C R? la recta que pasa por los puntos P = (py,p2) y Q = (q1,42), y sea
v = (v1,v2) = Q — P. La ecuacién (6.2.1) — o equivalentemente la ecuacién (6.2.2) —
se denomina la ecuacion paramétrica de la recta r. Recordémosla:

T =p;+tu

6.2.4
Yy = p2 +tvg ( )

A=(zr,y)er <= 3JteR: {

Hemos visto cémo obtener esta ecuacién a partir de las coordenadas de P y Q.



2. GEOMETRIA DEL PLANO 81

a’

I(—s 0) (=£,0)

Ox Ox
v=(0,—a)
ar +by+c=0 ar +c¢=0
ar +by =0
—e ey
v=(b,—a)
1

F1GUurA 7. Ecuacion cartesiana de la recta en el plano.

Nuestro objetivo es encontrar una ecuacién no paramétrica (es decir que no presente
pardmetros) que determine los puntos de (z,y) € R? que pertenecen a la recta r. Para
ello “eliminamos” el pardmetro ¢ de la ecuacién (6.2.4).

Los valores v; v v no pueden ser simultdneamente cero, pues en ese caso r = p; e

y = p2 (v no queda determinada una recta). Si v; # 0, entonces t = B Sustituyendo
T—Pp1
v1

en la segunda ecuacién obtenemos y = po + vy, de donde

(x,y) €r <= vi(y—p2) =ve(x —p1) (6.2.5)
0 equivalentemente,
(r,y) €r <= vx — vy + VP2 — vap; =0 (6.2.6)

Si vy # 0, un razonamiento andlogo permite obtener la misma ecuacion.

Consideremos ahora la ecuacién

ar+by+c=0 (6.2.7)

v = (b,—a) by +c=0
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donde a y b no son simultdneamente iguales a cero. Afirmamos que los puntos (z,y) € R?
que verifican esta ecuacién conforman una recta del plano, ver Figura 7.

En efecto, supongamos primeramente que a, by ¢ son no nulos. En ese caso, el punto
P = (—£,0) es la tinica solucién de (6.2.7) perteneciente al eje Oz, y del mismo modo
Q = (0,—%) € Oy es el tinico punto de Oy solucién de (6.2.7). Debemos entonces probar
que el conjunto solucion es la recta que pasa por P y (). Dicha recta tiene direcciéon
(£,-£), 0 lo que es lo mismo, direccién (b, —a) = 2 (£, —%). Sustituyendo P = (—£,0) y

a’> b a’ a’

v = (b,—a) en (6.2.6), deducimos que la recta por Py @) tiene ecuacién ax + by + ¢ = 0.

Observemos que si a = 0y ¢, b # 0 entonces la ecuacion (6.2.7) es by + ¢ = 0, cuyas
soluciones conforman la recta horizontal que pasa por (0, —7), de direccion (1,0) =
#(b,0) = $(b, —a). Del mismo modo, si b = 0, el conjunto de soluciones de (6.2.7) es la
recta vertical por (—¢,0), que es nuevamente una recta de direcciéon (b, —a).

Sic=0y a0, tenemos que (0,0) y (—2,1) son soluciones de (6.2.7), y es facil ver
que en este caso el conjunto de soluciones de (6.2.7) es la recta por el origen de direccién
(b, —a).

Resumiendo, hemos probado que las souciones de la ecuacién (6.2.7) conforman en

todos los casos una recta de direccién (b, —a). En particular, al variar el valor de ¢ dejando
fijos los valores de a, b, obtenemos rectas paralelas.

La ecuacién (6.2.7) se denomina ecuacion cartesiana de la recta.

Observacion 6.3. Es facil ver que dos ecuaciones

arx + by =1 (6.2.8)
y

as™ + boy = co (6.2.9)
dan lugar a la misma recta si y sélo si existe a # 0 tal que (ag, by) = a(a, by) y o = aey.

Si (az,bs) = a(ay,by) y ca # acy, las rectas son paralelas, ver Figura 8. Si los vectores
(ag,bs) y (a1, b1) no son colineales, entonces las rectas se cortan en un uinico punto.

En efecto, si existe a tal que (ag,by) = a(ai,b1) y ¢o = acy entonces las ecuaciones
(6.2.8) y (6.2.8) son equivalentes. Del mismos modo, si si existe a tal que (ag,by) =
alay,by) y ca # acy, entonces el sistema

mr+by=
AT + boy = ¢

mr+by= ¢
mr+bhy= 2

(07

9

es equivalente a {

siendo este ultimo sistema claramente incompatible. En otras palabras, las rectas no se
cortan.

Reciprocamente, supongamos que las ecuaciones (6.2.8) y (6.2.9) son equivalentes,
con ap,as # 0. Entonces despejando x, tenemos que las ecuaciones

6] by
r=—— —
3] 3]
y
Co by
r=———
a2 Q2

son equivalentes. Ambas ecuaciones tiene una unica soluciéon con y = 0. Evaluando en

y = 0 llegamos a que v = & = 2 y = 0 es la dicha solucion, de donde ¢y = “¢;.
al ag’ Y al
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N

ar +by+cd =0

d#c
ar +by =20

Ox

ar+by+c=0
aar + aby +ac =10

F1GURA 8. Ecuacién cartesiana de la recta en el plano. Rectas paralelas.

Evaluando en y = 1 vemos que
C1 by 1 by
r=—== s = ]_
ay ay ay a2
es la tunica solucién de ambas ecuaciones tal que y = 1, de donde Z—ll = Z—z, por lo
by = Z—fbl. En otras palabras, a = Z—f es el escalar buscado. Otros casos se resuelven de

modo analogo.

2.2. Ecuacion de la recta perpendicular a una direccién dada.

Veamos ahora cémo hallar la ecuacion de una recta perpendicular a otra por un punto
dado. Esta construccién nos permitira dar otra interpretacion de la ecuacion cartesiana de
una recta en el plano euclideo. Consideremos la recta r que pasa por el punto P = (p1, ps),
de direccién dada por el vector v = (vy,v9) # (0,0). Sea n = (ny, ng) perpendicular a v;
si £ es la recta por P de direccion n, entonces r es la recta perpendicular a ¢ por P.

Tenemos entonces que el punto A = (x,y) pertenece a r si y solamente si A — P es
perpendicular a n. Deducimos entonces que la ecuacién de la recta r esta dada por

<(9C — P1,Y — D2), (nl,n2)> =0
es decir
n1T + N2y = nip1 + NaP2 (6.2.10)

La relacién entre las ecuaciones (6.2.6) y (6.2.10) es inmediata, una vez que se observa
que (vy, —v1) es un vector perpendicular a v, ver Figura 9. En otras palabras, la ecuacion
(6.2.10) nos da la ecuacién de la recta perpendiculara la direccién (n >1,n2), que pasa
por el punto P = (py1, pa).

2.3. Distancia de un punto a una recta.

Dada una recta r de ecuacién ax+by+c = 0y un punto Q = (q1, ¢2) € R?, queremos
establecer la distancia del punto @) a la recta r. Esta se define como la longitud del
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(%)

Ficura 9. Ecuacién cartesiana de la recta. Rectas perpendiculares.

segmento PQ), donde P es el punto de corte de r con la perpendicular a r que pasa por
Q, ver Figura 10.

P=Q+t(a,b)

Oz
n ar+by+c<0 r

FicurA 10. Distancia de un punto a una recta.

Para calcular la ecuacién de la recta n perpendicular a r por () observamos que la
recta n tiene direccién (a,b), por lo que tiene ecuacién

T =q +ta
teR 6.2.11
w {pZah e (6:211)

Para encontrar el punto P, interseccion de n con r, hallamos el valor del parametro
t correspondiente a P, sustituyendo el valor de (z,y) dado por la ecuacién (6.2.11) en la
ecuacion cartesiana de n:

a(q +ta) +b(ga+tb) +¢c¢=0

ctaqi+bge

de donde obtenemos que t = —=_F55

. La longitud del segmento PQ es entonces
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1Q = Pl = [|@ — (@ + t(a,0))|| = [t(a, b)[| = [tl]|(a, 1) || =

_C+GC]1+b(]g 5 5
' 2y | YOTh= (6.2.12)
¢+ aq + bgy o lagqi + bgs + |

N [(a,0)

3. Geometria del espacio

Las mismas consideraciones hechas en la secciéon anterior nos permiten trabajar en
el espacio euclideo.

En el espacio euclideo fijamos un origen O y tres rectas por O perpendiculares dos a
dos, que notamos Ox, Oy, Oz y llamamos los ejes coordenados. Identificamos cada eje con
la recta real orientada (con 0 el origen O). Nuevamente, el 1 de cada eje se corresponde
con el punto de la semirrecta positiva tal que dista 1 del origen. Convenimos asimismo
que los ejes cumplen la “regla de la mano de derecha”: si cerramos la mano derecha
yendo desde el semieje positivo Ox al semieje positivo Oy, entonces el pulgar indica la
direccién positiva del eje Oz', ver Figura 11.

Oz

Sl P = (py,pa, ps)

EPQ

Oy

FIGURA 11. El espacio euclideo visto como R3.

Dado un punto P del espacio, le asociamos un elemento (p1,ps,p3) de R3, conside-
rando las proyecciones ortogonales sobre cada uno de los ejes coordenados segin el plano
determinado por los otros dos. Asi, p; es la proyeccién de P sobre el eje Ox segun el
plano determinado por Oy y Oz (la interseccién del plano paralelo al plano yOz por P
con la recta Ox).

Nuevamente, notaremos los puntos del espacio con letras mayusculas y los vectores
libres con letras minusculas, identificAndolos con un vector del espacio vectorial R3. Dos
puntos P = (p1,pa2,p3) ¥ @ = (q1, ¢2, q3) determinan el vector

Q—P= (Q1—p17Q2—P2,Q3—P3),

11,a necesidad de estas convenciones est4 relacionada con el concepto de orientacién de las bases de
un espacio vectorial, ver Definicién ?7.
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y un vector v = (vy, va, v3) sumado al punto P determina el punto R tal que R — P = v.
La longitud del segmento P() es igual a la norma del vector Q) — P:

d(P,Q) =1|Q — P|| = /(¢1 — p1)2 + (g2 — p2)* + (g3 — p3)*.

Del mismo modo que en el plano, el angulo que conforman las direcciones de dos
vectores puede calcularse en términos de sus coordenadas.

Definicién 6.4. Sean v = (vy,v9,v3) ¥y w = (w1, we, w3) dos vectores del espacio. Defi-
nimos el producto escalar entre v y w como

(v, W) = vViwy + Vawg + V3Ww3.
Observacidén 6.5. (1) Es fécil probar que el producto escalar es lineal en ambas varia-
bles, es decir
{av + v, bw +w') = ab{v,w) + alv,w’) + bV, w) + (', w') Va,b € R, v,v',w,w’ € R>.
(2) Es claro que ademas el producto escalar es simétrico, es decir
(v, w) = (w,v) Yo, w € R>
(3) Siv e R3, entonces ||v||* = (v,v).
4) Considerando el plano que determinan v y w (asumiendo el mismo punto de
y

apoyo), puede mostrarse que si 6 es el dngulo determinado por las direcciones de v y w,
entonces

(v, w) = [[v[l[Jw] cos 6.
Nuevamente, v y w determinan direcciones perpendiculares si y solamente si su pro-
ducto escalar es cero.

3.1. Ecuacion de la recta en el espacio.

La recta que pasa por el punto P = (p1, ps, p3) de direccién determinada por el vector
v = (v1,v9,v3) # (0,0,0) tiene ecuacion paramétrica

T =p; +tuy
A= (z,y,2)er <= 3dJteR: Yy = p2 +tvy (6.3.1)
z = p3 +tus

Del mismo modo que antes, la ecuacién paramétrica de la recta r que une dos puntos
P y @ puede calcularse considerando el vector v = Q — P:

z=pi+tq —p1)
A= (z,y,2)€r <= JteR : ¢ y=pr+t(ga—p2) (6.3.2)

2 =ps+t(qs — ps3)

Veamos como hallar la ecuacion cartesiana de la recta. Del mismo modo que para el
caso plano, el vector v es no nulo, por lo que podemos suponer que v, # 0 (los otros casos
se resuelven de modo andlogo, obteniendo ecuaciones similares). Eliminamos entonces de
la ecuacién (6.3.1) el pardmetro ¢, obteniendo la ecuacién

y=p2+ 50

i T—p1
Z=p3s+ = U3

A= (z,y,2) €T <= {
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de donde

_ v1(y — p2) = va(x — 1)

A= (x,y,z) €r <= { (= — ps) = vs(z — p1) (6.3.3)
Si v; = 0, se puede despejar el pardmetro ¢ de la segunda ecuacién de (6.3.3)(si
vy # 0) o de la tercera (si v3 # 0). En ambos casos se obtiene una ecuacién andloga a
(6.3.3). En la seccén siguiente veremos que la ecuacion (6.3.3) puede interpretarse como
la interseccion de dos planos, lo que explica que no se llegue a la misma ecuacion al
despejar de otra forma el parametro t. De todos modos, los sistemas obtenidos seran

equivalentes, es decir tendran el mismo conjunto de soluciones: la recta 7.

3.2. Ecuacién del plano en el espacio.

A continuacién veremos como generalizar los razonamientos realizados hasta ahora
para obtener la ecuacién de un plano en el espacio. Posteriormente, utilizaremos la nueva
informacién para obtener una interpretacion geométrica de la ecuacion cartesiana de la
recta.

Un plano 7 esta determinado por dos rectas que se cortan en un punto P. Si v =
(v1,v9,v3) ¥y w = (wy,ws,ws3) son vectores con la direccién de las rectas, entonces la
ecuacion paramétrica del plano w estd dada por

T = p1 +tug + sw;
A=(x,y,z) enm <= 3Jt,seR : Y = po + tug + swy (6.3.4)
z = p3 + tvg + sws

Dejaremos esta afirmacion sin prueba.

Si el plano estd determinado por tres puntos no colineales P = (py,p2,p3), Q@ =
(¢1,q2,q3) v S = (51, $2, s3), entonces podemos considerar los vectores @ — Py S — P
asi obtener la ecuacion

r=p1+t(q —p1) +s(s1—p1)
A= (z,y,z)enm <= 3dt,seR : Yy =p2+t(q2 — p2) + s(s2 — p2) (6.3.5)
z=p3+t(gz — p3) + s(s3 — p3)

ver la Figura 12.

/

Ficura 12. El plano en el espacio euclideo.
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Nuevamente, para obtener una ecuacién libre de parametros, podemos eliminarlos de
la ecuacidn (6.3.4). Para ello observemos que como los vectores v y w no son colineales,
son linealmente independientes, por lo que si A = (z,y,2) € 7, existen unicos ¢,s € R
tales que se verifica (6.3.4). Seria entonces posible realizar calculos similares a los del
caso de una recta. Sin embargo, resulta mas simple generalizar el razonamiento que dio
lugar a la ecuacién (6.2.10).

Para ello, definiremos primero una nueva operacién entre vectores del espacio.

Definicién 6.6. Sean v = (vy,v9,v3) ¥y w = (w1, we, w3) dos vectores del espacio. Defi-
nimos el producto vectorial de v con w como el vector

v AW = (Vow3 — V3Wa, V3w — V1W3, V1Wg — Uy ).

Observacién 6.7. (1) Es facil ver que el producto vectorial A : R3 x R® — R3 es
bilineal, es decir lineal en ambas variables:

(av+v")A(bw+w') = ab(vAw)+a(vAw)+b(v' Aw)+v' Aw' Va,b € R, v, v, w,w’ € R
(2) El producto vectorial de vectores es antisimétrico, es decir
vAw=—(wAv) Yu,we R

(3) Es posible dar una interpretacién geométrica del producto vectorial entre dos
vectores v y w: el producto vectorial v A w es el vector de direccion perpendicular al
plano determinado por v y w, con ||v A w|| = ||v]|||w]|| senf, con # el angulo que forman
las direcciones de v y w, y sentido determinado por la “regla de la mano derecha”. En
particular, v, w son colineales si y s6lo si v A w = 0 € R3. Observemos que ||v||||w|| sen @
es el area del paralelogramo determinado por v y w.

~ ollflw] sen

Ficura 13. Producto vectorial de dos vectores.

Definicion 6.8. Dados 3 vectores v, w,s del espacio, el producto mizto de v,w,s se
define como

(v,w,s) = (vAw,s)

Es facil ver que el producto mixto es igual al determinante de la matriz cuyas filas
son v, w, S:

s1 82 83

v1 V2 U3
(v,w,s) = det (wl wa w3>
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Observacién 6.9. El valor absoluto del producto mixto de 3 vectores v, w, s € R? da el
valor del volumen paralelepipedo determinado por ellos. En efecto,

[(v,w,5)] = [(v Aw, s)| = |[[vAw||s| cosa| = v ||w]|§ sen 0]|s]||cose]

donde 6 es el dngulo que forman las direcciones de v y w y « al angulo que forman s con
v A w, ver figura 14,

vA W

S K

v [v][[w]} sen 6

FIGURA 14. Producto mixto de los vectores u,v,w € R?.

Estamos en condiciones ahora de determinar la ecuacion cartesiana del plano w deter-
minado por el punto P y los vectores v, w. Dicho plano puede verse como el plano perpen-
dicular al vector v Aw que pasa por el punto P, ver Figura 15. Luego, A = (z,y, z) es un
punto del plano 7 si y solamente si A — P es perpendicular al vector v Aw = (ny,ns, n3),
es decir

A=(z,y,2)enm <= (vAw,A—P)=0, (6.3.6)
lo que en coordenadas se expresa como

A= (z,y,2) em <= ni(r—p1)+ no(y — p2) + n3(z — p3) = 0.

F1GURA 15. Ecuacion del plano perpendicular a n por P.

La ecuacién (6.3.6) puede expresarse como (v,w,P — A) = 0 (producto mixto).
Operando llegamos a

A= (z,y,2) €T <= mx+ngy+ngz —nip; — napz — nzps =0 (6.3.7)

Observemos que la ecuacién (6.3.7) es de hecho la ecuacién de un plano perpendi-
cular a la direccién de (ny,nq,ng) por el punto P. Para obtener la ecuacién del plano
determinado por P, v y w, basta recordar que

(n1,n92,n3) = v A w = (Vaws — V3Wa, V3w — VW3, V1 W — Va1 ).
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Observacion 6.10. Reciprocamente, es facil ver que los puntos del espacio que son
solucion del sistema

ar +by+cz+d=0 (6.3.8)

conforman un plano perpendicular al vector (a,b,c). Para determinar el plano alcanza
con hallar un punto en particular de él.

En particular, dos planos de ecuaciones ax +by+cz+d =0y dzx+by+dz+d =0
respectivas son paralelos si y solamente si (a/,,¢) = a(a, b, c) para algin a € R. Los
planos coinciden si ademés d' = ad. En otras palabras, el vector (a, b, c) determina la
direccion del plano, y d permite determinar el mismo, ya que permite hallar un punto
concreto del plano.

3.3. La recta como interseccion de dos planos.

Dos planos distintos que se cortan lo hacen segin una recta. Sean entonces 7y 7’ dos
planos de ecuacién ax + by +cz+d =0y a'x + 'y + 'z + d = 0 respectivamente, que
se cortan en una recta — este hecho se detecta en las ecuaciones observando que (a, b, ¢)
y (a’,b',) no son colineales. Entonces la recta r = = N 7’ estd dada por la ecuacién
cartesiana:

ar+by+cz+d=0
{ dr+bVy+dz+d =0 (6.3.9)

Dada la ecuacién (6.3.9), es posible encontrar la direccién de la recta r. En efecto,
(a,b,c)y (a',V, ") son vectores perpendiculares a los planos que determinan r, luego r es
perpendicular a ambos vectores. Entonces la recta r tiene direccién (a,b,c) A (a’, b, ),
ver Figura 16.

. (a0, ) A (a,b,c)
(a’ 70) dr+by+dz+d =0

(a0, )

ar+by+cz+d=0
F1GURA 16. La recta como interseccion de dos planos.

Consideremos ahora una recta r; nos interesamos en los planos que la contienen. Es
claro que hay infinitos de estos. Supongamos que la recta r tiene ecuacién (6.3.9), y sea
a’r + by + "2+ d’ = 0 la ecuacién de un plano 7. Es claro que r C 7 si y sélo si
toda solucién de (6.3.9) verifica la ecuacién de 7. Luego, para todo «, § € R, el plano de
ecuacion

(aa + Ba’)x + (ab+ B0 )y + (ac+ B )z + ad + Bd = 0 (6.3.10)

contiene a la recta r. Afirmamos, sin probarlo, que de este modo obtenemos todos los
planos que contiene a r. La ecuacién (6.3.10) se denomina la ecuacién del haz de planos
(que pasan) por la recta r.
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Observacién 6.11. Observemos que si consideramos los planos de ecuacion (a+ Aa’)x +
(b+ A )y+ (c+ )z +d+ Ad = 0, obtenemos todos los planos que contienen a r salvo
el plano de ecuacion o'z + 'y + ¢z + d' = 0.

3.4. Distancia de un punto al plano.

Del mismo modo que en el caso del plano euclideo, es posible determinar la distancia
de un punto P = (p1, pa, p3) al plano 7 de ecuacién ax + by + cz + d = 0, ver Figura 17.

P

) 7C> Q:P+t(a,b,c)
i m)ar+by+cz+d=0

|

FiGuraA 17. Distancia de un punto al plano.

Primero observamos que la recta perpendicular a m por P tiene direccién (a,b,c).
Luego, queremos hallar ¢ € R tal que el punto (p; + ta,ps + tb, p3 + tc) € 7, es decir
buscamos t tal que

a(py + ta) + b(ps + tb) + c(ps + tc) +d = 0.

ap1+bpa+cps+d
a?+4b24-c?

La distancia de p a 7 esta dada entonces por

Despejando, obtenemos t = (ndtese que el denominador es no nulo).

apy + bps + cps +d
d(P.m) = [ (P +(a,b,e)) = Pl| = || (P + 1a2+2b2+032 (a,b,c)) —PH -
ap1 + bpa + cps + d apy + bps + cps + d
a2 + b2 + 2 (a,b,C)H = prR R l(a,b,0)|| = (6.3.11)
|apy + bps + cps + d
[(a, b, c)]

Observacion 6.12. Procedimientos similares permiten obtener otras distancias. Por
ejemplo, la distancia de un punto P a una recta r puede obtenerse intersectando la recta

r con el plano perpendicular a r que pasa por P; llamando () a dicho punto, tenemos
que d(P,r) = [|Q — P||.

4. Ejercicios

1. (a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P = (2, —1) que es paralela
a la recta que pasa por los puntos @ = (2,0) y R = (1, 3).
(b) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a r : 3z — 4y + 1 = 0 y pasa por el
punto P = (1,0).
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(c) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular al vector w = (2,1) y que corta a la
recta r : y = x — 2 en el punto de ordenada 3.

2. Hallar un punto P sobre la recta r : —3x + 4y + 1 = 0, tal que la recta que contiene

al segmento OP (O: origen de coordenadas) pase por el punto medio del segmento AB,
siendo A= (2,1)y B=(1,1).

3. Dados los puntos A = (3,6) y B = (1,0) y larecta r: x —y + 1 = 0, hallar

1. El simétrico de A respecto a B.
2. El simétrico de B respecto a r.

4. Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento determinado por los puntos A = (1, 2)
y B =(3,4).

5. Calcular la distancia entre las rectas paralelas r : 3x + 4y — 15 =y s : 3z + 4y = 40.

6. Hallar un punto de la recta r : x +y — 2 = 0 que equidista de los puntos A = (1,3) y
B=(1,1).

7. Hallar el valor de k par que los puntos A = (2,—1), B = (1,4) y C = (k,9) estén
alineados.

8. Hallar el valor de a y b par que lasrectas r:ax —y+2=0y s : bx+ 6y —9 = 0 sean
perpendiculares y ademds la segunda recta pase por el punto P = (1,1).

9. Hallar el valor de ¢ € R para que lasrectas r : gz —2y+4 =0y s:x+(¢—3)y—7=10
sean paralelas.

10. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas
r: 2zx+4+y = 0
st x—y—2 =0

y es perpendicular a la recta t : £+ % = 1.

11. Determinar los valores de m y n sabiendo que la recta r : 2x + ny = 0 pasa por el
punto P = (1,2) y es paralela a la recta s : mx — 2y + 3 = 0.

12. Demuestre que dos vectores u,v € R3 verifican v -« = w - u para todo v € R? si y
sélo si v = w.

13. (a) Demuestre que para todos v,w € R?: ||[v + w|| < |[v|| + ||w]||. Interpretar
geométricamente el resultado anterior.
(b) Demuestre que para todos v,w € R3 : |lv + wl||? + ||[v — w|* = 2|]v||*> + [Jw]?.
Interpretar geométricamente el resultado anterior.

14. Demuestre que para todos v, w € R3: —|jv — w|| < ||v]| — |Jw|| < |lv — w].
15. Sean u, v dos vectores en R3.

(a) Hallar ||v|| sabiendo que: uv = /4, ||u|]| =3, (u—v) L u.

—

(b) Hallar ||v]| y ||v + u|| sabiendo que: uv = 7/4, ||ul]| = 3, (u+ v)u = 7/6.

16. Dados los vectores ug y v, ug # 0, se define el vector w = ﬁuo.

(a) Probar que (v — w) L uy.
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(b) Probar que para todo A real se cumple: ||v — Augl|*> = ||[v — w||* + ||w — Auol?.

17. Sea u,v € R3. Probar que [|u A v||* + (u - v)? = [Ju||?||v]|>.

Deducir que si u L v entonces ||u A v|| = |lul|||v]|.
18. Sean u,v € R®. Probar que |u-v| = |lul|||v| si y sélo si {u,v} es linealmente
dependiente.

19. Investigar si los siguientes conjuntos de R? son ortogonales.
(a) A={(1,0,0),(0,2,0),(0,0,3)}.
(b) B = {(1,0,1), (2,1,~2), (1,2, 4)}.
(C)C {(1,1,0), (1, —1,1), (~1,1,2)}.
(d) D=1{(0,1,-1), (0,1,1) (1,0,0),(1,1,0)}.

20. Sean v,w € R3. Probar que si v L w entonces ||Jv + w||? = ||v]|* + [Jw]]?.

21. En cada caso hallar u - v, u A v, |[u], ||Jv| ¥ [[u A v].

(a) u=1(2,3,1) y v=(1,-1,0).
(b) u=1(1,0,4) y v=(2,1,0).
(¢) u=(2,0,5) y v=1(0,-2,0).
22. Hallar la ecuacién de la recta r sabiendo que:

(a) Pasa por el punto P = (1,2,5) y es paralela al vector v = (2,1, 3).
(b) Pasa por los puntos A = (4,3,0) y B = (1,0,1).

r = 3+
(c) Pasa por el punto @ = (—1,2,0) y es paralela a larecta s) ¢ y = —2A
z =1
(d) Pasa por el punto A = (1,0 ) y es perpendicular al plano )2 +y + 3z = 1.
(e) Pasa por el punto B = (—1,2,—3), se cruza perpendicularmente con la recta
r=—14+06A r=—-14+3\
s)4 y=—3—2X y seintersecta con la recta s') ¢ y = —1+ 2\
z=2—3\ z2=3—-050A
xr=—143\
(f) Pasapor el punto C' = (—4, —5, 3) y se intersecta con las rectas s) ¢ y = —3 — 2\
z2=2-=A
=242\
ys)e y=—-14+3X.
z=1-—>5\

23. Hallar la ecuacién del plano 7 sabiendo que:

(a) Pasa por el punto P = (1,1,1) y es paralelo a los vectores u = 2e; — ey + €3 y
V= €1 — e3.

(b) Pasa por los puntos A = (1,1,1) , B=(2,2,3) y C = (1,1,-2).
(c) Pasa por el punto @ = (5,2,0) y es paralelo al plano de la parte anterior.
(d) Pasa por el punto M = (1,1,1) y contiene a la recta r de ecuacién general

") r+y+z2+2 =0
r—y—z—2 = 0

24. Calcular en los siguientes casos la distancia del punto al plano.
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(a) M =(-2,-4,3)y m)2x—y+22=0.
(b) O =1(0,0,0)y m)2x+1=0.

25. Verificar que los siguientes planos son paralelos y hallar la distancia entre ellos.

(a) m)x—2y—22=12, M)z —2y—22=20
(b) m) 2x — 3y + 62 =14, m) dx — 6y + 122 = —21
26. Probar que las siguientes rectas son perpendiculares.
r+y—32—1=0 20 +y+224+5=0
®>”{2x—y—%—2:0’Q 2w —2y—2z+2=0

r =142\

2 +y—4z+2=0
(b)r){ e a8 y=—2+3\
dr —y—52+4=0 = 1— 6\

27. Se considera las rectas r)P = A+ vy r’')P' = B+ XNw donde A y X' son pardmetros
reales.

(a) Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos
PP con Pery P er.

(b) Decir que representa esta ecuacién cuando v y w son colineales.

(¢) Decir que representa esta ecuacién cuando v y w no son colineales.

28. Dados los puntos A = (0,1,0), B=(1,1,1), C = (—-1,-1,2) y D = (2,0,1). Hallar
la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que:

(a) equidistan de A y B.

(b) equidistan de A, By C.

(c) equidistan de A, B, C'y D.
29. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de
los planos 2r +y —1=0yx+y+x =0.

30. Consideremos los planos definidos por las ecuaciones
m: r—y=2
Ty T+ 3y +22 =2
M3 —2x+y—z=2

Determinar la ecuacién del plano m que satisface las siguientes condiciones:

1. 7 contiene a la recta r, que es la interseccién de los planos 7 y 7.
2. m es perpendicular al plano ;.

31. Hallar la ecuacion de la recta r que satisface las siguientes condiciones:

1. Es perpendicular al plano 7 que contiene a los puntos A = (3,4,2), B = (—1,5,3)
y C=(2,1,4).

2. Pasa por el punto de interseccién de la recta
20 —y —z=1.

=y —1 = #2 con el plano

z
2




