CAPITULO 4

RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

4.1. Introduccién

El propoésito del presente capitulo -y del capitulo denominado Producto
Escalar y Vectorial- es dar una presentacion sucinta de la Geometria Analiti-
ca del Espacio, que permita trabajar matematicamente con los objetos del
espacio ambiente. En un sentido muy vago y deliberadamente informal
entendemos por tal al modelo espacial en que transcurren la mayoria de los
fenémenos analizados por la Mecdnica y otras teorias cientificas Clésicas.
Estas teorias se refieren a los acontecimientos mas o menos directamente
percibidos por los seres humanos.

Esta presentacién incluiré la formalizacién del concepto de vector que el
lector conoce de sus cursos de Nivel Secundario. Por un lado, en los cursos
de Geometria ha trabajado con las traslaciones que, como recordard, estan
determinadas por vectores. Fn general el vector se define en esos cursos como
una clase de equivalencia de segmentos orientados con la misma direccion,
sentido y congruentes (dos figuras son congruentes si se corresponden por
una isometria).

Por otro lado, en Fisica ha trabajado con ciertas “magnitudes” (fuer-

¢

za, velocidad, aceleracién, etc.) llamadas “vectoriales”. Estas se distinguen
claramente de otras llamadas “escalares” (masa, temperatura, etc.) porque
las dltimas quedan determinadas por un tinico dato numérico, en cambio las
primeras requieren mas informacién para caracterizarlas: “mddulo”, “direc-
cién” y “sentido”. Las magnitudes vectoriales se representan ademds grafi-
camente mediante una “flecha” y a pesar de las diferencias que ya marcamos

con los “escalares” tienen algo en comun: con ambos se realizan operaciones.
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FiGgura 1

Por ejemplo cuando se aplican dos fuerzas F y F sobre un mismo cuerpo
el resultado es el mismo que si se aplicara una unica fuerza F. con médulo,
direccién y sentido igual a la diagonal del paralelogramo de lados F y F)
(ver figura 4.1). Se dice entonces que

F.=F +F

0 que F_; es la resultante de F’l y F_’é, de este modo la “suma de vectores”
cobra sentido. Si 151 = 152 entonces F_; = 2151 con lo cual también cobra
sentido la multiplicacién de escalares por vectores.

Nuestra intencién es introducir el concepto de “vector” de una manera
més rigurosa y utilizarlo para desarrollar algunas aplicaciones a la Geo-
metria Analitica del Espacio. Al mismo tiempo queremos destacar que este
concepto de vector servird de fuente de inspiracién para uno de los obje-
tos fundamentales de este curso. Mas adelante daremos una definicién mas
general y abstracta de vector perteneciente a un espacio vectorial con
multiples aplicaciones dentro y fuera de la matemadtica. Este tipo de pro-
cesos de generalizacion desde ejemplos hacia conceptos abstractos permite
dar un tratamiento unificado a multiples objetos a menudo de apariencia
disimil pero con propiedades esenciales comunes. Para poder hacerlos se de-
be estudiar con cuidado los ejemplos sencillos tratando de destacar estas

propiedades.
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4.2. Vectores

El espacio ambiente, que denotaremos con la letra F, estda formado por
puntos designados en general con letras mayusculas A, B, P, @, .... Dos pun-
tos distintos definen una tnica recta y tres puntos no contenidos en una
recta definen un plano. En este capitulo se darda una descripcién analitica
de recta, plano y sus relaciones de interseccién.

La longitud del segmento entre dos puntos de E define la distancia
entre dos puntos d : E x E — R™, que satisface
d(A,B) =d(B,A) VAeFE
d(A,B) =0 siysdlosi A=DB
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C) VYA B,C € E.

A este concepto elemental de distancia agregamos ahora el de vector.
Pretendemos formalizar lo que antes hemos denominado una “flecha” como
un objeto que tenga “modulo”, “direccién” y “sentido”. ; Qué datos son nece-
sarios para dibujarla? En principio basta indicar un par de puntos ordenados
(A, B) el punto A serd el origen y el punto B el extremo del segmento orien-
tado (“flecha”). Consideremos dos segmentos orientados como en la figura

B

A/

FiGura 2

4.2 de modo que AA’B’B sea un paralelogramo, el par (A, B) es distinto
de (A’, B'). Sin embargo por ser AA’B’B un paralelogramo ambas segmen-
tos orientados tienen igual direccién (las rectas AB y A’B’ son paralelas),
moédulo (d(A, B) = d(A’, B')) y sentido. Solo se diferencian en el punto de
base o de “aplicacion”. No estamos interesados en que nuestro concepto de
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vector distinga objetos por su punto de aplicacién asi que deberemos ser més
cuidadosos en nuestra definicion y adoptar una que no distinga entre dos
flechas como (A, B) y (A’, B’). Una manera de lograr esto es identificindolas
mediante una relacién de equivalencia.

Para ello definimos una relaciéon de equivalencia entre pares ordenados
de puntos de E: AB ~ JA'B’ si y sélo si ABB'A’ es un paralelogramo.
Esta es una relacién de equivalencia de acuerdo con la definicién dada en el
Capitulo 0.

Obsérvese que:
1) Es fécil probar que AB ~ A'B’ si y sélo si el punto medio C de AB" /
coincide con el de A’B; o sea que una misma simetria central de centro C
lleva A en B’y A’ en B.
2) También se puede dar una definicién de la relacién de equivalencia en
término de traslaciones.
3) Todas estas definiciones sélo utilizan elementos de la geometria plana.
Llamaremos vector del espacio E a una clase de equivalencia deter-
minada por esta relacién. Cualquier pareja de puntos de una clase de equi-
valencia representa al correspondiente vector. Si la pareja es AB, el vector
por ella representado se escribird de cualquiera de las siguientes maneras
v=AB = B — A. Dada una representacién AB de un vector v llamaremos
origen (o punto base) al punto A4, y extremo al punto B.
Denominaremos con la letra V' al conjunto de estos vectores. Obsérvese
que el espacio V incluye al vector nulo 0 = A—>A, para cualquier A € FE.
Dado un punto P € E y un vector v € V, es claro que existe un tnico
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punto @ € E tal que P—Cj = v, 0 sea que hay un unico representante de v
que tiene origen en P: ese representante es P(Q). Dado P, y si v estd dado
por una pareja AB (0 sea v = A—B>) para hallar Q alcanza con construir el
paralelogramo PABQ. De esta manera hemos definido una funciéon que a
pareja de punto de E y vector de V', le hace corresponder otro punto de E',
de la siguiente manera: (P,v) — @Q <= P—Qj = v. Escribiremos / Q = P+v
y diremos que () es la suma de P mas v.

4.3. Operaciones con vectores.

La suma de dos vectores es otro vector, o sea que se trata de definir
una funciéon que a parejas de vectores le haga corresponder otro vector:
(v,w) — v + w. Dados dos vectores v,w € V, se tomardn representantes
de cada uno de ellos de modo que el extremo del representante de v sea el

— —
origen del de w. O sea, que si v = AB , tomamos w = BC'. Decimos que
— —_—  — —
AC representa al vector suma v + w; o sea que AB + BC = AC.

Es facil ver que el vector suma no depende del representante elegido para
— —_— —_ —_— -
v ;osea que si A’B' = v (y B'C' = w) entonces A'B’ + B'C’ = AC. Para
verificar esta independencia de los representantes, se recomienda -como para
casi todas las pruebas de este capitulo- hacer los dibujos correspondientes.
—

Conviene observar desde ya que para cualquier v = AB | resulta 0 +v =
v+ 0 = v (alcanza con tomar el representante AA o BB, segiin el caso,

— p A — OB dA e —
de 0’). Ademas el vector BA sumado av da o : AB+ BA=AA="70 .
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Llamaremos opuesto de v al vector representado por BA, y lo escribiremos
—v. Ademads (haganse los dibujos), para todo A, B,C,D € E vale A— B =
C-D=—A-C=B-D.

Para definir el producto de un ntimero real por un vector se debe
andar con mas cuidado, distinguiendo diferentes casos y utilizando el con-
cepto de distancia. Se trata de definir una funcién (a,v) — av , para todo
a € R, v € V. Obsérvese que no hemos indicado el producto del ntimero
real a por el vector v con ningin simbolo; sencillamente hemos colocado av
juntos. Esto podria dar lugar a confusiones, pero siendo a y v elementos de
conjuntos en general distintos, hemos preferido la simplificacion de no usar
simbolo explicito para este producto. Sea v = AB ,

-sia > 0, en la semirrecta AB se elige el tinico C' tal que d(4, C) = ad(A, B).
O sea que C estd del mismo lado que B respecto a A, en la recta determi-
nada por Ay B

- Sia < 0, se elige C en el lado opuesto al que estd B respecto de A, de
modo que d(A,C) = |a|d(A, B).

En ambos casos se define AC = aAB = av. Se observa facilmente que es-
ta definicién no depende del representante de v que se haya elegido. Obsérve-
se también que la multiplicaciéon del niimero cero por cualquier vector da el
vector nulo: Ov = 0, para todo v € V. Igualmente, el vector opuesto —v
se obtiene multiplicando v por el nimero —1; o sea que (—1)v +v = 0.
Diremos que dos vectores u, v son colineales (o paralelos o que tienen la
misma direccidén) si v = av para algin ndmero real a. También diremos
que u es multiplo de v. Si @ > 0 diremos que ademés tienen el mismo
sentido. Si a = +£1 tienen el mismo mddulo. Esta definicién lleva a que el
vector nulo sea colineal con todo vector de V', porque el nimero real puede
ser el cero.

Estas dos operaciones de suma de vectores y producto por un real, ve-
rifican las siguientes ocho propiedades (u,v,w son cualesquiera vectores de
V' y a,b son cualesquiera nimeros reales):

[S1] [Conmutativa] u +v = v + u,
[S2] [Asociativa] u+ (v +w) = (u+v)+w, VXY, Z € R".
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[S3] [Neutro de la suma] Existe un vector o tal que v+ 0 = v,
[S4] [Existencia de opuesto] Existe —v tal que v + (—v) = 0;
[P1] [Asociativa del producto] a(bv) = (ab)v,

[P2] [Neutro del producto] 1v = v

[P3] [Distributival (a 4+ b)v = av + by,

[P4] [Distributival a(u + v) = au + av.

Obsérvese los distintos significados que tienen los productos (sus simbo-
los estdn omitidos) en P1; y las sumas, en P3. Para probar estas propieda-
des para los vectores de V' recomendamos una vez mas hacer dibujos claros,
aplicar bien las definiciones de cada una de las operaciones y luego apli-
car propiedades elementales de geometria plana y de los ntimeros reales.
Como ejemplo daremos la prueba de P1. Si v = A—B>, sean (ab)v = AC
y a(bv) = AD con C,D en la recta AB. Si a 6 b es cero, el resultado es
A=C=Dosea AC = AD = 0. Si a,b tienen el mismo signo, C'y
D estéan en la semirrecta de origen A por B y d(A,C) = d(A,D) = ab,
por lo que C = D. Sia >0, b <0, C estden el lado opuesto a By D
también porque bv tiene sentido opuesto a v y a(bv) tiene el sentido de bv;
ademads d(A,C) = d(A, D) = |ab|; por tanto C' y D coinciden. Mas adelante
se consideraran entes matematicos entre cuyos elementos se pueden definir
operaciones que verifican este conjunto de propiedades. Se verd que con sélo
ellas se puede desarrollar la teoria mé&s simple, abstracta y abarcativa de
espacios vectoriales. También es importante tener presente las siguien-
tes propiedades que relacionan la suma de punto y vector con la suma de
vectores (V A,B,C,D € E, v,w € V):
1LLA+(v+w)=(A+v)+w.
22.A+(B-A)=B; (A4+w)—A=w.
3.A+ 0 =4, A-A=7.

4. (B—A)+u=(B+u)—A=B—[A+ (—u)]. Como ejemplo, veremos la
prueba de 4. Siw = (B—A) 4 u, resulta A+w = [A+(B—A)|+u = B+u,
por 2. Luego w = (B + u) — A por la segunda parte de 2. Esto prueba la
primera igualdad. Ademds [A + (—u)] +w = A+ [-u+ (B +u) — A] =
A+[-u+ (B—A)+u] = A+ (B — A) = B; se han usado sucesivamente
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1., la definicién de w, la primera igualdad de 4. y la primera de 2. Entonces
w= B — (A4 (—u)) y queda demostrada la segunda igualdad de 4.

4.4. Ecuaciones vectoriales de rectas y planos. Paralelismo

Recta. Sea r la recta de F definida por los puntos A y B. De acuerdo
con lo visto en la definicién de producto de un vector por un nimero real,
todos los puntos de esa recta quedan descriptos por A + )\A—B), al variar
A entre los nimeros reales. O sea que todo punto P € r es de la forma
P=A+ )\E para algin A € R. También se puede dar una recta s por un
punto A € E y un vector no nulo v € V, llamado vector director de la
recta s. En este caso resulta s = {P € £ : P = A+ Av, A € R}. Dos rectas
con vectores directores v, w son paralelas si y sélo si v es colineal con w.
Si ademads, ambas rectas paralelas tienen un punto en comin, ellas son la
misma recta. En efecto si las rectas son de la forma A + Av, B + pw con
w=avy B =A+4 A\, resulta que todo punto de la segunda recta es de
la forma B + pw = A+ (A1 + a1p)v, o sea que es de la primera recta.

Plano. Dados tres puntos no pertenecientes a la misma recta (no colinea-
les) A, B,C € E, el plano 7 por ellos definido esta formado por el conjunto
de puntos de la forma A + A\B + MA_)C con A\, i € R. De igual manera que
en caso de las rectas, un plano también queda bien definido por un pun-
to A y dos vectores u,v no colineales. En este caso m = {P € E : P =
A+ Au+ pv, A, € R}. Cualquier pareja de vectores u, v no colineales que
definan un plano de esa manera se denominarian vectores directores del
plano.

Dos planos w, 7’ son paralelos si todo vector con representantes de-
finidos por dos puntos de m, tiene también representantes con dos puntos
de 7’. Diremos, un tanto imprecisamente, que los vectores son de 7 y 7.
Hallaremos una condicién necesaria y suficiente para que dos planos m, 7’ de
las formas P = A+ A u+pv, P’ = A'+au'+b', wu,v no colineales, v/, v’ no
colineales, sean paralelos. Obsérvese primero que todos los vectores determi-
nados por dos puntos del plano 7 son de la forma AP = \u + pv. Para que

los dos planos sean paralelos no es necesario que u,u’ y v,v’ sean colineales,
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sino que los vectores u’,v’ se puedan escribir como suma de miltiplos de
u,v. En efecto si v/ = AMu+ pv, v = Aau+ pgv resulta que todo vector de
7" es de la forma au’ + bv" = (aA; + bAa)u+ (ap1 + bug)v; o sea que también
lo es de 7. Si v/ y v’ se escriben de aquella manera como combinaciones
lineales de u, v, se pueden despejar u y v de la siguiente manera

o’ — A/ o+ v’

R W7 D WD VT

(que tiene sentido porque si fuera Aoy — Ao = 0 resultarfa Aou’ — A\v" =0
y serfan u’,v’ colineales, lo cual va contra una suposicién inicial); por un
razonamiento igual que el anterior resulta que todo vector de w también es

vector de 7.

4.5. Sistemas de coordenadas

Comencemos con dos definiciones de gran trascendencia. v es una com-
binacién lineal de los vectores wvi,vo, - - ,v, € V si es de la forma
v = a1v1+asve+- - -+a,v, conay,as, - ,a, € R. Una base de V es un con-
junto de vectores {vi,va, -+ ,v,} C V tal que todo vector v € V se escribe de
manera unice como combinacion lineal de ese conjunto. O sea, si para cada
v € V existen Unicos a1, a9, -+ ,a, € R tales que v = aq1v1 +agve+- - - +anvy,.
Destacamos la unicidad de la combinacién lineal de vectores de la base, pa-
ra generar cada uno de los vectores de V. En un sentido que se aclarara en

capitulos posteriores, una/ base es un conjunto minimo que permite escribir
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todos los vectores de V' como combinacién lineal de ellos. A continuacion

mostraremos cémo son las bases de V.

o

De acuerdo con las definiciones que venimos dando, es claro que se
pueden elegir cuatro puntos A,B,C,D € E no coplanares (no perte-
necientes a un mismo plano). Diremos también que los vectores por ellos
determinados son no coplanares. O sea, los vectores u,v,w € V son no
coplanares si w # au + bv para cualesquiera dos nimeros reales a,b. Es-
to equivale, si se toman representantes de los vectores con el mismo origen
O: u= (74, v = (ﬁ?},w = O—C)', a que el punto C' no esté en el plano
determinado por O, A, B, o sea que C' # O + aﬂ + b(ﬁ para cualesquiera
nimeros reales a, b. Sean cuatro puntos no coplanares O, A, B,C € E. Dado
cualquier punto P € FE, consideremos la recta s paralela a OC por P. Ella
corta al plano OAB en P’ (que coincide con O si P esta en la recta OC).
Por P’ trazamos las paralelas 71,79 a las rectas OA, OB, respectivamente,
que cortan a OBy OA en B’ y A’, respectivamente. Por otro lado, el plano
paralelo a OAB por P corta a la recta OC en el punto C’ (que coincide
con O si P esta en el plano OAB). No es dificil ver, utilizando propiedades
elementales de paralelismo e intersecciones, que se habria llegado a los mis-
mos puntos A’, B’,C’ si se hubieran trazado recta y plano paralelos a por
ejemplo la recta OA y el plano OBC, y seguido el procedimiento indicado
anteriormente Por la definicién de suma de vectores aplicada dos veces, se
deduce que OP = OA' + OB + oc’, y por la definicién de producto de
nimero real por vector, se ve el vector OA’ es colineal con OA por lo que




4.5. SISTEMAS DE COORDENADAS 137

— N o _— — —
OA’" = aOA para algun a € R. De igual manera OB’ = bOB, OC’' = cOC
— — — —

para b,c € R. Por tanto v = OP = aOA + bOB + cOC. Para cada P € E

(o lo que es lo mismo, cada v € V') los nimeros reales a, b, ¢ son inicos pues
— — —

si fuera v = d/OA + VOB + ¢ OC resultaria, suponiendo que, por ejemplo
— — —

a#d:(a—a)OA={ —bOB+ (d —c)OC por lo que

o /o
oi=""5B,“"“5e

/ /

a—a a —a
Entonces el punto A estaria en el plano OBC' lo cual contradice la hip6tesis
de que los puntos O, A, B,C' no son coplanares. Esta demostracién vale
—_— — —

para cualesquiera tres vectores OA, OB, OC' no coplanares. Por tanto hemos
demostrado que tres vectores no coplanares cualesquiera forman una base del
espacio V. Reciprocamente, si tres vectores forman una base de 'V ellos deben
ser no coplanares. En efecto, si fueran coplanares, tomando representantes
con un mismo origen O, sus extremos determinarfan un plano 7, y ningin
vector O—f; con P € 7 se podria escribir como combinacién lineal de ellos.

A continuacién generalizaremos el concepto de sistema de coordenadas
—que el estudiante ha estudiado en el plano— al espacio E, que es el objeto
principal de esta parte del curso. El estudiante recordard que los puntos de
una recta se ponen en correspondencia biunivoca con los nimeros reales,
eligiendo un origen y una unidad; y que los puntos de un plano se ponen
en correspondencia biunivoca con las parejas ordenadas de nimeros reales
(R2) eligiendo un origen y dos ejes transversales que se cortan en ese origen.

Un sistema de coordenadas o referencial de E estd formado por un
punto O, el origen de coordenadas y una base {v1,v2,v3} de V. Las rectas
determinadas por O y wv1,v2,v3 se denominan ejes coordenados. Si los
ejes coordenados son perpendiculares se dice que el sistema de coordenadas
es ortogonal. Se suele representar por Oz,Oy, Oz a los ejes coordenados
definidos por O y v1, v, v3, respectivamente. Se llamara plano coordenado
xOy al plano determinado por Oz, Oy. De igual manera se definen los planos
coordenados yOz, zOzx.

Por lo que antecede resulta que dado un sistema de coordenadas
{O,v1,v9,v3}, para cada P € E existen numeros unicos 1,2, 3 tales que
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P—0 = z1v1 +x9v3 + x3v3; luego, P = O+ x1v1 + x2v2 + x3v3. Decimos que
x1,T2,x3 son las coordenadas de P en el sistema {O, v, vy, v3}. De igual
manera, si v = a1v1 + agvs + agvs, llamaremos coordenadas de v en la
base {v1,v9,v3} ala terna (a1, as, as) por lo que esta terna, dependiendo del
contexto al que se refiera, indicara a las coordenadas del punto A = O+wv €
FE, o del vector v € V. La determinacién de un sistema de coordenadas
establece una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los puntos del
espacio E y R? | el conjunto de las ternas ordenadas de ntimeros reales. Como
ejemplos destacamos que el punto elegido como origen de coordenadas tiene
coordenadas (0,0,0) € R? y el punto O + v; tiene coordenadas (1,0,0). Se
suele escribir P = (z1, 2, x3), para indicar que 1, x2, x3 son las coordenadas
de P en un sistema de coordenadas en el que se estd trabajando, o que se
da por sobreentendido.

Observaciones

1. Si A = O 4+ a1v1 + avs + azvz y v = x1v1 + XTov9 + T3v3, entonces
A—0O = ayv1tagvatazvsy A—O+v = (a1+x1)vi+ (ag+x2)va+ (as+x3)vs,
por lo que A+ v =0 + (a1 + z1)v1 + (ag + x2)ve + (as + x3)vs. Por tanto
las coordenadas del punto A + v son: (a1 + x1), (az + z2), (ag + x3).

2. Si A =0+ ajvy + agvy +asvs// y B = O + byvy + bave + b3vs, entonces
B — A= (by —aj)vy + (by — ag)ve + (b3 — a3)vs y las coordenadas del vector
B — A son (by — a1, by — ag, by — as).

4.6. Ecuaciones paramétricas de rectas y planos

Veamos que forma toman las ecuaciones de rectas y planos en un re-
ferencial {O,v1,v2,v3}. Sea la recta r : P = A+ A\(B — A). Supongamos
A = (a1,a9,a3), B = (by,ba,bs); entonces por la tltima observacién de la
seccién anterior resulta B — A = (by — a1)v1 + (b2 — a2)ve + (bs — ag)vs, y
por la observacién 1., si P tiene coordenadas (x,y, z) los puntos de la recta

r tienen coordenadas

(433) T = a1+)\(b1 —al), Yy = a2+)\(b2 —ag), z = a3—|—)\(b3 —ag).
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Siresdelaforma P= A+ Av con v = £1v1 + 29U + 2303 se obtiene:
(4.34) T =a + Az, Y = as + Ao, z = ag + A\z3.

Estas ecuaciones se suelen llamar ecuaciones paramétricas de la rec-
ta, y se suele pedir, por ejemplo “hallar las ecuaciones paramétricas de la
recta’que pasa por los puntos P = (1,0,1) y Q = (—2,1,2). En realidad
debiera decirse, “hallar unas ecuaciones paramétricas de la recta”’ porque de-
pendiendo del punto que se tome como base, y del vector director elegido
(uno o cualquier multiplo -no nulo- de él) se obtendréan diferentes ecuaciones
paramétricas. Sin embargo, dado que la recta es la misma, independiente-
mente de la presentacién analitica elegida, seguiremos refiriéndonos a las

ecuaciones, en todos los casos. La respuesta al ejemplo que antecede es
(x,y,2) = (1,0,1) + A\(—=3,1,1)

Sean tres puntos no alineados A = (ay,a2,a3), B = (b1, by,b3), C =
(c1,¢2,c3). Consideramos el plano de ecuacién P = A+ A(B—A)+u(C—A).
Llamando (x,y, z) a las coordenadas de P, por un razonamiento andlogo al
utilizado para obtener (4.33), se obtiene

x=a1+ Aby —a1)+ plcy —ar),
(4.35) y = as + A(ba — az) + p(ca — a9),
z = az + A(bsg — a3) + p(cz — ag).
Si el plano es de la forma P = A+ v+ pw con v = x1v1 + Tavs + X303, W =

Y101 + Y2vs + y3v3 se obtiene:

(4.36) x = ay+ Az1+ py, Y = ag + Axa + puyo, 2 = az+ A\r3 + pys.

4.7. Ecuaciones implicitas de rectas y planos

Rectas Las ecuaciones (4.33), si a1 # by, as # by, ag # b3, se pueden

escribir de la siguiente manera

r — al Yy — ag Z — as
4.37 = =
( ) bl — al bg — ag b3 — as
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Anélogamente, de (4.34) se deduce, si x1,z9, x5 # 0:

(438) x—alzy—agzz—ag
I T2 I3

En ambos casos, si alguno de los denominadores fuera cero, el correspondien-
te numerador también es cero. También por eliminacién de A, en (4.35), se
obtiene la forma general de la ecuacién de un plano (usando determinantes

de matrices dos por dos):

bg—ag b3—a3 bl—al b3—a3

(x —ar) —(y —az)

Co — a2 C3—as ¢l —ap C3—as

bl—al bg—ag

+(Z — a3) = 0.

Cl —ap Cg— ay
La expresion que antecede al signo de igual puede tomarse como la definiciéon
del determinante de una matriz 3 por 3 -que serd vista en detalle més ade-
lante en el curso-, pudiéndose escribir mas compactamente de la siguiente
manera;
r — al Yy —ag Z — as
(4.39) b1 — ai bg — a2 bg —as | = 0
€1 —ap C2—az €3 —as
Partiendo de (4.36) se obtiene otra forma de la ecuacién implicita de un
plano. Asi, si el plano estd dado por el punto A = (a1, az,as3) y los vectores
v = x1v1 + Tovg + T3V3, W = Yy1v1 + YoU2 + Y3v3, la ecuacién implicita toma
la forma
r—ay Yy—az 2 —as
(4.40) x1 T z3 | =0
Y1 Y2 Y3

Desarrollando estos determinantes tenemos, por ejemplo para (4.39)
a(x —a1) +b(y — a2) + ¢(z —a3) =0, o también azx + by + cz+d =0,

bg—ag b3—a3 bl—al b3—a3

donde a = k b=k

Cop — a2 C3 —as C1 —ap C3—as
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=k b1—a1 bg—ag

c1—a; ¢y —as
Reciprocamente toda ecuacién de la ultima forma, en la que por lo menos
uno de los coeficientes a, b, ¢ es distinto de cero, representa un plano porque,
suponiendo, por ejemplo ¢ # 0, ella equivale a las tres ecuaciones
T=N y=u, z:—c—i—)\g—,ué
c c c
que son de la forma(4.36). Obsérvese que los coeficientes a, b, ¢ s6lo dependen
de los vectores directores del plano. Dado que planos paralelos se pueden

determinar con los mismos vectores directores, resulta que dos planos
ar +by+cz+d=0, dz+by+cz+d =0.

son paralelos si y sélo si  a = pa’; b = pb; ¢ = pcd para algin real
p. Si, ademds, d = pd’ ambas ecuaciones representan el mismo plano.
Observamos también que, por ejemplo de (4.38) se puede deducir

r — ax Yy —ag r — ax Z — asg
T Ty I z3

que se reduce a
(4.41) ar+by+cz+d=0, de+by+dy+d=0.

Estas dos ecuaciones indican la propiedad bien conocida de toda recta puede
determinarse por dos planos que se cortan en ella.

Ej. 1. En el ejemplo de la secciéon anterior, las ecuaciones implicitas de la
recta por Py @ (recordar las disquisiciones sobre las y unas ecuaciones) son
z—1
-3
Ej. 2. Las ecuaciones implicitas de la recta por (2,1,0), (3,1,5) son x —2 =
z—5/5, y=1
Ej. 3. Las ecuaciones paramétricas del plano por (1,1,0) que tiene por

=y=z—1,obilenz+3y=1, y—z=-1

vectores directores u = (—1,0,2) y v = (1, 3,3) son

r=1—-A+pu, y=14+3p z=2 4+ 3pu.
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Su ecuacién implicita es —6z 4+ 5y — 3z +1 = 0.

Ej. 4. £ — 2y = 0 es la ecuacién de un plano paralelo al eje coordenado Oz,
que corta al plano xOy segin la recta z =0, = — 2y = 0.

Ej. 5. Ecuacion del plano paralelo al de ecuacién x 4y + z = 0 por el punto
(1,1,1). Seré de la forma x + y + z + d = 0, por el punto (1,1, 1); por tanto
1+1+1+4+d=0yresultad=—3.

El lector atento ya habré percibido que si (z,y, 2) designa las coorde-
nadas genéricas de cualquier punto del espacio, dado un cierto sistema de
coordenadas,la ecuacién implicita de un plano viene dado por una ecuaciéon
lineal en (z,y, z); en general la ecuacién de cualquier superficie vendra dada
por una ecuacién. Y una recta, vendra dada por dos ecuaciones. Los puntos
que verifican las dos ecuaciones serdn los de la recta.

4.8. Posiciones relativas de rectas y planos.

En esta seccion se verd que el estudio de las posiciones relativas de
rectas y planos llevan naturalmente a plantearse la resolucién de sistemas
de ecuaciones.

Dadas dos rectas en el espacio, podemos simplificar sus posiciones
relativas en tres categorias. O bien se cruzan sin cortarse (esta es la po-
sicién genérica, la mas comin), o bien se cortan en un solo punto, o bien
son paralelas (este caso incluye el de las rectas coincidentes. El caso de que
sean paralelas ya fue analizado: son rectas con vectores directores colineales
(uno multiplo del otro) y coinciden o no segin tengan algin punto comun o
no. Si los vectores directores no son colineales se trata de encontrar puntos
comunes a las dos rectas. Para ello se estudia el sistema de ecuaciones for-
mado al igualar las ecuaciones de sus coordenadas. Si las rectas se dan en
forma paramétrica se tendrd un sistema con tres ecuaciones y dos incognitas
(los parametros de cada una de las rectas). Este sistema, si los vectores di-
rectores no son colineales, puede ser compatible determinado (una solucién
formada por una pareja de nimeros correspondientes a cada pardmetro) o
incompatible (sin solucién). El primer caso corresponde al caso de corte (y
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la solucién en cada pardametro dara el mismo punto en el espacio, pero al
moverse por cada una de las rectas); el segundo caso corresponde a las rectas

que se cruzan.

Ej. 1. Determinar las posiciones relativas de las rectas

(z,y,2) = (1,0,1) + A(—1,1,0)
(x,y,2) = (0,1,2) + 1(2,0,1).

Al igualar las coordenadas resulta
1—=A=2u; A=1;, 0=2+pu

que no posee ninguna solucién: las rectas se cruzan.

Ej. 2. Determinar las posiciones relativas de las rectas
(x,y,2) = (1,0,1) + A(—1,1,0); (z,y,2) =(0,1,2) + u(—4,4,0).
Los vectores directores son colineales y al igualar las coordenadas se obtiene
(1,0,1) + A(—1,1,0) = (0,1,2) + u(—4,4,0)

que no tiene solucién pues en la tercera coordenada resulta la igualdad de
los nimeros distintos 1 y 2: las rectas son paralelas.

Dados dos planos en el espacio podemos simplificar sus posiciones
relativas en dos categorfas. O bien se cortan en una recta, o bien son pa-
ralelos (este caso incluye el de los planos coincidentes). La posicién relativa
se manifestard analiticamente en que el sistema dado por las dos ecuaciones
implicitas sea o bien indeterminado con las soluciones dependientes de un
pardmetro (un grado de libertad) en el caso de corte en una recta, o bien
incompatible (no tiene soluciones) en e caso de planos paralelos no coinciden-
tes, o bien indeterminado con las soluciones dependientes de dos parametros
(dos grados de libertad) en el caso de coincidencia. Si los planos estuvieran
dados en forma paramética tendriamos, al igualar las coordenadas de los dos
planos, un sistema de tres ecuaciones con cuatro incégnitas (dos por cada

plano).
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Ej. 3. Posicién relativa de los planos
21 +3y—z2=1, —x—-2y+2=0.

Para resolver el sistema dado por las dos ecuaciones, se escaleriza, obte-
niéndose el sistema 2x 4+ 3y — z = 1, —y 4+ z = 1. Este sistema tiene
infinitas soluciones que dependen de un solo pardmetro (un grado de li-
bertad) y por tanto los planos se cortan en una recta. Para determinar las
ecuaciones paramétricas de esa recta, se puede tomar y = A, resultando
z=14+X xz=1-—\

Ej. 4. Posiciones relativas de los planos de ecuaciones paramétricas

(z,y,2) = (1,0,1) + A(1,1,0) 4+ (0,1, —1)
(z,9,2) = (0,0,3) + (1,2, 1) + 5(2,1,1).

Igualando las correspondientes coordenadas resulta

1+ A=t+2s A+O0p—t—2s=-—1
A4+ pu=2t+s = A+u—2t—s5=0
l—p=3—-t+s OAN—p+t—s=2.

Si ahora omitimos de escribir las variables, pero mantenemos su orden
A, u,t, s, v agregamos una columna con los términos independientes, ten-
dremos las siguientes matrices de coeficientes (primero la original, y luego
la escalerizada)

1 0 -1 -2|-1 1 0 -1 -2|-1
1 1 -2 —-1]10 = | 01 -1 1 1
0o -1 1 -1 2 0 0 O 0|3

El sistema es por tanto incompatible dado que sumando cero de cada una
de las variables deberfamos obtener 3. Los planos no se cortan, ellos son
paralelos. Observar que de acuerdo con lo observado en la seccién tres los
vectores directores del segundo plano son combinacién lineal de los vectores
directores del primer plano:

(1,2,-1) = (1,1,0) + (0,1, 1),

(2,1,1) =2(1,1,0) — (0,1, —1).



CAPiTULO 5

PRODUCTO ESCALAR Y VECTORIAL

5.1. Producto escalar

DEFINICION 5.1. Dado un vector v € V llamamos norma de v al niime-
—

ro d(A, B) con v = AB,que notaremos: ||v|| (Observar que d(A, B) no de-

pende del par de puntos (A, B) que se elija como representante de v).

Propiedades:

1) ||v]|= 0; ||v||= 0 siy solo si v= 0.

2) |lav|| = |a|||v| para todo a € Ry para todov € V

3) |lu+v| < |lu|l + ||v], para todo u, v € V

DEMOSTRACION

1) Es inmediato. U

2) Sia = Oestrivial. Sia # Oyv= A—B), por definicién del producto
de un nimero por un vector , av = A—C)', donde d (A, C) = |a|d (A, B). Luego
lavll = d (4,C) = al d (A, B) = |al [[o]. O

3) Un lado de un tridngulo es menor o igual que la suma de los otros
dos (es la propiedad triangular de geometria métrica). O

Diremos que v es un versor si ||v|| = 1. Para todo v# 0 se tiene que ﬁ es

| = el = 1.

un versor pues ‘ m

DEFINICION 5.2. Dados los vectores u y v de V llamamos producto

interno o producto escalar de u por v al nimero ||ul|.||v|| cosd donde
— —

0 es el angulo BAC de tres puntos tales que AB = u y AC = v. Observar

145
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que el producto escalar no depende de los puntos A, B, C' que se elijan para

representar v y v.

Notacién: u.v ; < u,v >, (u,v) ; etc.

En particular v.v = |[v||%; luego |[v]| = v.v.

Si u es un versor, es decir, si |ju|| = 1, entonces u.v = ||v|| cosd = p es la
proyeccién del segmento AC sobre la recta AB de la figura.

Propiedades:
4) uv =v.u

5) (a.u).v =u.(av) = a.(u.v)

6) (ug +uy) v =upv+uyv ;  u (v +vy) =uv; + u.v,.

7) v.v =0y v.w=0siy sélosi v=0

DEMOSTRACION:

4) Es inmediato. O

5) Si a = 0 la demostracién es trivial . Si @ > 0, ang(au,v) =
ang (u,v) = 6, luego
(auw) v = |au|.||v] cosd = |a|.||ul .|v| cosb = a(u.v).

Sia <0, dang(au,v) = 7 + ang(u,v) =7 + 6, luego (a.u)v =
la.ul o] cos (+8) = —lal [u] o] cos 6 = a |l [o]|cos 6 =afuv). O

6) Consideremos primero el caso ||u|| = 1. Entonces vi.u = p1, va.u =

p2. (v1 +v2)u = p (proyeccién de uy + u,). Es claro que p = p; + py, luego
(v 4+ vy) .u = vy.u + vy.u. (ver figura)
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Consideremos ahora el caso general. Por el razonamiento anterior, como

Tl ‘ = 1, tenemos (v; + vy) Tal = U1-Ta T V2-Tay > luego (v +vy) u =
V.U + Uy U O
7) Es inmediata pues v.v = ||v]|>. O

DEFINICION 5.3. Dos vectores u, v se dicen ortogonales si u.v = 0.
Una base {7, 7, ?} (a partir de aqui no escribiremos la flecha =) se
dice ortogonal sii-j =i-k = j-k = 0. La base se dice ortonormal si
ademds de ser ortogonal verifica que ||i|| = ||j]| = ||k|]| = 1.
Diremos que {O,i,7,k} es un sistema ortogonal de coordenadas si

{i,j,k} es ortonormal.

En el resto de esta seccién supondremos que todos los sistemas de coor-
denadas son ortonormales. En tal caso dados:

v=aytl+ ayj +azky w=>byi+ byj + b3k se tienev.w = Z a;b;.
i=1,2,3

En particular: [Jv]| = o = v/a} + a3 + a3. .
SiP=0+ayi+ayj+azky Q= O+ bji+ byj + b3k entonces PQ =

Q— P =(by — a;) vy + (by — ay) vy + (by — ag) vy, luego

d(P,Q) = PRl = \/(b1 - a1)2 + (b, — a1)2 + (bs — a3)2.
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5.2. Aplicaciones a la geometria: angulos y distancias

Ya vimos que toda ecuacion de la forma ax + by 4+ cz + d = 0 representa
un plano y reciprocamente. Suponiendo que el sistema de coordenadas sea
ortogonal volveremos a obtener esa ecuacién y mostraremos que en ese caso

se puede obtener méas informacién de esta ecuacién.

Sea {0, 1,j,k} un sistema ortogonal de coordenadas, Py = (¢, Yy, %)
un punto de un plano 7 y n = ai + bj + ck # 0 un vector de la direccién de
una perpendicular a 7 (para abreviar diremos que n es un vector normal a
7). Entonces, para todo P € m, P = (z,y,2), vale n- (P —F,) = 0, de
aqui resulta:

a @ —9) +b(y— o) + (2 — 7) = 0

-
n

/: L

Esta es entonces la ecuacién del plano dado por un punto y la direccién

de la normal. Es claro que esa ecuaciéon también se escribe en la forma:
ar +by+cz+d=0.

Reciprocamente, dada una ecuacién az+by+cz+d = 0, con a®+b>+c? #
0 (por ejemplo, c# 0), resulta : az + by + ¢ (z + %) = 0. Si el sistema de
coordenadas es ortogonal esto equivale a:

d
(avy + buy + cv3) . (l”l)l + yvy + (z + E) 1)3) =0.
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Poniendo P = (z,y,2), Py = (0,0, —d/c) y n = av,+bvy+cvs, esta ecuacién
se escribe: n. (P — F,) = 0. Por tanto, es la ecuacién del plano perpendicular
a m por F.

OBSERVACION 5.1. Si el sistema de coordenadas no es ortogonal, la
ecuacion ax + by + ¢z + d = 0 también representa un plano como vimos
antes, pero en ese caso el vector av; 4 bv, + cvs no tiene por que ser normal
al plano.

Veremos ahora algunas consecuencias de esto, siempre con la hipdtesis
de que el sistema de coordenadas es ortonormal.

a ) condicién para que dos planos sean paralelos: ax+by+cz+d =
Oy dx+by+dz+d =0 son paralelos siy solo si a’ = Aa, b’ = \b, ¢ = A
para algin A € R, (A # 0).

b ) condicién para que una recta y un plano sean paralelos:

Dados el plano y la recta de ecuaciones ax + by +cz+d = 0y =20 =

0 =
—y;yo = Z:,ZO, son paralelos si y sélo si pa + gb + rc = 0, pues esto significa

que n.v = 0 , donde n es normal al plano y v es un vector de la direccién

de la recta.

¢ ) angulo entre dos planos: Para dos vectores cualesquiera, u # 0,
v # 0, tenemos m = cos . Como el angulo 0 entre dos planos es igual al
. nl.nQ
que forman sus vectores normales respectivos, tendremos: cos § = Tl Tl
LGRS
donde n; y n, son vectores normales a esos planos: luego el dngulo 6 entre

los planos de ecuaciones ax+by+cz+d=0y a’x+b’y+c’z+d’=0 verifica:
aa’ + bb' + cc
Va2 + 02 + 2./ a? + b2 + 2

d ) Angulo de una recta con un plano: Sean n un vector normal

cosl =

al plano y v un vector de la direccién de la recta . El angulo del plano con
la recta es entonces § = 7/2 — ¢ donde ¢ es el angulo determinado por n
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y v. Luego el d4ngulo de az+by+cz+d =0 con x;xo = y_qyo = 220 se puede

calcular mediante:
ap + bq + cr
Va2 + 02+ 2\/p2 + ¢ + 12

sent = cosp =

. , r—x — z—z,
e ) Angulo de dos rectas: El dngulo § de —= = Y qyo = = con
T—T - z—z : 1
ot = yq,y L = =1 se calcula mediante la férmula

pp’ +qq +rr’
VPR @+ 2 p? ¢
f ) Distancia de un punto a un plano: Definimos la distancia d (Q, )

cos =

de Q al plano 7 como el minimo de d(Q,P) donde P € 7. Es claro que el
minimo de d(Q,P) se obtiene cuando P=P,=n Nr, donde r es la perpendi-
cular a m por Q. Luego : d(Q,7) =d(Q,P;) = ’(Q - B H_ZII’ , siendo P,
un punto cualquiera del plano .

Como la ecuacién del plano es (P — Py).n = 0, esto significa que d se
obtiene reemplazando P por O=(0,0,0) en el primer miembro de la ecuacién

del plano.

Consideremos ahora un sistema ortonormal de coordenadas. Si F, =
(0, Y0,20), @ = (%,7,%), P = (x,y,2), n = ai + bj + ck entonces:

(Q—P,) n =a(@T—20)+b(H—Yyo) +c(Z—2,) = aT +by+ ¢z +d.
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aztby+ez+d
A /a2+b2+62

Luego : d(Q,m) = |(Q — Fy) -y
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5.4. Producto vectorial.

Consideremos la terna ordenada de vectores de V, {7, 7, ?}, que cons-
tituye una base de V. Estas las vamos a clasificar en dos grupos: uno formado
por las ternas {i, j, k} tales que para un observador parado en vs, la rotacién
de dngulo convexo (o sea, de medida < 7) que lleva i en j es de sentido anti-
horario; el otro formado por las ternas en las que esa rotacién tiene sentido

horario.
v, v,
sentido antihorario (+) sentido horario (-)
v, 7,
. 5 : >
7 «
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Para definir el producto vectorial necesitamos elegir uno de los dos tipos
como terna preferida. Nos quedaremos para esto con las ternas del primer
tipo que llamaremos positivas.

Esta convencién sirve para definir el producto vectorial como una funcién
de VXV en V (asi como el producto escalar era una funcién de VxV en R)
que a cada par de vectores v, w le asocia un vector, que denotaremos v A w,
que cumple:
a) lvAw| =] .||w|].send (8 dngulo de v con w )
b) (vAw)w=0y (vAw).w=0
c)Siv#0 y w#0 laterna {v,w,v Aw} es positiva.

Propiedades:

1) |lv Awl| es el doble del drea del tridngulo determinado por esos vec-
tores.

2) v Aw = 0siysblosi vy wson colineales (en particular, si alguno de
ellos es el vector 0).

3) Respecto de la condicién c) de la definicién, corresponde observar que
siv Aw # 0 la terna {v,w,v A w} es una base, pues por b) esos vectores no
son coplanares salvo que v y w sean colineales, en cuyo caso v Aw =0

4) v Aw = — (w Av) ( en particular, esta operacién no es conmutativa)
Para verificar esto basta notar que si para cierto observador la rotacion del
dngulo < 7 que lleva v en w es de sentido antihorario, para el mismo obser-
vador la que lleva w en v es de sentido horario. De modo que el observador
debe ubicarse del lado opuesto del plano u,w para que esa rotacién aparezca
de sentido trigonométrico . Luego esa debe ser la ubicacién de w A v para
que la terna [w, v, w A v] sea positiva.

5) Este producto no es asociativo. Se puede deducir que:

(uAvV)ANw+ VAw)Au+ (wAu)Av=0

de donde, usando 4), (uAv) Aw = uA (VAw)+vA(wAu), y como en
general v A (w A u) # 0, la propiedad asociativa no vale.
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4 vAl = P e S
1 ) //7 H""‘;y
\ s
§ & J/ #
{ e = i
|2 S —— ‘U/
P -/' ﬂj — :_/ """--.._‘_‘_,
ol i./’- /’/ p‘- ‘f
u g ¥ ; ’
s o |
— z’
= WAY

6) Para todo A € R: A (v Aw) = (Av) Aw = v A (Aw). Esta propiedad se
deduce directamente de la definicion en el caso A > 0. Para el caso A < 0, hay
que observar que del hecho que la terna {v,w,v A w} es positiva se deduce
que {—v,w,— (v Aw)}y
{v, —w, — (v A w)} son también positivas.

7) El producto vectorial es distributivo respecto de la suma de vectores.
Esto es:

a) (v +v2) Aw=v1 Aw~+ vy Aw.

b) v A (w; +wy) = v Aw; + v A w,.

Para demostrar esta propiedad hacemos algunas observaciones previas. En
primer lugar, observamos que llamando 7 al plano con vector normal v e
indicando por p w la proyeccién de w sobre ese plano, y con r(pw) el vector
que se obtiene rotando esa proyeccién un dngulo de medida /2 en sentido
antihorario observado desde v, se verifica que: v A w = ||v| .r (pw) pues
I ()| = lpw] = [lw] .sen 6 (ver figura)
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Como p (wy + wy) = pwy +pwy y 7 (pwy + pwy) = 7 (pwy) + 1 (pw,) ten-
dremos que: vA(wy A wy) = [|v]| 7 (p (wy + wy))= ||v]| .7 (pwy)+|v]| 7 (pwy) =
vAwy + v A w,y.

Asi se prueba b) y andlogamente se obtiene a).

8) Si {i,7,k} es una base ortonormal positiva de V', entonces:

iNi=jAj=kNk=0;
iNj=Fk; jANk=1 kANi=j

(es decir, en la sucesién (i, j, k, i, 7, - - - ) el producto de dos vectores sucesivos

da el que le sigue):

JANi=—k kAj=—iiiNk=—j

9) De 4.6), 4.7) y 4.8) resulta que si v = ai + ayj + ask y w = byi +
byj + bsk. entonces:
v Aw = (aghy — agby) i — (a1by — agby) j + (a1by — agh) k.

Obsérvese que este resultado puede recordarse pensando en el desarrollo por
la primer fila de un determinante:

i j k

ap ay ag | = (agbg —agby)i— (a;bg —agby) j + (a1by — aghy) k

by by by
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Esta expresion del producto vectorial puede también tomarse como su de-
finicién. M4s precisamente, dada una terna ortonormal cualquiera {i,7,k}
(positiva o negativa), puede definirse el producto de dos vectores por la
expresion dada en 4.9). Se comprueba entonces sin dificultad que el vec-
tor: u = (agbg —agby)i — (ajbg —agby)j + (aby — asby) k verifica |lul| =
lv]| . [Jw]| .sen 8 y u.v = w.w = 0. Si ademads {7, j,k} es una terna positiva
puede verificarse, que {v, w,u} es también positiva. Luego u = v A w , por
lo tanto esta definicién de v A w coincide con la inicial.

5.5. Aplicaciones geométricas.

a ) Distancia de un punto a una recta: sea r una recta dada por
un punto A y un vector v. La distancia de Q a r es:

[AQ A vl

o]

d(Q.r) = |d(Q. A) sen 8] = | AQ]| .sen§ =

Si A= (20,Y0,20); Q= (T,7,Z); v=ai+ bj + ck entonces la distancia
es d(Q,r) =

VI —yo)e = (Z — 20)b]? + [(T — z0)c — (Z — 20)a]® + [(T — 20)b — (¥ — yo)a]?

va? + b2 + 2
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EJEMPLO 5.4. En el punto 3 de este capitulo se vieron algunas super-
pu— pu— 0

=Y o)

z=0 zy=1

ficies de revolucién particulares. Sea r . Hallar la

superficie de revolucién de eje r y generatriz C.

Las ecuaciones son:
T —x5+y—1y,=0, plano, m, por, F,Lr
222 4 (x —y)® = 222 + (xy — yp)?, dist (P,r) = dist (P,,r)

eliminando x, ¥y, 2, resulta (x + y)2 (2’2 - 2373/) =1 u

b)Interseccién de dos planos no paralelos:
ar +by+cz+d=0

dr+by+dz+d =0
de dos planos no paralelos). Supongamos que queremos las ecuaciones pa-

Sea r : una recta (dada como interseccién

ramétricas de esa recta, es decir, las de la forma: x = x5 + Ap, y = yg +
Aq, z = zy + Ar (o también P = B, + \v). Para esto se necesita hallar un
punto Py = (zy, Yy, 29) de la recta y un vector v = pi+qj+rk de la direc-
cién de r. Esto se puede hacer sin usar el producto vectorial, resolviendo el

sistema de ecuaciones

ax +by+cz+d=0
drx+bVy+dz+d =0

Usando el producto vectorial: tomar Py, = (z,%,,%,) una solucién parti-
cular del sistema de ecuaciones. Si el sistema de coordenadas es ortogonal,
entonces: n = ai+bj +ck yn’ = ad'i +b'j + 'k son vectores normales a los
planos, y entonces n A n’ es un vector de la interseccién de ambos planos
(luego, estd en la direccién de la recta de interseccién de ambos).

Luego: nAn'= (b —b'c)i—(ad — ca’) j+(abl — ba’) k es de la direccién
de r.
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¢ ) Distancia entre dos rectas: Se define la distancia d (r,r’) entre
dos rectas r, 7’ como el minimo de d (P, P’) donde P € ry P’ € r'.

Es claro que este minimo se obtiene cuando la recta PP’ es perpendicular
al mismo tiempo a r y a r’. Sea r dada por un punto A € r y un vector v
de su direccién y v/ por B € r y un vector w.

Para tener d(r,r’'): si r y r’ son paralelas: basta tomar el punto A y
hallar dist (A,r'); si r y ' se cortan: d (r,r")= 0.

Supongamos ahora que r y r’ no son coplanares. Si s es la perpendicular
comin, P, = sNry P(/] = sNr/, entonces: d (r,r') = d (PO, P(;) =d(A,)

donde 7 es el plano paralelo a r que contiene a r’. (ver figura) . Como versor
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de la direccién de s puede tomarse n = Luego :

HA [
1

[o A wll

d(r,r’) =d(A,7) =

(v Aw) A—B>’

d ) Perpendicular comin a dos rectas: Si las dos rectas son pa-
ralelas, una perpendicular comun es la recta perpendicular a una de ellas
trazada por un punto de la otra. Si se interceptan , el problema es también
facil de resolver. Supongamos ahora que las dos rectas no son coplanares.
La perpendicular comin s estd en el plano 7 de s y r, y en el n’ determi-
nado por s y r’. Luego s = w N «’. Dada la direccién v de r y la w de 7/,
y A€r, Ber el plano m queda determinado por A,v y v A w. El 7 por
B,w,v Aw, pues v Aw es un vector de la direccién de s. Las ecuaciones de 7
y 7’ asi obtenidas constituyen un par de ecuaciones que representan la recta
s.

e ) Volumen de un tetraedro: Consideremos un tetraedro dado por
sus vértices A, B,C,D. Su volumen es V = % area de la base x altura.
Tendremos: drea base = 1/2||(B — A) A (C — A)]|.

Si n es el versor normal a la base, la altura es |n.(D — A)| con n =

B—AWN(C—-A B—AN(C—-A)].(D-A
TE=mae=a- Lueso V = 1/6.][(B - 4) A (C — A)|| LERA ki

por lo que V =1/6.[[(B — A) A (C — A)]. (D — A)]
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‘D

A 4

C

5.6. Producto mixto

Es una operacién definida de V- x V' x V en R. Dados tres vectores
u, v, y w, llamamos producto mixto al nimero (v A w) .u que indicamos v A

w.u, o también u. (v A w). Consideremos un sistema ortonormal {i,j,k} y

sean:
v = ali + a2j + agk,w = b12 + b2j + b3k‘,u = Cli + ng + C3k’.
Entonces:
vAw=|" B |9 % J+ %2
€ Cy C3
a, a a; a a; a
vAwu=| 2 Bleg—| 1 PFleg+| b2 c3=|a; ay as
by bs by by b, by
by by by

(Por desarrollo por la primer fila de ese determinante)
Usando el hecho de que si se permutan dos filas de una matriz entre si el
determinante sélo cambia de signo, resulta que dos de esas permutaciones
no cambian el determinante; luego:
€1 G C3 by by b3 ap Gy dag
ap Gy az |=| ¢ ¢ cg | =|b by by
by by bg ;. Gy ag €1 G C3
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En consecuencia: (v Aw).u = (uAv).w = (wAu).v. Es decir, que en la
sucesion (u,v,w,u,v,w) el producto vectorial de dos vectores sucesivos mul-
tiplicado escalarmente por el siguiente, da lo mismo cualesquiera sean los
tres vectores sucesivos. Se puede entonces hablar del producto mixto de
u, v, w sin indicar si se trata de (uAv).w o de u.(v A w), pues el resul-
tado es el mismo. Es por esto que se escribe (u,v,w) como notacién para
(uAv)w=mwu.(vAw).

Observamos que (v,w,u) = 0 si y s6lo si ang(v A w,u) = 7/2 o alguno
de los vectores es el nulo. Como ang (v Aw,v) = ang (v Aw,w) = 7/2 ,
para que (v,w,u) = 0 es necesario y suficiente que v, w y u sean coplanares.
(Obsérvese que esto podria sacarse como conclusién del célculo del volumen
del tetraedro. (v, w,u) = 0 si y sélo si el volumen del tetraedro determina-
do por esos vectores es 0, esto es equivalente a decir que los vectores son
coplanares).

Esta condicién permite escribir la ecuacion vectorial del plano dado por
tres puntos A, B, C en otra forma. Decir que P pertenece a ese plano equivale
a decir que los vectores P — A, B — Ay C — A son coplanares, o sea (P —
A,B—A,C—-A)=0.

Pasando a coordenadas, si P=(x,y,z),A=(a;,aq,a3), B = (by,by,b3) y
C = (¢q, ¢y, ¢4) esta ecuacién se escribe:

z y =z 1
r—a y—a z—Q
! 2 3 , ., a; ayg az 1
by by by 1
Cl 62 C3

Para ver esto obsérvese que si se le resta la 2da. fila a la 1ra., la 3da. y la
4ta. filas, el determinante no cambia. Asi se tiene:

r—a; Yy—a z—a 0

a a a

by —a, b,—a, b,—a

1 1 U9 2 Y3 3

o O =

€p—Q; Cy—Qy C3— 03



