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Variables aleatorias independientes (v.a.i)

» Sean Xi,...,Xpv.a. en (Q,A4,P),

» Sea Fi(x) la distribucién de la variable aleatoria
Xk (k: 1,...,[7),

» Sea F(x1,...,Xp) aladistribucion del vector aleatorio
(X1,..., Xn).

» Decimos que Xj, ..., X, son variables aleatorias
independientes cuando

F(x1,...,%n) = F1(x1) ... Fa(Xn)

para reales xy, ..., X, arbitrarios.



Independencia: caso discreto.

Proposicion
» Sean X, Y v.a. discretas.
» Sean x1, Xo, ... los valores que toma la variable X;

> Vi, Y¥o,... los valores que toma la variable Y .

Entonces, X e Y son independientes, si y solo si
P(X =X, Y =y)=P(X=x)P(Y =y, (1)

paratodos k,j =1,2,....



Independencia: caso continuo

Proposicion

» Consideremos un vector aleatorio X = (X1, ..., Xn)
absolutamente continuo,

» Sea py(x) la densidad de la variable aleatoria

Xk(k: 1,...,”).
» Seap(xi,...,Xn) la densidad conjunta de X
Entonces Xi, ..., X, son independientes, si y solo

p(X1,...,Xn) :p1(X1)"'pf7(Xf7)

(regla del producto para densidades)



Ejemplo

Sea nuevamente (X, Y) normal bidimensional, con densidad

1

plx.y) = 2ro100y/1 — p?
Xexp{ —1 [(xf31)2+<yfaz)z_zp(xfad(yfaz)”
2(1 - p?) o4 oo o1 o '

Sabemos que

X ~ (31,012) Y ~ (82,0'5).



Si p = 0, la densidad se reduce a

1 2 2 2 2
—(x—ay)?/(20?) —(y—a)*/205 _
X, e 17X e 2 X )
P(x.¥) o1Ven ooV21 P (x)Pe(y)

donde
» pi(x) es la densidad de X,

» po(y) la densidad de Y.

Como consecuencia en el caso p = 0, las variables aleatorias
X e Y son independientes.



Ejemplo

Consideremos un vector aleatorio (Xi,. .., X,) con distribucion
normal n—dimensional. Sea p(x) su densidad, con vector
a € R"y matriz B diagonal, dada por

o2 0 -+ 0
0 o5 --- 0
B=| . . : (2)
0 O o2
Siox >0 (k=1,...,n)la matriz B verifica ser

» definida positiva,
» simétrica,

» no singular.



Sustituyendo la matriz B en la formula de p(x) obtenemos la

densidad del vector considerado, que es

1 a2 (202
POt 30) = (g € S A,

Ademas, cada X tiene distribucion normal (ax, o). Su
densidad es

1 2 /(02
— —(x—ax)*/(20%)
X)=——¢& W,
Px(x) ovon

Factorizando

n n
1
p(xi, ... xa) =[] e~/ — TT Pr(xx)-

k=1 OkV 2T k=1

Conclusion: las Xi, ..., X, son independientes.

3)

(4)



Reciproco

» Sean las variables aleatorias Xj, ..., X, son
independientes,

» Cada una Xy es normal con parametros
(ak,0k) (k=1,...,n), con densidad py(xk)-

» Aplicando la proposicion:

p(xt, ... xa) = [ [ pu(xe)
» De alli obtenemos la formula

e (X—axk) /(2‘7;( Hpk Xk

()

n

1
X1y...,Xn) =
p(1 n) l:(l‘__‘[10'k\/27

» Luego la matriz B es diagonal.



Distribucidon de la suma de variables aleatorias
independientes

Demostremos la siguiente proposicion.

Proposicion

Sean Xy y Xo variables aleatorias independientes, con
densidades p1(x) y p=(x) respectivamente. La suma X; + Xz
tiene densidad dada por

po) = [ " pr(U)pa(x — u)du. (6)



Demostracion
Sea p(u, v) la densidad del vector (X1, X2). Como las variables
X; y Xo son independientes, en vista de la proposicion 2,
tenemos p(u, v) = p1(u)p2(v). Consideremos el valor de la
funcion de distribucion de la suma X; + X5 en un punto x
arbitrario:

P(Xi+Xo <x)=P(X;+XoeD) = // p(u, v)dudv,
D

donde D = {(u, v): u+ v < x} es laregion bajo la recta de
ecuacion u+ v = x:

Figura 3.11: Region D = {(u,v): u+v < x}



De aqui obtenemos

o0

P(X; + Xp < X) = /OO (/Xupz(v)dv)m(u)du -

-/ (/ : pa(y — u)dy ) pr (u)cu
— /_XOO (/_ZM(U)Pz(Y— u)du ) dy

para x arbitrario. En consecuencia la distribucién de la suma
X1 + X> es absolutamente continua, y tiene densidad

f p1(U)p2(x — u)du.
LQQD

Observemos, que intercambiando los roles de X y Xo,
obtenemos también la férmula

— [ prx - wpe(u)as (7)



» Férmulas analogas tienen lugar para la distribucion de una
suma de dos variables aleatorias independientes, que
tienen distribuciones discretas.

» En este caso, en lugar de integrales aparecen sumas.

» Es posible obtener férmulas mas generales (que incluyan
ambos tipos de distribuciones) para la funcién de
distribucion F(x) de una suma de variables aleatorias
independientes Xj y Xo, con funciones de distribucion

Fi(x)y Fa(x).



Mas precisamente, se trata de la férmula

Fo= [ R pdrm = [ R ), ©)

—0o0 —00

en las cuales se utiliza la integral de Stieltjes. Las integrales
anteriores se denominan convolucion o composicion de las
distribuciones.

La definicion de integral de Stieltjes es

/bh(x)dF — lim thk CF(_y)

" ={a=xg,...,xi, = b}

y X/ un punto arbitrario del intervalo [x_,, x/].



Aplicacion: suma de uniformes

Sean U; y Us v.a. independientes uniformes en [0, 1]. Halla la
distribucion de
U=U; + U

» Los valores que toma estan en [0, 2].
» ¢tiene la misma probabilidad caer en

[0,2¢] queen [1—e,1+¢]?



Veamos

pux) = [ pr(pa(x — v)at
Para el integrando:

p1(U)p2(x — u) = Tgo<u<tljocx—uv<ty

= 1{O§u§1, x—1<u<x}-
Por lo tanto tenemos tres casos:
» Si x < 0, también si x > 2 el integrando vale cero
» Si0<x<1tenemos0 < u < x

» Sit<x<2tenemosx—-1<u<1



Entonces

0, six <0,

pu(x) = X, si0<x<1,
2x — 1, sit<x<?2
0, six>1

Es lo que se denomina una densidad triangular.




Suma de v.a.i. normales

» Consideremos dos v.a. independientes Xj y Xo,
» La densidad de Xj para (k = 1,2) es:

1 2 /(0.2
— —(x—ak)*/(20%)
X e K/,
Pe(x) oxVen

» Veamos que X; + Xs tiene distribucion normal con
parametros
(a1 + ao, 012 + O'g).

» Es decir, su densidad es

p(x) — ;Q*(X*%*aﬂ /(2 (‘71+‘72))‘

2m (02 + 03)



Demostracion

Consideramos primero a; = a» = 0. Aplicando la formula de
convolucién

p(x) : / T e v/t g2 gy

- 270109

_ 1 /OO o (x—0)2/(20%)~1?/(203) 4

270109
El exponente es:

- X 2w <1+1>
2012 20% N 2012 2012 2 012 05




. . \/o2+0o2
Cambiamos entonces de variable: v = Y7172 — %X __
192 o14/05+03
resulta
1 1 2xu o5 X2
V2:U2<2+2 — Tt S
oy 05 oF 01 0’1 + 02

v2 vt xu o5 X2
2 - 2 \2T2) T2

oy 05 012 2012 012 + Ug'
Para completar el exponente sumamos el término violeta

S G u2(1+1> xu o5 X x2
2 202 2 \o2 o3 0*12 20202 + 03 20‘12
Para completar el exponente tenemos
v2 x2+x2 03 _u2<1 1) xu X2
2 2012 2012 0'12 +O‘§ 2 012 O'g 012 2012
El segundo sumando es
—x? (1 03 > _—x2 02 X2
202 02 + 03 202 02+ 05 2(0% + 03)



Entonces

/ o V2/2-32/(2(0%+09)) gy
277\ /012 + a
e—Xz/(2(<71 +0’2))

27‘(‘(0’1 + 03)

De esta forma, la densidad p(x) de la suma X; + X> es normal
con parametros (0, /o2 + 03).



Parametros generales

» Si a; y a» son arbitrarios se reduce al caso anterior
(a1 = a2 =0),

» Consideramos Yy = Xk —ax (k=1,2).
» Estas variables son independientes, por serlo X; y Xo,

» tienen funcidn de distribucién

X+ak
P(Yx < x) = P(Xx < x+ak) = Fx(x+ak) = / pr(u)du,

—00



Tienen densidad

d 1 2 (202
—P(Yk <X) = pr(x+ak) = e /) (k=1,2),
ax (Ve = X) = pulx+a) = ( )

que es la densidad normal con parametros (0, o).

Conclusion: sumar una constante cambia el parametro de
la normal.

Segun vimos, la suma Y; + Y5 tiene distribucion normal
con parametros (0, /02 + 03).

En consecuencia, la variable aleatoria
X1+ Xo = Yy + Yo+ a; + ao tiene distribucién normal con
parametros (a + az, 0% + 03).



Algunas frases

» No te preocupes por tus dificultades en matematicas. Te
puedo asegurar que las mias son aun mayores.-Albert
Einstein.

» La esencia de las matematicas no es hacer las cosas
simples complicadas, sino hacer las cosas complicadas
simples.-S. Gudder.

» Las matematicas son la creacion mas poderosa y bella del
espiritu humano.-Stefan Banach.
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