6- CINEMATICA EN
DOS
DIMENSIONES,
PROYECTILES




Repaso: /de qué hablamos la clase pasada?

- Caida libre y salto en altura
- Ecuaciones y ejemplos.
- ;Preguntas?

- Vectores:
- Sistemas de coordenadas
- Propiedades: suma, resta, producto por escalar
- Componentes de un vector
- Calculo por componentes
- Vectores unitarios




. Qué trabajaremos
hoy?

CINEMATICA EN DOS DIMENSIONES

- Vectores posicion y velocidad

- Vector aceleracion

- Componentes de la aceleracion
MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL

- Ecuaciones

- Alcance

- Limites del modelo




Cinematica 2D: vectores

Pensemos en estas situaciones. Lo que hemos
visto de movimientos en una dimension no nos
alcanza para describirlas. La pelota sube y baja
mientras avanza. El auto describe una trayectoria &
circular. g

Mientras que antes el sentido lo indicaba el signho
(+ o0 -) ahora necesitamos hacer uso completo del]
concepto vectorial '

Un objeto se mueve en el espacio como vemos y
en cierto tiempo #se encuentra en el punto P. Su
posicion se describe mediante el vector de
posicion 7, dibujado desde el origen hasta P,

Entre dos posiciones distintas, tendremos el
vector desplazamiento Ar = 7 — 7

y Laposicion P de una
particula en un tiempo
dado tiene las coordenadas

$ LYz

'-A. - " — _ l/ ”
El vector de posicién del punto P
tiene las componentes x, y, Z:
F=xi+vyj+ zk.



y La posicion P de una
particula en un tiempo

Vectores posicion y velocidad

:". X, "'l e

En componentes, damos el vector posicior.
r=xi+yj+zk

Si al cabo de At se ha desplazado, definimos la
velocidad media:

—> ?f — ?l Eﬂ) | El vector l_lL posicion del punto P
vmed = = — tiene las componentes x, y, Z:
tf — ti At F=xi+vyj+ zk.
Por otro lado, la rapidez media sigue siendo un La posicidn de Ia particuls
escalar: cociente entre la distancia total recorrida y enel liempofz.

y el tiempo transcurrido. No siempre coincide con
el madulo de la velocidad media.

De igual manera definimos la velocidad
instantanea:

La [m.\iL']'L'Hl

i,
A — 0 .
de la particula
> — 1i Aar — dr en el tiempo t,.
v = lim A_ = d_ : . :
- _ , ’
At-0 At t ) Trayectoria de la particula

7
e




. ° /
Velocidad instantanea |
U
. . , A 4
De igual manera definimos la velocidad  p ’
instantanea: — _, El vectordela "2
. Ar dr R
P = lim — = — velocidad instantanea \
At-0 At  dt U es tangente a la

T trayectoria en
En componentes escribimos: :

v i+ v,j+ v,k dx“+dy”+dzk
V=0,1l+v v,k=—1+—]+—
X y] Z dt dt]
Su magnitud nos da la rapidez instantanea

en cada instante de la trayectoria:

cada punto.

Trayectoria de la particula

L4

|§|=v=\/v§+v§+vzz

El cualquier punto de la trayectoria, el vector
velocidad es tangente a la trayectoria en ese
punto, y su sentido es el del movimiento.




Velocidad instantanea: 2D

En el caso bidimensional, la rapidez viene dada

por:
Sl oy — [402 2
Ivl—v—va+vy

Y la direccion de la velocidad instantanea en 2D
esta dada por el angulo a
v
a = arctan —>=
Ux

y

El vector de velocidad instantdnea U
siempre es tangente a la trayectoria.

La trayectoria de
la particula en el
plano xy

— X
v,y U, son las componentes

xyydewv.




Vector aceleracion

La aceleracion describe como cambia la velocidad. ;Qué tipo de cambios?

Usualmente pensamos en aumento (o disminucion) de su moadulo
(rapidez). Pero también, puede ser un cambio de direccion.

'__.--"‘—>

’ Este automovil acelera frenando
mientras toma una curva. (Su

velocidad instantinea cambia tanto

en magnitud como en direccion.)

[La aceleracién media tiene la misma direccién
que el cambio de velocidad. Av.

Para determinar la aceleracién media del auto entre
P, y P,. primero obtenemos el cambio en la
velocidad _\E_; restando F| de [_.‘.1. (Observe que

F] + A[_‘. = E_.‘.l.f'

Definimos la aceleracion media: = Yr = Vi _ 4v




Vector aceleracion

Definimos analogamente la aceleracion instantanea:

. Av  dv  d*%
=50 At T dr - de?

Que podemos descomponer igual que la velocidad:
S, dvy, N dvy, N dv,
T N AT

ATENCION: el vector @ no tiene porque ser tangente a

la trayectoria.

Si la trayectoria es curva, apunta hacia el lado
concavo de la trayectoria (interior de la curva
descrita por la particula). Solo es tangente si el
movimiento es rectilineo.

iTODA PARTICULA QUE SIGUE UNA TRAYECTORIA
CURVA ESTA ACELERANDO!

Para obtener la aceleracion ﬁz

aen P,

instantinea
N o~ - - }
: P,

. tomamos el limite de aed
cuando P, se aproxima a Py ...

-
-

# . . o
R lo que significa
*
A que AUy At se
aproximan a 0. ;

La aceleracion instantinea apunta
lado concavo de la trayectoria.

hacia el




Componentes perpendicular y paralela de la aceleracion

Es util descomponer el vector aceleracion en términos de una

componente

paralela d; (tangencial) a la trayectoria de la particula y otra componente
perpendicular a, a la trayectoria (y a v). /% Tangente a la
] trayectoria en P
Estas dos componentes son interesantes Componente de
p o) rq ue: i?‘g?i:?q‘”a = Trayectoria de
Y ' 'a”“ /.-’ la particula

» La componente paralela determina los
cambios en la rapidez de la particula

« La componente perpendicular determina
los cambios en [a direccion del

- 3
Componente de a

d

.. Normal a la
=" trayectoria
en P.

movimiento de [a paf'fI,CU[a perpendicular a la trayectoria.

a) b)

Aceleracién perpendicular " AU

a la velocidad de la particula:

» La direccion cambia, pero no
la magnitud de la velocidad.

» La particula se mueve en
una curva con rapidez
constante.

Aceleracion paralela a la
velocidad de la particula:
» La magnitud cambia, pero no
la direccién de la velocidad. _,
» La particula se mueve en
linea recta con rapidez
cambiante.




Comentarios

a) Cuando la rapidez es constante en una
trayectoria curva ...

_>
v

... la aceleracion es
/ normal a la trayectoria.

Normal en P

ATENCION Un objeto puede acelerar en diferentes formas:

b) Cuando la rapidez se incrementa en una
trayectoria curva ...

_}
v

- .
... la aceleracién apunta

_}
a

Normal en P

hacia delante de la normal.

c) Cuando la rapidez disminuye en una
trayectoria curva ...

—
U

... la aceleracion apunta
hacia atras de la normal.

Normal en P

- La magnitud de su vector velocidad (rapidez) puede cambiar en el tiempo

- La direccion de su vector velocidad puede cambiar en el tiempo

- Tanto la magnitud como la direccion de la velocidad pueden cambiar en el

tiempo




Ejemplo

EJEMPLO CONCEPTUAL 3.4 YF .

Una esquiadora se mueve sobre una rampa

Direccién
del movimiento

de salto, como se muestra en la figura. La

rampa es recta entre Ay C, y es curva a

partir de C. La rapidez de la esquiadora b)

aumenta al moverse pendiente debajo de A | B F

hasta E, donde su rapidez es maxima,

disminuyendo a partir de ahi. Dibuje la N gl et

direccion del vector de aceleracidon en los \\“ic\"m' ‘”{/, | N;C ¥

puntos B,D,EyF. 5 79 [\
D=8 "




Movimiento de proyectiles
Veamos particular de movimiento en dos
dimensiones, en el plano xy, bajo aceleracion
constante, la gravitatoria. Se trata del movimiento
de un proyectil - cualquier cuerpo que recibe una
velocidad inicial y luego sigue una trayectoria
determinada totalmente por los efectos de la
aceleracion gravitacional (y la resistencia del aire)*.

Si omitimos efectos de resistencia del aire,
variaciones de g con la altura y efectos debidos a la
rotacion de la Tierra, la trayectoria que describe un
proyectil es una parabola.

es que podemos tratar por separado las —
coordenadas x e y. La componente xde la :

aceleracion es cero, y la componente y es constante
e igual a -g.

La clave del analisis del movimiento de proyectiles




Movimiento de proyectil

“Podemos analizar el movimiento de un proyectil
como una combinacion de movimiento horizontal

* Un proyectil se mueve en un plano vertical

con velocidad constante Yy movimiento vertical que contiene el vector de velocidad inicial v,

con aceleracién constante.” * Su trayectoria depende s6lo de v, y de la
aceleracion hacia abajo debida a la gravedad.

iComo modelamos? Y

- Proyectil como particula Uy -7 "~ Trayectoria

// 3 N
N\
- Aceleracion constante (vertical hacia abajo, / a,=0,a,= —g N
magnitud -g) -

0,

- lgnoramos resistencia del aire, rotacion de la
Tierra y otros efectos

El movimiento del proyectil siempre se limita a un plano vertical, determinado
por la direccion de la velocidad inicial. La aceleracion gravitatoria es
exclusivamente vertical y no puede acelerar al proyectil de forma lateral.

El movimiento es bidimensional.




Movimiento de proyectil: ecuaciones

Movimiento de proyectil = objeto avanza
horizontalmente + caida libre verticalmente

a, =0 a, = —g (movimiento de proyectil, sin resistencia del aire)

El movimiento de proyectil se puede entender como la combinacion
de

- un movimiento horizontal con velocidad constante vy,
- un movimiento vertical con aceleracion constante (caida libre)

Luego sus ecuaciones de movimiento son:

Uy = Voy — gt
1

X = X + Vot y=y0+v0yt—igt2

En ocasiones es Util escoger la posicion inicial (t = 0) como
Xo =Y0 =10

Uy = Vox




Movimiento de proyectil: trayectoria parabolica

En la cima de la trayectoria, el proyectil tiene velocidad
vertical cero (v, = 0), pero su aceleracion vertical aun es —g.
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Horizontalmente, el proyectil muestra movimiento de velocidad constante: su aceleracién
horizontal es cero, por lo que se mueve a distancias x iguales en intervalos de tiempo 1guales.

U3y

Verticalmente, el proyectil
muestra movimiento de
aceleracion constante en
respuesta al tiron gravitacional
de la Tierra. Asi, su velocidad
vertical cambia en cantidades
iguales durante intervalos de
tiempo iguales.




Movimiento de proyectil: alcance

Deduciremos las ecuaciones vinculadas al alcance y
altura maxima de un proyectil cuya altura de partida y

llegada son iguales.

ALTURA MAXIMA: se alcanza cuando la velocidad

X
vertical se anula

Vo Sin O vé sin?
x —
Lt = ‘ hméx —

g 29

ALCANCE: como el tiempo de subida es igual al de

2

bajada, el tiempo de vuelo es 2t* entonces R = zv—osine cos 6
g




Pregunta rapida

y(m)

Ordene los angulos de

lanzamiento para las cinco

v, = S50m/s

trayectorias de la figura
respecto al tiempo de vuelo, 100
desde el tiempo de vuelo mas

’ 50
corto al mas largo.

xim)

50 100 150 2010) 250




Pregunta rapida

yim)

Ordene los angulos de

lanzamiento para las cinco
150+
v, = 50m/s

trayectorias de la figura
respecto al tiempo de vuelo, 100
desde el tiempo de vuelo mas

’ 50
corto al mas largo.

xim)

50 100 150 200) 250

Respuesta: El tiempo de vuelo estara dado por la componente vertical de la velocidad
inicial, cuanto mayor sea, mayor sera el tiempo de vuelo. Por tanto a mayor angulo, mayor
tiempo de vuelo.




Movimiento de proyectil: alcance

La expresion que hemos hallado para el alcance partiendo y llegando con

2

igual altura, R = Zv;"sine cos 0, es maxima para 0, = 45°.

BBB: SOLO si las alturas inicial y final coinciden, el alcance maximo se da

para 6, = 45°

v e

0,4x = arctan el S8 N Altura de

g B % ¥
2 ’ T h, anzamiento
UO + 2 g h 7 {j— ——————————— o T S
. o .,
_ 20 [ 2 ’ ™y
Rméx — _\/vo + Zgh M?%’”m

.g ) 3 M

Con h (-) la diferencia de A O Ll el

alturas (h = y; — yy)




Movimiento de proyectil: resistencia del aire

5.20 La resistencia del aire tiene un efecto
acumulativo considerable sobre el movi-
miento de una pelota de béisbol. En esta
simulacion, permitimos que la pelota

Cuando la resistencia del aire no es

Insignificante y debe incluirse, calcular

la trayectoria se vuelve mucho mas caiga por debajo de la altura desde la

cual se lanzo (por ejemplo, la pelota podria
complicado; los efectos de dicha haberse lanzado desde un acantilado).
resistencia dependen de la velocidad, y (m) Yelocidad inicial de la pelota de

100 1 béisbol: vy = 50 mfs, ap = 53.1°

por lo que la aceleracion ya no es /
50
constante. m |

, 0 100\ 200 \_ 300 * ™
Para proyectiles ligeros y rapidos se —-50

modela la resistencia como proporcional —100 Y
Con resistencia  Sin resistencia

al cuadrado de la velocidad. del aire del aire




Mas preguntas rapidas
1)

Un proyectil se mueve en una trayectoria parabolica sin resistencia del
aire. jHay algun punto en que su aceleracion y velocidad sean paralelas?
.Y perpendiculares?

2)

En el instante en que usted dispara una bala horizontalmente con un
rifle, deja caer otra bala desde la altura del caidn. Si no hay resistencia
del aire, jqué bala llegara primero al suelo?

3)

Se dispara un proyectil hacia arriba con un angulo & por encima de la
horizontal con una rapidez inicial v,. Al llegar a su maxima altura,
;cudles son su vector velocidad, su rapidez y su vector aceleracion?
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