APENDICE DE MATEMATICA

El propdsito de este Apéndice es presentar algunas herramientas matematicas
que se utilizan en las explicaciones tedricas o en la resolucion de problemas
de ejercitacién y ejemplos. Debe ser considerado un repaso de nociones
conocidas que seran vistas simultaneamente en cursos de matematica.

1.1 NOCIONES ELEMENTALES

El algebra es el conjunto de técnicas que
usamos al realizar algun calculo con numeros
0 para manejar operaciones del tipo suma,
resta, multiplicacién, divisién, potenciacion,
etc., con nimeros o con simbolos (letras)
constantes o vanables.

Dentro de as nociones elementales
deseamos repasar algunas técnicas que han
sido objeto de estudio en las escuelas medias,
pero que tienen todavia dificultades serias
para la mayor parte de los estudiantes que
ingresan a la Untversidad.

Comenzamos con las operaciones
usuales con numeros, por ejemplo:

3+5-(7-9)—-16/5

12

P

=7

Aqui es necesario ante todo conocer el
orden en que deben efectuarse los calculos
parciales. Para ello se han colocado los
paréntesis en la operacion parcial:

5:(7-9)

donde primero debe efectuarse la resta
encerrada por los paréntesis y multiplicar el
resultado obtenido por 5.

O sea:

5:(7-9)=5-(-2)=-10

Aqui tenemos un ejemplo del producto
(o multiplicacién) de numeros de distinto signo:
5, que es positivo (lo que indicaremos en forma
simbdlica como 5 > 0) y (-2), que es
~ negativo (0 sea, -2 < 0). Para conocer el
~signo del resultado, hay que usar la siguiente

convencion, en la cual suponemos que el
“numero simbdlico” a > 0:

a-a=a?
a-(—a)=-a?
(-a)-a=-a?
(—a)-(—a)=2a?

y lo mismo ocurre cuando se multiplican dos
numeros a y b cualesquiera.

En realidad, la restricciéon a > 0 no es
necesaria. Verifique que estas relaciones
también son validas sia<0ysia=0.

Observe que es conveniente mantener el
numero negativo encerrado entre paréntesis
para no confundir el tipo de operacion.

5 - (=2) correcto 5 .= 2incorrecto
Resuelta esta operacidn parcial nos queda:
3+5-(7-9)-16/5  3-10-16/5

12 12

El numerador (la expresién que esta
sobre la barra horizontal) se puede interpretar
de dos maneras ahora:

3-10-16)/5 6 3-10-(16/5)
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decidir en este tipo de casos: de las
operaciones indicadas se deben efectuar
primero las potencias, luego los productos
y/o divisiones y por ultimo las sumas y
restas, cuando no haya paréntesis que
indiquen la prioridad de las operaciones.



Asi:
3-10-16/5=3-10—-(16/5)=
=3-10-32=-7-32=-10.2

Finalmente nos queda:

345:(7-9)-165 10,2

12 12

Observe que nemos calculado el valor
del numerador sin tocar para nada el
denominador (la expresion -en este caso el
numero 12- que esta bajo la barra horizontal).

Esto es nuevamente una aplicacion de
un orden de priordad de las operaciones,
que podemos indicar también asi:

34+5-(7-9)—16'5
12

=[3+5:(7-9)-16/5)/12

Realizando esta operacién nos queda
finalmente:

345-(7-9)-16'5
12 -

-

10,2/12=—0.85

Note el signo del resultado y vinculelo
con la regla de los signos para el producto
mencionado mas arriba.

¢, Qué pasa cuando el denominador consiste
en una expresion numérica en lugar de serun
anico numero? Por ejemplo:

345407-9)-16'5

— 9

4-2.(52+4)+8-3

que podemos escribir:
[3+5-(7T-9-16/5]/14-2-(52+4)+8 3]

y calcular numerador y denominador por
separado. El numerador es el mismo que en
el ejemplo anterior, 0 sea, (—10,2), y el deno-
minador es (observe el orden del calculo):

4-2.(52+4)+8-3=
=4-2-(25+4)+8-3=
=4-2-65+8-3=4-13+8 3=
=4-13+24=15

APENDICE MATEMATIC
y entonces '

3+45-(7-9)-16'5
4-2.(52+4)+8-3

=-10.2/15=~0.68

A continuacion resolvemos a modo de
ejemplo el siguiente ejercicio 1.1.a:

16-(3—1.82+0.,5-4) +16-(3.4—4)
8(12-7-1,5+2,5)-8-(4.2—-1,6 2+2,6)

5 2
_ 20 38 a4
—46 23

Este ultimo ejemplo nos da ocasién para
hablar sobre la simplificacion:
Jpor qué (—56/46) = (—28/23)?
Obsérvese que
56=28-2y 46=23.2,
de modo que:

-56 282
46 23-2

y simplificamos el factor comun 2 en el
numerador y denominador. So6lo cuando
ambos, numerador y denominador, tienen
un factor comun, la simplificacion es licita.
Asi, por ejemplo:

32

Te =2  se puede representar como

32162
16 161

y eliminamos el factor comun 16

o también:

es una “simplificacion” mas larga, pero que
lleva (como debe ser) al mismo resultado.
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I posibilidades de simplificacién antes de la

Volvamos ahora al ejercicio 1.1.a. ¢ Hay

simplificacion final, que se realizé luego de

¢ calcular por separado numerador y deno-
A minador?

Para contestar esta pregunta debemos
observar si es posible extraer factores
comunes, comunes a denominador y nume-
rador, como en el caso anterior, 0 comunes a
los términos que constituyen numerador o
denominador como veremos ahora:

Tomemos el numerador:
16 - 3-182+05 - H+16-34-4)=56
que podemos escribir:

16 - (...)+16-(...),

enfatizando que si hay un factor comun a los
dos sumandos, 16, de modo que podemos
escribir:

16-( )Y+16-( y=16-1( )y+( )]

0 sea ]
16-(3-1.82+05-H+16-(3.4-4)=
=16-(3-182+05-4+34-4)

Observe que hemos quitado los paréntesis
interiores que, para sumas y restas, no hacen
falta.

Veamos si podemos proceder en forma
similar con el denom:nador:

8/(12-7-1,5+2.5)—&-(42-1,6/2+2,6)=—46
gue podemos escribir:
8/ )—=8-( ).

Aca puede haber duda, porque el primer
8 esta dividido por algo en lugar de multiplicar
algo como en el casoc del numerador. Pero

8/(...) =% - [1/(..)]
(Ej.: 8/3,2 =8 - (1/3.,2) jverifiquelo!)

y entonces 8 es factor comun y podemos
escribir

C8/(12-T7-15425)-8-(42-1,612+2,6)=

=8 [1(12-T7-1.5+2.5) — (4.2 - 1,6/2 +2.6)]

¢, Podemos simplificar mas esta expresion?
Observe el paréntesis precedido de un signo
menos. Podemos quitarlo, y al signo,
cambiando todos los signos de los nimeros
dentro de él, es decir

-(42-1,6/124+26)=-42+1.6/2-2.6

(jverifiquelo!)
¢, Por qué podemos hacer esto? Porque:
()= ()
y entonces
—(42-1.62+26)=(-1)(42-1,6/2+2.6)

Observe que (—1) es factor comuin de los
términos intariores al paréntesis. Entonces
podemos hacer la operacion inversa a
extraer factor comun y tener:

-4,2-1,6/2+26)=
=(-1)-(42-1,6+2,6) =
=(-=D-42-(1)-1,6/2+(-1)-2,6=
=—-42+1,6/2-26

Observe con cuidado el segundo término,
donde hemos reemplazado a (—(-1)) por +1,
y asocie esta operacién con la “regla de los
signos” que dimos con anterioridad.

En realidad esta ultima “simplificacion”
no simplifica demasiadola operatoria. Cuando
hablamos de simplificar queremos decir
obtener una expresion de mas facil calculo.
Como vimos, esto no siempre ocurre, y queda
a su criterio decidir si en un caso dado se le
facilitan las operaciones “simplificando” los
términos comunes.

Veamos como queddé hasta ahora la
expresion del ejercicio:

16(3-1,82+0.5-4) +16(3,4—4)
8(12-7-1,5+2,5)-8(4,2-1,62-2,6)
B 16(3—1.8/2+0,5-4+3,4—4)
C1/(12-7-1,5+2.5)-4.2+1,6 2-2,6]

y ahora podemos simplificar entre numeradory
denominador el factor comun 8 (ya que 8-2 = 16)
y nos queda:



2.(3-1,82+).5-443.4-4)

L(12-7-1.542.5—4241.62-2.6

7

— = —1.2174
(—5.75)

igual que antes. Observe el resultado: Tiene
muchas cifras (es igual a —1,217391304...) y
lo hemos truncado y redondeado, de modo
que es un resultado aproximado al real y por
esa razén usamos el signo = ;Qué quiere
decir truncar y redordear? Truncar significa
eliminar cifras que son significativas pero
que podemos consicerar despreciables para
la precision de nuestros céalculos en algunos
problemas de Fisica. En nuestro ejemplo
hemos truncado las cifras 1304 del final. Y
redondear significa que aproximamos las
ultimas dos cifras del numero truncado a la
decena mas préxima. En nuestro caso

Redondeado

5> 121740

Truncado

1217391304, —

[.21739
‘————9alu hl

cifra decnal

Si hubiéramos t-uncado a la cuarta cifra
decimal tendriamos:

-1.217391304 ...—» -1.2173

Practique truncando y redondeando el
numero n:

T =3.14159265358979...

(que ya ha sido truncado y redondeado ... ©
es un numero irracional, lo que significa que
no puede expresarse como una fraccion o
cociente de enteros, en consecuencia tendra
infinitas cifras decimales no periodicas). Le
damos algunos ejemplos:

3,14

= 31416
3.141593
= 3.

N

N

I
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n

!
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Recuerde que para simplificar entre
numerador y denominador es necesario que
haya un factor comun, y al llamarlo factor

F
1
S
|

queremos decir gue es un numero -0 una ¢
expresion numérica- que multiplica a otro A

numero o a otra expresién numérica; comun
significa que afecta a ambos.

Por ejemplo, si se tiene:
16424

: 8

es meorrecto

El procedimiento correcto es

8 8

24 8.2+ 3
0424 _8.0243) o

A pesar de ser una buena pratica, recuerde
gue no es necesario simpiificar para llegar a
un resultado correcto. Si Ud. dispone de una
calculadora, tal vez pierda menos tiempo y
tenga menor probabilidad de error si usa la
expresion original. Si no comete errores
operativos, los calculos deben dar el mismo
resultado simplificando o no. Sin embargo,
cuando se trata de expresiones simbdlicas
(con letras en vez de numeros), la simplificacién
permite obtener una comprension mas cabal
de los resultados.

Vamos a extender estas operaciones al
caso de expresiones simbdlicas o literales,
donde simbolizaremos a un numero o0 a una
expresion numérica mediante letras. Por
ejemplo:

3a+bA
15¢

7  donde:

1) “a”, “b”, y “c” simbolizan a tres numeros, por
ejemplo:

a=4;: b=12: ¢c=2
2) “3 a” significa “3 - a” , entonces

Jda=3-a=3-4=12 yaque a=4

Luego,

Ja+b  3-4+12

15¢ 15-2

=0.8

273
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F ;,Cuéal es el uso de estos simbolos? Primero,

|

en el caso de numeras de muchas cifras es mas
comodo, al tener qLe operar algebraicamente

¢ con una expresion. escribir “a” en lugar del
A numero mismo, y r2emplazarlo al final de la
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operacion cuando se desea realizar el calculo
propiamente dicho. Segundo, en la fisica hay
constantes universales, o sea numeros
(medidas) que aparecen muy seguido en las
expresiones matemr aticas, como por ejemplo
la aceleraciondelacravedad sobre la superficie
terrestre:g=9,8m/s* ygeneralmente hablamos
de “g” al referirnos a este numero. Y tercero
y acaso mas fundamental, porque la forma
matematica de una expresion es mas claray
permite obtener una comprensiéon mas
acabada de gqué se esta calculando, cuando
se trabaja con simbolos literales. Cuarto, hay
expresiones que son siempre las mismas,
aunque los datos numéricos a veces cambien.

Hasta aqui hemos visto simbolos de
numeros dados y conocidos, como en el
ejemplo anterior, es decir que a, b, y ¢ son
datos del problema. Hav otros casos en que
el objetivo del calculo es obtener el valor
numérico de un s mbolo literal, como por
ejemplo:

2-3 5
X=— —=-=2.715
6-4 2
Esto es o cue denominamos una

ecuacion. Laidea es sabercual es el nimero
representado por el simbolo “x” que satisface
la igualdad. En el ejemplo anterior podemos
confirmar, por ejemplo el valor de “b”,
conociendo “a”, “c” y la relacion (3a + b)/15 ¢

= (.8. Para hacer esto. despejamos b:

-=0.8>3a+b=

=0.8-15¢—>b=0.8-15—3a

Vs O T IO 2 W - 0

Reemplazando ¢ y
numeéricos:

a4 por sus valores

b=08-15-2-3-4=12

que es el valor asignado ab en el ejemplo. En
la jerga matematica, el obtener el valor
numeérico de un simbolo a partir de una
ecuacion que invo ucre numeros y/u otros

simbolos, se denomina “despejar laincdgnita”.
Asi, deseamos calcular la incégnita x de la
ecuacion:

FER el valor de la incognita es

Xx=2.5

Vamos a ver otros ejemplos de ecuaciones
como ejercitacion. La idea en todos ellos es
despejar la incognita x:

a) x-1=3x-21
b)y2(x-1)=3(x+2)

Pasando de miembro (observe que todos
los términos que pasamos son sumandos o
sustraendos de la expresion)

a) x—-1=3x-21 = 3x-2l=x-1 =
=3x-2l-x=-1 = 3Ix-x=-1+2]
= 2x=20 = x=20/2 =
= x = 10

b) 2x-1H=-3xX+2)=0 =
=2Kx-D=3x+2) =
= 2x-2=3x+6 =
-2-6=3x-2Xx = -8=x =
= X =-8

Tal vez todo hasta aqui sea claro, salvo
los pasajes de miembro. Suelen producirse
dificultades al pasar untérmino de un miembro
de una igualdad al otro. Son errores tipicos y
frecuentes en los examenes. En el ejemplo
parece claro que:

* Si 21 esta restando en el primer miembro de
3x=21 -x=-1

pasa sumando al segundo miembro:
3x—x=-1+21

* Si 2 esta multiplicando en el primer miembro de

2 x = 20,pasadividiendo al segundo miembro:

x = 20/2



pero ;,coémo pasamos de miembro a x en la
siguiente expresion?

2x+5=12+3ax

Para hacerlo, recordemos el orden en
que realizamos las operaciones: suponien-
do que conocemos “a’y “x”, para calcular el
segundo miembro tenemos primero que
multiplicar 3 - a - x, y después sumar este
resultado a 12. Si queremos conservar la
misma expresion al realizar el pasaje de
miembro, debemos respetar este orden. Asi,
explicitando la prioridad de la operacion con
paréntesis, podemos escribir:

2Cx)+S5=12+(3ax)

Cada paréntesis (0 numero) es ahora un
sumando, y podemos hacer el pasaje de
miembro como en el ejemplo anterior:

2x)+5-3ax)=12

y eliminando los paréntesis y sacando factor
comun “x” en el primer miembro:

Xx(2-3a +5=12

y podemos despejar x (observe los pasajes
de miembro)

-3a)=1

5=7

]

(-]

X (

Hay quienes prefieren hacerlos despejes
mediante el artificio equivalente, pero mas
facilmente comprensibie, de hacer la misma
operacion a los dos miembros:

2x+5=12+3ax

resto 3 a x, a ambos:

2x—-3ax+5=12+3ax-3ax
esto es: esto se va
X (2-3a)

resto 5 a ambos miembdros:

x(2-3ar+5=12
x(2-2a)y=7

divido a ambos miembros por (2 — 3 a):

—... y llegamos, como era de esperar, a lo
mismo.
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Ejercitese -especialmente en los pasajes

F

de términos- resolviendo los ejercicios !

propuestos al final del Capitulo, serie 1.1.

Las ecuaciones que te propusimos
resolver en el parrafo anterior, tienen un sélo
simboilo literal, la incégnita x, pero puede haber
(y los hay) casos en que existan otros simbolos
literales de valor conocido.Volviendo al primer
ejemplo, podriamos escribir:

_ 73;1 + h,
15¢

donde, como antes, a = 4; b =
Entonces, como antes,

Veamos otro ejemplo:
ax+b=cx+d

donde deseamos despejar x en funcion de a,
b, cy d, cuyos valores numéricos suponemos
conocidos.

aXx+b=cx+d = ax-c¢cx+b=d =

ax—-cx =d-b = x(a-c)=d-b=
d-b
X =
a—c
. b—d .
(Es este resultado el mismo que x =—— 7
c—a

(Respuesta: Si)

Reemplazando los valores numéricos de
a, b, cy dobtendriamos el valor numérico de x.

Estas ecuaciones que hemos visto
plantean el calculo del valor numérico deuna
incognita que hemos llamado x. ;Podemos
con una unica ecuacion despejar mas de
una incognita? La respuesta es que no
podemos hacerlo. Veamos el ejemplo anterior:

ax+b=cx+y

donde hemos escrito “y” en lugar de “d”, y
supongamos a = 6; b = 2; ¢ = 4. En esta
ecuacion no conocemos los valores numeéricos

S
|
c
A
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F de x ni de y. Al despejar x obtenemos, como

I antes:
S ,
v—b
(‘: x=<—— y reemplazando los valores
d—C
A conocidos:
oy oy=2 b
o4 2 27

O sea que no podemos obtener un valor
numérico para x al no conocer el valor
numérico de y. Analogamente, si ahora
intentamos despejar vy:

ax+b=cx+yv 5 ax+b-cx=yv=
y=b+(a-c)x

y reemplazand» los valores numeéricos
disponibles: y = 2 + 2 x (verifique que esta
relacion es la misma que la que encontramos
anteriormente al despejar x). Nuevainente, al
no conocer el valcr numérico de x, no podemos
obtener el valornumérico dey. Aparentemente
el problema de hallar los valores numéricos de
dos incognitas con una ecuacion no tiene
generalmente solucién unica. Pero esta
ecuacion si tiene solucion, en el sentido que
podemos encontrar pares de valores numericos

.~ s ln aonticnfan~na Alnarmmnl

paira X € y que i1a satisfacen, por ejempio:

x=1: y=4
y=0 y=2
x=2. y=6
X=-4+ y=40
ele. ete

Cada uno de estos pares de valores es
solucion y entonces nos encontramos con
que en lugar de tener una solucion, como
ocurrio hasta ahora con la ecuacion con una
incognita, tenemros muchas soluciones, en
realidad infinitas soluciones. Esto siempre
ocurre con una ecuaciéon con dos incognitas
(*1). Naturalmente es imposible escribir las
infinitas soluciores, pero existe un método
de representar estas soluciones que es
cémodo y util para visualizarlas rapidamente.
Este caso es el de las ...

1.2 INTERPRETACIONES GRAFICAS

Supongamos que trazamos un par de lineas
rectas y perpendiculares entre si, como en la
Fig.1.1, y las subdividimos en partes iguales
como las marcas de una regla. Es mas, como
las vamos a utilizar como reglas, una horizontal
y otra vertical, adjudicamos numeros a las
divisiones, con la eleccion (convencional) de
poner el nimero 0 para ambas reglas en el
punto de cruce.

También para saber de qué lado del 0
estamos, si a la derecha o alaizquierda en el
caso de la recta horizontal, o si hacia arriba o
hacia abajo en el caso de la recta vertical, le
asignamossigno alos numeros que colocamos
sobre las divisiones.

Fig. 1.1 Fig. 1.2

Laformamas comun de hacerlo es dando
(arbitrariamente) signo negativo a las
divisiones de la recta horizontal que estan a
la izquierda del cero y a las divisiones de la
recta vertical que estan por debajo del cero.
Pueden cambiarse estas convenciones por
la que resulte mas cémoda ante cada
problema fisico.

Nos queda entcnces algo asi, que
lamamos “ejes cartesianos”:

¢,Para qué nos sirve esto? Supongamos
ademas que tenemos una ecuacién con dos
incognitas como en el ultimo ejemplo:

y=2x+2

* 1. Un ejemlo de una sola ceuacion con dos incognitas que tienen solucion dnica es x'+ y = 0. Solucion: x = 0 ey = 0.
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Vamos a obtener una representacion grafica de esta ecuacién suponiendo que los
valores de x estan rep -esentados por la regla horizontal (que en la jerga matematica se llama
eje de abscisas) y que los valores de y estan representados por la regla vertical (el llamado
eje de ordenadas). Para senalar esta identificacion, escribimos “x” sobre la recta horizontal e “y”
sobre la vertical, comc indicamos en la figura. Las flechas sobre los ejes indican los sentidos
positivos. Consideremos ahora qué pasa con nuestra ecuacion si, por ejemplo, x = 1.

En tal caso:
y=2x+2=2.1+2=4
Esto significa qu= al valor x = 1 corresponde, a través de la ecuacion, el valory = 4.

La renresentacion grafica de esta corres-pondencia consiste en marcar en el plano que
determinan nuestros ejes cartesianos un punto, correspondiente a las divisiones que
simbolizan x=1e y =4 como se ha hecho en la Fig. 1.3 (punto A).

Podemos marcartodos los otros “puntos”
A que correspondan a pares (x,y) que satisfacen

4 la ecuacion, como las que habiamos senalado
AL4) antes:

Il
—_—
o’
<
Il

X 2 (punto B)

x=-1: y=0 (punto C)

e

o= = - -,

(R
W
g
W
e

Si tuviéramos el tiempo y la posibilidad
= de marcar todos los puntos de este plano que
- representan la ecuacion:

Fig. 1.3

y=2X+2,

observariamos que se forma una linea recta

como grafica de la ecuacion. Como resulta
| una recta, decimos que nuestra ecuacion es
i LA la ecuacion de una recta. En realidad toda
ecuacion del tipo:

y=mx+b

donde m y b representan numeros dados,
tiene como representacion una linea recta en
el grafico cartesiano.

1o
I =
N
=

Fig. 1.4 La reciproca no es cierta: no toda linea
recta en el plano cartesiano puede represen-
tarse por la ecuacion y =m x + b.

La excepcion esta dada por las rectas
A verticales, para cuyos puntos, y puede ser
y cualguiera, mientrasque x esta fija, y la
ecuacion que las representa es:

X:X]

5

Fig. 1.5

F
|

c
A
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Fig. 1.6

|
b
y=mx+b
:
C ¢ .-
1 X
—>§ e -b/m
I Fig. 1.7

En las rectas horizontales, del mismo
modo, y esta fija mientras que x puede ser
cualquiera:

il

(S N
il
< e

[

Pero estas ecuaciones corresponden,
en la ecuacion general:

y=mx +b. atenerm=0;

=v.0b=y, etc.

Diremos que la ecuacién general de la
recta y=mx +b (con la excepcion dada) es
unaecuacion lineal, para diferenciarla de otras
ecuaciones, porejemplo,y =ax*+ cx-, donde al
menos una de las dos incognitas aparece
elevada a una potencia que no es 1, y que
veremos en el caso mas sencillo, mas adelante.

En ésta expresion la palabra lineal debe
entenderse como relacionada con la linea
recta, y no otras lineas curvas.

Por supuesto, nadie va a tomar los
infinitos puntos Jue representan los pares
(x,y) que satisfacen la ecuacion. Como
sabemos que se trata de una recta, basta
conocer dos puntos de la misma para
determinarla, por ejemplo, los puntos Ay B (6
Ay C 6 ByC)dela Fig. 1.4 y viceversa, a
partir de la representacion es posible obtener
la ecuacion correspondiente. Para ver este
procedimiento, vamos a analizar el significado
de las dos cantidades m y b que figuran en la
ecuacion genera de la recta

v=mx+b

Podemos observar, primero, que para x = 0,
el valor correspondiente de y es y = b. Este
punto (x = 0; y = b) corresponde al punto B de
nuestra representacion anterior y es el punto
en que la recta corta al eje de ordenadas. La
distancia medida sobre la regla vertical entre
tal punto y el cero es justamente b. Como al
punto cero de cruce de los ejes cartesianos
también se denomina origen de los ejes, a
esta distancia suele llamarsele ordenada al
origen. La situacion se ilustra en la Fig.1.7,
donde no hemos colocado numeros por estar
trabajando con un ejemplo con cantidades
simbdlicas.

¢, Qué pasa cuando y = 0? De la ecuacion de
la recta,

y=0 = mx+b=0 = x=-b/m

lo que quiere decir que el punto (x =-b/m,y =
0) pertenece a la recta (o satisface la
ecuacion). Este punto es el llamado C en la
Fig.1.4, laabscisa al origen, el punto donde
la recta corta al eje de abscisas.

Entonces, para representar una recta de
ecuacion y = m x + b podemos determinar
dos puntos:

ordenada al origen
abscisa al origen

(x=0:y=Db)
(x =-b/m;y=0)

sobre el plano cartesiano y trazar la recta
uniéndolos. ;Quépasasi b=0,0seay=mx?

Siy=mx, para cada valorde mtenemos
una recta que pasa por el origen de los ejes
cartesianos y de este modo definimos todas
las rectas (excepto la vertical) que pasan por
el punto (x = 0; y = 0), de las que se han
representado dos en laFig. 1.8. Observe que
hemos puesto m, y m, para distinguirlas.



Fig. 1.8

Para saber coémo puede hacerse esta
distincién y qué ccnsecuencias tiene en la
representacion grafica vamos a usar un
ejemplo numerico:

Seany, =2xey, = 4x las dos rectas de
la Fig. 1.9. Ambas responden a la forma
general: v = mx, y J2asan por el origen cero.

y y=m,X

Para

x=1 = v :2;y3:4

x=2 = v =4y,=8

y se ve que para todo valor x > 0 (positivo) el
correspondiente valor de y, es menor que el
correspondiente valor de y,. Pero de las
ecuacionesrespectivas, observamos que esta
relacion también se cumple conlos m, 2y 4.
O sea que cuanto mayor seam, mas empinada
es la recta.

APENDICE MATEMATICO

Observe que en el caso general (conside-

remos por ahora positivasam, y m,)
y,=m X y,=m,x

para un x dado, los valores correspondientes
de y, ey, satisfacen la relacion:

y} . m,
y. m
y por lo tanto, si
m>m, =y, >y,

Como la cantidad m da informacioén
acerca de cuan empinada es la recta, se la
denomina pendiente de la recta. O sea que
visualmente, en una misma representacion
grafica, podemos distinguir que una recta
tiene mayor pendiente que otra. /Y por qué
en una misma representacion grafica?
Observe las siguientes figuras:

y A

—

A primera vista se diria que la recta del
grafico superior tiene mayor pendiente que la
delinferior. Sinembargo ambas son represen-
taciones graficas de la misma recta, y = 2/3
X; observe que ambas pasan por el origen y
por el punto (x=4,y =6). Lo que pasa es que
la regla de la grafica de la izquierda tiene
divisiones mas pequenas que la otra. Decimos
que la escala de los graficos es diferente.

F
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Lo mismo ocurriria si hubiésemos
cambiado la escaia del eje de ordenadas.
Entonces la comp-racion visual solo tiene
sentido silos ejes de ambas representaciones
tienenlamismaescala. o seala misma unidad
de medida. A esto nos referimos antes al
hablar deuna misma representacion grafica.

Tenemos asi que las cantidades m
(pendiente) y b (o-denada al origen) de la
ecuacioén de larectay = m x + b caracterizan
completamente a a recta: la pendiente da
(en la escala de la representacion) la
inclinacion de la recta respecto del eje
horizontal o de abscisas y la ordenada al
origen es la distarcia al origen con que la
recta corta al eje vertical o de ordenadas.

Seriaconveniente que realice los ejercios
de la serie 1.2, antes de seguir el desarrollo
de estos temas.

Veamos por ejempio, el 1.2.b)
X/3-y/5=1 = xX3-1=y/5 =
y,=Y3x-5 =
m = 5/3

de donde la ordenada al origen es b=-5y la
abscisa alorigenes(-b/m)=3,ylarepresentacion

grafica de la recta se muestra en la Fig. 1.11.

= b=-5:

Otra forma pos:ble de representar rectas
en el plano cartesiano es usar directamente
la ordenada al origen y la pendiente que,
como hemos dicho. esia relacionada con la

inclinacion de la recta respecto del eje

horizontal.

v.=(5/3)x-5

Fig. 1.11

Para expresar esta relacion debemos
hacer una incursion en el terreno de la ...

1.3 TRIGONOMETRIA ELEMENTAL

La trigonometria es una rama de la mate-
matica asociada al estudio de las propiedades
delostriangulos (tri: tres, gono: angulo, metro:
medir). Consideremos, para ejemplificar la
situacion, la representacion grafica de dos
rectas con la misma ordenada al origen:

y=mx+biy=mx+b

Sabemos que la recta sera mas empinada
(mayor inclinacién respecto del eje x) cuanto
mayor sea su pendiente, de modo que en la
Fig.1.12 se cumple que

m,> m, . ambas positivas

También podemos medir esa inclinacion
con el angulo 6 que la recta forma con el eje
x. Observe la convencién con que se mide ©:
a partir de la parte positiva del eje x y en
sentido antihorario, Fig. 1.13.

>

0 X 0

Fig. 1.13

En nuestro ejemplo para las dos. rectas
de la Fig.1.12

63>6



Ahora deseamos es-ablecer una relacion
matematica entre m y 6 para cualquier recta.
Consideramos entonces dos puntos cuales-
quiera (x,y,) y (x,y ) pertenecientes a la
recta, Fig.1.14. Para ahorrar escritura
simbolizaremos losincrementos (aumentos)
en las variables coordenadas con:

Ax =

XX,

Ay =y, ¥,

y usando la ecuacion de ia recta

y =mx +b

podemos escribir:
y,= mx,+ b
y,=mx+b

Restando miembro a miembro estas dos
ecuaciones tenemos:

Y- ¥,= (Mx+ b) - mx+ b) = m(x,- x))

O sea.:

A
m="Y

Ay = mAx Ax

es decir que la pendiente de la recta es igual
al cociente de incrementos, y observe que,
como los puntos tomados para definirlos son
cualesquiera, esta relacion es independiente
delosvalores(x,y,), (x,,y,) y €s unapropiedad
de la recta misma.

Dado que los ejes x, y (y por lo tanto
también los segmentos Ax y Ay) son pepen-
diculares entre si resulta un triangulo
rectangulo de catetos de longitud igual a Ax
y Ay, respectivamente, e hipotenusa dada
por el tramo de la recta entre los dos puntos
considerados, Fig. 1.15.

APENDICE MATEMATICO

Al

Va
A

Ax

Fig. 1.15

La longitud Al de esta hipotenusa se puede
obtener mediante el Teorema de Pitagoras:

AR= Ax2+ Ay?

Porotra parte, Ax yAy estanrelacionados
entre si por la pendiente de la recta:

Ay = m Ax.

Estas dos relaciones entre las longitudes Ax,
Ay, y Al han surgido hasta ahora en forma
geomeétrica. Podemos obtener otras relaciones
definiendo las funciones trigonométricas
asociadas al angulo 6:

A
senoB =senb = 2y

Al
AX
cosenod = cosh =-—
Al

<

= m=tel)

pasy

tangente© = tg0O =
AX

Repetimos: estas son definiciones. Hay otras
funciones trigonométricas que pueden
derivarse de estas fundamentales, pero que
no son imprescindibles para nuestro curso.

F
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Las funcionestrigonometricas dependen
exclusivamente del angulo considerado. Para
demostrarlo consideremos los dos triangulos
de la Fig 1.16, que comparten el angulo 6: el
triangulo mayor definido por Ax,, Ay, y Al
y el triangulo menor definido por Ax,, Ay, vy
Al,. Puede observar que estos triangulos se
extraendelamismarecta,y =mx+b,tomando
incrementos diferentes en las variablesx ey.

Entonces

y se ve que la relacion Ay/Ax, que da la
tangente del angulo 6 es la misma para cual-
quier Ay y cualquier Ax, es una relacion que
depende unicamente de la pendiente de la
recta o, lo que es lo mismo, del angulo6. Asi
la funcion tgo calculada con cualquier triangulo
rectangulo que deseemos construir, da siempre
el mismo valor.

Veamos qué pasa con las otras funciones
trigonométricas:

. AX,
cos B =—

tenemos: Al

1

pero

Al = JAX; +Ay} =
:\/Axf +{mAx,) =Ax, VI+m®

donde se ha usado que Ay = m Ax..

Analogamente

Al = AXx, 1+ m’
y entonces
Ax, A, ] 05 0
_— = — - = o=
All A:: 1/]+m:

y nuevamente la funcion trigonométrica co-
seno no depende de los valores particulares
de Ax y Ay. Finalmente, notemos que:
Ay \( AX
[—))(—) =tg O cosO
AXx J\ Al

Ay |
sen 6= =
Al

| m
]::>sen6:m ; - = }
\ vIi+m- \/I+m’,

y como tg b y cos ¢ son funciones indepen-
dientes de Ios valores de  Ax y Ay, sen 6
tambiénlo sera. Las funcicnes trigonomeétricas
dependen exclusivamente del angulo 0 al
que estan asociadas.

Del procedimiento anterior podemos
resumir las siguientes relaciones de las
funciones trigonométricas con la pendiente
de la recta:

tgb=m
5 1
COsO = —r
VIi+m”
m
sen =

o

Fig. 1.17

y las siguientes relaciones entre las mismas
funciones trigonométricas (jdeduzcalas!)

sen ©
toeO =
© cos6
]
CoS0 = —— ]
JI+1g®
te O = sen” 6+cos’ 0=1

senf = ———o —
VI+tg®



sen O
[0 = —

° \/l—senl?j

1 S
tg@z[ )\/’—cos‘E)z
cos O

B

]
Vcoso

NOTAS:

A) Hemos identificado la pendiente m de la
recta con la tangente trigonométrica del
angulo 6 que forma con el eje horizontal. En
rigor, esto no siempre es correcto y es una
fuente habitual de confusion por dos motivos:

i) Las magnitudes asociadas a los ejes
cartesianos. La funcién tg 6 no tiene dimen-
siones (0 unidades) porque se trata de un
cociente entre longitudes, Ay/Ax. Por otra
parte, en Fisica graficamos funciones que si
tienen unidades. Por ejemplo, la velocidad
de una particula con aceleracion constante
varia en el tiempo segun la expresion:

vit) =v +at

»

donde v_ es la velocidad inicial v = v(0), “a
la aceleracion y t 2l tiempo. Si graficamos
esta relacion en un diagrama cartesiano,
llevando t en abscisas y v en ordenadas, la
grafica resulta una linea recta. La pendiente
de estarecta eslaaceleracion del movimiento.

m=a

Fig. 1.18

y por tanto, esta medida en unidades de
aceleracion, es decir, en, por ejemplo, m/s2.
Porotra parte, lafurciontg notiene unidades.

APENDICE MATEMATICO

Entonces, hablamos mas rigurosamente si
decimos que la pendiente de la recta es
proporcional a tg 0, en lugar de decir que
son iguales. Por ejemplo sabemos que el
angulo cuya tangente es 1 es de 45°.

¢, Pero qué angulo tendra como tangente
a 1 m/s2?. No lo hay. En todos los casos de
interés para la Fisica, los ejes cartesianos
representan magnitudes fisicas y tienen
unidades, de modo que hay que tener cuidado
de no confundir la pendiente como relacién
de cantidades geométricas. Ademas,
tenemos un segundo problema, que es

ii) la escala del dibujo, sobre la cual ya
hemos hablado. Los dos graficos de la figura
representan el mismo movimiento, pero las
escalas (es decir, la longitud que representa
alaunidad de medida) de los ejes horizontales
correspondientes al tiempo son distintas, y
por lo tanto, son distintos los angulos de
inclinacion 6 de las rectas y sus tangentes
trigonométricas respectivas.

Sin embargo las pendientes, que dan la
aceleracion del movimiento, son iguales por
tratarse del mismo movimiento: 10 m/s2.

Este problematambién se salva conside-
jo a la pendiente como proporcionai a ia

ran

v A

Fig. 1.19
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tangente trigonomeétrica del anguio de
inclinacion en la representacion grafica.

Para una grafica dada, entonces, hay
una constante de p-oporcionalidad entre my
tgo: m = C tg 6. Esta constante C depende
de:

- las unidades dimensionales de las
magnitudes representadas sobre los ejes
cartesianos.

- la escala del grafico.

B) Sobre la medida de los angulos:

90° 180° 360°
/ /
1 S | |
0 AG
0 0 B
Fig. 1.20

EL uso corrient2 es medirlos angulos en
grados, de modo gue un angulo recto corres-
ponde a 90° y una vuelta completa a 360°. En
calculos cientificos a menudo es conveniente
usar otra unidad de medida que es elradian.
Supongamos una barra de longitud | que gira
alrededor de uno de sus extremos O. Se
define al radian como el angulo que gira la
barra cuando la longitud del arco de
circunferencia recorrido por el extremo libre
es igual a la longitud de la barra, como se
indica en la figura. Para cualquier angulo
barrido, su valor en radianes es igual al
cociente entre la longitud del arco de
circunferencia recorrido por el extremo libre y
la longitud de la barra, o sea:

O (radianes) =s /1

Para relacionar esta unidad de medida
con los grados usuales, podemos notar que,
cuando !a barra gira una vuelta completa el
angulo barrido es de 360" , y la longitud
recorrida por el extremo libre es 2 n'l, la
longitud de la circunferencia de radio I.

Entonces:
O (grados) = 360
2 wtradianes = 360°
O (radianes)=2mnl/1=2n
y se tiene que:
1 radian = 360/2n grados = 57° 17’ 45"
1 grado=2n/360 radianes=0,017453 radianes

Generalmente, el simbolo “rad” que
indica la medicion en radianes, se suprime en
la escritura. Existen tablas de las funciones
trigonométricas para angulos en grados y en
radianes, y todas las calculadoras que
incluyen funciones trigonométricas pueden
obtenerlas para ambas unidades de medida,
y a veces una tercera unidad, llamada
gradientes (grad).

Ca Annun

\ niant
Lo ULUINIVCHICTIIL

€ que recuerde el valor en
radianes de algunos angulos de uso comun:
0° =0 rad 90° = /2 rad
30° = /6 rad 120°=2/3 trad
45° = /4 rad 135° = 3/4 1t rad
60° = 1/3 rad 150° = 5/6 &t rad
180° = wrad
90°
120° 60°
135° 45°
150% 30°
180° 0°
Fig. 1.21
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Agunas propiedades de las funciones trigonométricas F
Ademas de las proniedades anteriormente mencionadas, daremos sin demostracion las siguientes (ver ;
cualquier libro de materraticas de 4° 6 5° afio del secundario) |
/ST 6=0,+0, ™N (Sl 8=8 -6, N
sen@=sen® +0 = sen O = sen (0, -8,) =
=sen B cos O - cos ) sen B, ¢ =sen 0 cos 0, - cos O sen 0, :
cos B =cos (B +0 ) = cos B8 = cos (0, -0,)=
=cos 0, cos 0 - sen O sen ), : = cos 6 cos 0, +sen O wen 0, :
[ { o = (]
lL‘.B: ll.'.‘I HI +{__} = —Tl" e F_l _H_ |\‘ = |\‘|{B U }~— .__.9--_I__{.j_
i ; S B TTE - (11 X I+ 129, 129,
e P P
( N [ R
Si 6, =6, en estas formulas, obtenga las Si 6, =0, en estas férmulas, obtenga las
siguientes para el angulo doble: siguientes para el angulo mitad:
y A e
sen(l@):fﬂscn Beos O scn: _{;: V—“ - cos B)
cu.\(le') =cos” I-sen” O= l;i -. r__ ST
=]-2sen” O= 2cos” O-1 cos | 2 ; - -“j (1+cos B)
— SR
lg(zels-:-'i:"- o8] [lmexn®
-1 I L L+ cos O

. A R J
N | , ™
Skt Si: Si"' 9+ 0, =r=360"=

sanl =con B, sen Bl =sen E:?:

l\me =—-sen B,

81+ 0, =90° = cos 6, =sent, B+ 6, = 180° = {cos B, =—cos O, ::’!ngd =cost),
126, = /1g8, g6, = -1gb, j['e = —1gb

90° : 180°
XS ez

0
Fig. 1.22 a Fig. 1.22 b Fig. 1.22 c.
;8 A
0 sen O cos O tag 6
e M 0 | 0
Valores R R i
07 Tl / vrj/: 0.866 \31 =575

i/2
= J_f = ) 7 S
especiales A7 /3 n \ﬁ/ = 0.707 |
i) ” - %r;ul ‘/_% = 1).866 B /2 v 3I=1LT732
90 * = T4 rad ! 0

.......................................................................

*Estas relaciones pueden obrenerse de las formulas para 0 - 6,, en este caso suele decirse que 0, = - ().
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1.4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Cuando tenemos una ecuacion lineal, o sea
aquéllas en las gue la incognita aparece
elevada solamente a la potencia cero o uno,
conunaincognita siempre es posible, algebra
mediante, hallar la solucion, es decir, el valor
de la incognita que satisface a la ecuacion.
Cuando se trata de una ecuacion con dos
incognitas no existe en general solucion unica,
sino infinitos pares de valores para las
incognitas que satisfacen la ecuacion vy
podemos representar tal conjunto de
soluciones mediante unarectaenundiagrama
cartesiano.

¢, Qué pasa ahora si tenemos dos
ecuaciones con dos incognitas?.

Cada una de e las puede representarse
en un diagrama cartesiano mediante una
recta, y expresarse en la forma

y=m x+b,
y=m, X+ Db,

Veamos si este sistema tiene solucion.
Para ello tiene que haber (al menos) un par de
valores (x, y)que satisfaga simultaneamente a
ambas ecuaciones. Desde el punto de vista de
la representacion grafica, como un par (x, y)
que satisfaga a una de las ecuaciones es un
punto de la recta que la representa, al tener que
satisfacer a ambas ecuaciones debe ser un
punto perteneciente a ambas rectas, es decir,
es el punto de cruce de ambas rectas en la
grafica, si es que las rectas se cruzan.

Fig. 1.23

A esta primera solucion la llamaremos
“soluciéon analitica” y para hallarla proce-
deremos con el denominado “método de
sustitucion” que quiere decir: despejar y en
funcion de x en una de las ecuaciones (o al
reves, x en funcién de y si resulta mas facil)
y reemplazar la expresion obtenida en la otra
ecuacion, que queda entonces unicamente
en términos de x (o de y en la otra version) y
entonces puede despejarse x.

Veamos cémo funciona el sistema :

y=m x+b
y=m x+b,

Por ejemplo, despejemos y en funcién
de x de la primera ecuacién: esto ya esta
hecho por la forma que tiene. Ahora
reemplazamos esta expresion para y en la
segunda ecuacion

m x+b =m,x+b,
Despejamos x:
m Xx-m,x=b,-b =
X = (b: - hl}/{ml - ;)

Obsérvese que xesigual a una expresion
que no contiene incégnitas: m, m,, b, y b,
son datos simbolicos conocidos.

Con este valor (que existira y sera unico
sélo en el caso en que m, # m,) para X
despejamosy en cualquiera de las ecuaciones
originales:

y=mx+b, =
= y=m, (bl—bl)/(ny —m_‘)+h, =
_ ml(bl _b|)+b|(m| _m_z__)

m, —m,

Entonces:
y=(m b,-m b +mb -m,b)(m -m,
y simplificando:
y=(m b,-m,b)(m -m)

que es el valor de y.




Luego el par
x=(b,-b/(m -m,)
y=(m b,-m_ b )y(m -m,)

es la solucion del problema, es unica sélo en
el caso ya mencionado en que las rectas se
cruzan y no son paralelas o superpuestas.

La resolucién grafica consiste simplemente
en dibujar las rectas representadas por las
ecuaciones y determinar el punto de corte:

Y| y=mxtb,

y = mx+b,
o :
1
A _
0 X

Fig. 1.24

De las ecuaciones que dan la solucion al
problema puede verse que hay un caso
problematico: ;qué pasa si m, = m,? La
diferencia (m, - m,) aparece en el denominador
tanto para el valor solucion de x como para el
valor solucion de y, v sabemos que no es
posible dividir por cero. Llendo hacia atras en
nuestra algebra volvemos al paso inicial donde:

mlx+h| m‘x+h:

simplificando:
b, =b,

pero esto no es generalmente cierto. Si
originalmente b, = b,, las dos ecuaciones
representan la misma recta y entonces no
tenemos dos ecuaciones con dos incognitas
sinouna ecuacion condos incognitas escrita
dos veces y hay infinitas soluciones (todos
los puntos de la recta). Si originalmente b, #
b, esta relacion que obtuvimos es falsa y por
lo tanto

mix+b| #m, x + b,

de modo que no hay solucion.

APENDICE MATEMATICO

Para verlo en la representacién grafica,
observemos que

y=m Xx+b,
(b, #b,)
y=m,x +b,

Y

Fig 1.25

representan dos rectas de igual pendiente y
distinta ordenada al origen, o sea, dos rectas
paralelas, y las rectas paralelas no se cortan,
lo que es otra forma de decir que el sistema
no tiene solucion, o sea, que no existe ningun
par (x, y)que simultaneamente pertenezca a
ambas rectas.

Cuandotenemos escritas las ecuaciones
en la forma de ecuaciones de rectas, es facil
por inspeccion observar si las pendientes
soniguales entre siy decidir, antes de realizar
el calculo, si el sistema tiene o no solucion.

En general, el problema de dos ecuaciones
con dos incognitas viene formulado de la
siguiente manera:

a,x+b y=c,

a,Xx+b,y=c,

donde a,, a,, b,, b,, ¢, y ¢, son simbolos de
valores numéricos conocidos. Le dejamos como
ejercicio demostrar, usando el meétodo de
sustitucion, que la solucion de este sistema es:

e — bk
X = ———
b;as— bsa;

Gl = 0.4,

— Dl

y:

y que la condicion de solucion inexistente
(rectas paralelas) esta dada por

aifh] = ajlb_,

F
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En la serie ce ejercicios 1.4, al final del
Capitulo 1, puedes practicar con valores
nuMericos.

Asi como para despejar una incognita
necesitamos una £cuacion, para despejar dos
incognitas necesitamos dos ecuaciones, en
general, si existe solucion, para despejar un
numero cualquiera N de incognitas se necesita
disponer de N ecraciones que las vinculen.

La rama de las matematicas que estudia
la resoluciéon de estos sistemas complicados
de N ecuaciones con N incdgnitas se
denomina algebra lineal.

Dispone de poderosos métodos de
calculo basados en una sistematizacion
del método de sustitucién que hemos
planteado para e caso N =2. Desde ya que
la cosa se comp ica a medida que aumen-
tamos N, pero la ‘ilosofia del procedimiento
es siempre lamisma: despejar unaincognita
en términos de as otras, sustituir en las
ecuaciones originales y simplificar, con lo
que se obtiene unsistemade (N- 1)ecuaciones
con (N-1) incégnitas. Repitiendo el proce-
dimiento se obtiene un sistema con, sucesi-
vamente, (N-2). (N- 3),... ecuaciones con
(N -2), (N-3), ..incognitas, hasta que se
llega a una ultima ecuacion con una unica
incognita (que resultara en general muy
compleja si previamente no se realizan
simplificaciones numéricas). Se obtiene el
valor de esta inccgnita y se la reemplaza en
e par de ecuaciones con dos incognitas
obtenidas en el paso anterior, calculando asi
el valor de la otra ncognita. Pasos sucesivos
permiten obtener'os valores de las incognitas
restantes hasta completar el calculo. Por
supuesto, el sistema tiene una unica solucion
onotiene solucior otieneinfinitas soluciones.
Para que no haya solucion basta que cualquier
par de ecuaciones del sistema no la tenga.

Si quiere practicar, use el método de
sustitucion para e’ sistema (modesto) de tres
ecuaciones con tres incognitas.

S5x-2y+32=21
2x+y-27=-3
X-y+z==6

Respuesta: (x=2.y=-l:z=23)

1.5 ECUACION CUADRATICA

Hasta aqui hemos visto ecuaciones (o sistemas
de ecuaciones) en que lasincognitas aparecian
elevadas a la primera potencia o a la potencia
cero)

x'=x ; y'=y

llamadas ecuaciones lineales. ;Qué pasa si
tenemos ecuaciones conincognitas elevadas
a cualquier potencia? Por ejemplo:

3 3 Y | a5 W
X*=XXIy =YY R salrsyt s :‘Jy' ;

cle

La primera respuesta es que la cosa se
complica mucho. Por esa razéon vamos a
estudiar, ya que es de uso comun la llamada
ecuacion cuadratica oecuacion parabolica
en que unicamente una de las “variables”
esta elevada al cuadrado; la forma general
que trataremos es:

y=ax'+bx+c

Esta es una ecuacion con dos incognitas,
y entonces, al igual que en el caso anterior, no
tiene solucidn unica sino un conjunto infinito de
soluciones. Para ecuacioneslineales, la grafica
cartesiana representa este conjunto como una
recta. Si la ecuacion no es lineal, la grafica
resultard generalmente una curva. La curva
que representa a la ecuacion cuadratica en un
diagrama cartesiano se denomina parabola,
de donde el nombre de ecuacion parabdlica.

Para observar la forma de una parabola
en la representacion cartesiana, haremos una
tabla de valores que consiste en encolumnar
pares (X, y) que satisfacen la ecuacion
cuadratica y llevarlos a los ejes cartesianos.

Para ello asignaremos valores ax y con la
ecuacion calcularemos los correspondientes
valores de y.

Supongamos la ecuacion:
V=2 {ed g3

A continuaciéon damos la tabla de valores
(icompruébelos!) y la grafica de la curva:
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Observe que la parabola tiene un vértice (x = 1, y = -5) por el cual pcdemos trazar un eje
vertical de simetria (dibujado enlinea de rayas en la figura): la parabola se ramifica en forma
simétrica a ambos ados de este eje. Observe ademas que la paraboia corta al eje de
ordenadas en (x = J; y = -3). De la ecuacion general:

y=ax?+bx+c

la ordenada al origen resulta de hacer x =0 =>y = cy éste es justamente el valor de cruce
de la parabola con eje y.

Es mas dificil conocer el cruce de la parabola con el eje x, que en realidad pueden ser:

- Dos puntos de cruce (como en la figura).

- Un punto de cruce (cuando el vértice se
produce exactamente sobre el eje x.

- Ningun punto de cruce (cuando el vertice y

todo el resto de la parabola estan porencima
2 cruces o por debajo del eje x). Estas situaciones
se ilustran en la Fig. 1.27. Note que la
parabola puede apuntar hacia abajo o hacia

arriba, y el vértice estar en cualquierposicion
del grafico x, y. Volveremos sobre esto.

[T\

El cruce con el eje x implica hallar la
solucion de la ecuacion cuadratica bajo la

condicion y = 0, 0 sea
;F ax2+bx+c=0

ningun cruce La solucion de esta ecuacion cuadratica
puede obtenerse mediante una triquinuela
matematica, que suele denominarse

“completar cuadrados”, sabemos que:

Fig. 1.27
(a+b2=(a+b)(a+b)=a2+2ab+b2

>0 =N — M

2sgf i’
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F Entonces:

a2+2ab=(a+b)-b?

>0 -0 -

y si tenemos una expresion como “a2 + m a”
donde m es una constante cualquiera,

podemos suponer m =2 by escribir:
a2+ma=at+2ab=
=(a+b)2-b?=(a+ m/2)2- m?/4

Esta es la “triquinu.ela” que usaremos para

resolver la ecuacion cuadratica:
bx+c=0

ax?-+

Primero dividimos toda la ecuacioén por a.
Como 0/a = 0 cualquiera sea a (distinto de
cero, por supuesto) tenemos:

x2+blax+c/la=0 = x2+bfa x =-¢/a

Completamos cuadrados en el primer

miembro:

X2+ b/a x = 1x + b/2a)? - b2/4a2
y, entonces,

(x + b/2a)?2 - b¥4a2=-c/la =

(a + b/2a)2 = b¥4a? - ¢/a = (b? - 4ac)/4a?
y, observando que la raiz cuadrada del segundo
miembro puede ser positiva o negativa, ya que
(+b)2 = (-b)?, obtenemos:

2a

¢, Qué representa el doble signo?.

Que tenemos dos soluciones posibles:

-b+ \r'..T_T’ —421(-:‘
X e

2

—b =4/ h —-4dc
X, = ——

B 24

lo que es otra forma de decir que la parabola
corta al eje x en dos puntos. Pero hemos
dicho que no siempre ocurre esto.

290

Por ejemplo si
b2=4ac

el radicando se anula y tenemos que x, = X,
—-bfza Los dos puntos de cruce se confunden
en uno, que es el vertice de la parabola.

Y de paso observamos que, sin quererlo,
hemos hallado la abscisa de! vértice de la 1
parabola:

X =-b/2a ]

y de la ecuacion cuadratica hallamos la
ordenada de ese vértice.

y=ax?+bx +c=
= a(-b/2a)? + b(-b/2a) + ¢ =

=b¥da=b?2a+c=

=-b%/4a+c =
= -1/4a (b? - 4ac)
tal que, resulto:

= -1/4a (b2 - 4ac)
y ‘
i q
| 1 x'jk lxlvn x: 1 - i
| | 1 : 1 I X '
| [l
Vg oo 1

Fig. 1.28

iObserve que el paréntesis es justamente
el radicando del que veniamos hablando!
Si la parabola tiene su vértice sobre el eje x,
entonces légicamente y = 0.



Hay un tercer caso, en que el radicando
b2 - dac

es negativo. En tal caso la raiz no tiene
solucion real (su solucién es un numero
complejo) y no hay cruce de parabola con el
eje x. Sin embargo puede verse que la

expresiones ya mensio-nadas parax ,y valen

también en ese caso. Al radicando se lo suele
denominardiscriminante [A] de la ecuacion
cuadratica.

Calculemoslos puntos de cruce de laparabola
del ejemplo con el eje x.

Aqui, a =2, b = -4, ¢ = -3. Entonces:

_—btb’ —dac _
%2 = 2a -
_44,/16-4-2.(3) _ 42440
- 4 4
j gue coinciden con
X, :i@ =2.,581 los valores que
4 podiamos obtener
4 — 40 (idealmente) de la
X, = —— = —(.551 rafica
it 4 g 5

Calculemos las coordenadas del vértice:
x =-b2a=-(-H/2:2)=1]
x, =1
y, =-1/4a (12 - duc) =
=-1/4-2[16 - 4-2.(-3)] = -40/8
y. =-5

que también coinciden con los valores
obtenidos del grafico.

Otras relaciones que podemos obtener
ligan la posicion del vértice con los puntos de
cruce con el eje de abscisas.

—b—+/b*—4ac

Sean

_ -b++b*—4ac

2a : 2a

X

APENDICE MATEMATICO

Entonces (jcompruébelo!):
X,+ X, = 2 X,
ademas,
X, X, =cfa
__|A
Ry =Ry = ke
Va

Para compietar este analisis de la
ecuacion cuadratica debemos mencionar un
criterio para decidir sin graficar si la parabola
apunta hacia arriba o hacia abajo, o dicho en
términos mas tecnicos, si la concavidad se
halla hacia abajo o hacia arriba (relea esto
mirando la grafica del ejemplo, por favor).

Lamentablemente no hemos halladouna
forma simple de estabiecer este resultado,
por damos sin demostracion:

a >0 => concavidad hacia arriba

a < 0 => concavidad hacia abajo

Fig. 1.29

Y resumimos ahora las propiedades de
la parabola, siendo:

A =b?-4ac
- Coordenadas del vértice:
X =-bl2a.y =-Alda

- Interseccion con el eje y: x =0:y = ¢
(ordenada al origen)

- Interseccion con el eje x:
" (AN vp =
X,,=12a(-b+VA)y=0
.dos cruces si A >0
. un cruce (vértice) si A=0

. ningun cruce si A <0

00— ="

291




ALGEBRA

20— W — M

292

1.6 NOTACION CIENTIFICA

En fisica a menudo nos encontraremos con
numeros muy grandes o pequernos, lo que
complica el usarlcs en calculos. Por ejemplo,
lamasade latierra, expresada en kilogramos,
es:

m,. = 59800000:00000000000000000 kg

y la masa de la particula llamada electron,
que forma parte de los atomos es:

m_ = 0.000000000:0000000000000000000091 kg

0 sea que m_ esta dada por 590 seguido de
22 ceros y m_por 91 precedido por 30 ceros
después del punto decimal.

Es entonces logico tratar de expresar
estas cantidades de una forma tan compacta
como sea posible, y esa forma es lanotacion
cientifica o notacion exponencial.

Para escribir un numeromayor que 1 en
esta notacién vamos corriendo sucesivamente
el punto decimal (coma decimal) hacia la
izquierda. Cada desplazamiento de una
posicion equivale a dividir el numero por
diez:

T =37, 3TH 100 =377
377/1000 = 0,377

de modo que para mantener el mismo numero
debemos multiolicar por diez en cada
desplazamineto:

377 =37.7- 10: 377=3707- 100
377 = 0.377 - 1000
o lo que es lo mismo:
AT =317+ 10 377 =377 10%
ST =0377 = 1P

y asi sucesivamente. En el caso de m,
tenemos:

m, = 5980000000000000000000000 kg
22 ceros

m, =598 - 102 =598 10

resulté finaimente m, = 5,98 10%, que es la
notacion cientifica buscada.

Para numeros menores que 1 corremos
el punto decimal hacia la derecha. Cada
desplazamiento de una posicion equivale
ahora a multiplicar el nimero por diez:

0,00377 - 10 = 0,0377;
0,00377 - 1000 = 3.77

de modo que para mantener el mismo nimero
ahora debemos dividir por diez en cada
desplazamiento, con la notacion:

1710 = 10°'; ... 171000 = 10°*; etc.
Luego:
0,00377 = 0,0377 10" = 0,377 10- = 3,77 10
En el caso de m_tenemos:
m_ = 0,00000000000000000000000000000091 kg
30 ceros
m=0.91 10" kg
m_ =9,1 10" kg

Las calculadoras con notacion cientifica
tienen una tecla “E”, “Exp” para ingresar
numeros en esta notacién. Verifique la suya
para ver como aparecen |0s numeros en
pantalla.

Recuerde que:

10* = 10000
104 = 1000
10° = 100
10" =10
I = 1
10! = 0.1
10~ = 0,01
104 =0.001
10+ =0.0001




;,Como operar con numeros con esta
notacion?

Para ello es necesario recordar que:

=a

a*-a
(se suman las potencias en el producto)
Afat =8 gt =%
(se restan las potencias en la division)
l/a*=a™: 1/a" = a*
(se pasi de numerador ¢ denominador y viceversa

cambiando el sirz2o de la potencia)

Por ejemplo:

afat=a""=

todo nimero elevado a la ceroda 1
(menos el cero)

ala‘=a'"Y=al=2a

todo numero elevado a la 1 da el mismo
namero

alad=a%"=at=1la

todo namero elevado a la (-1) da la
inversa del nimero.

Si se marea con estas sumas y restas de
exponentes, intente expresar las operaciones
escribiendo las potencias como productos
repetidos, como:

a‘=a-aa
3 veces

a® = a-a-a-a-a
5 veces

APENDICE MATEMATICO

Entonces: F
|
s i e s s §
a’-a’ =a-aaaa-aaa=aaaaaaaa=a I
a-a-a-a-a . C
afat=——=aa=24a’ A

aa-a

a'xa*xa*=aaa-aaa-aaa=a’
9 veces

Como este procedimiento es eficaz hasta
cierto punto,por ejemplo, considere la
operacion

nY a5 f . —
a ] 'dﬁ fd“——d“q.

trate de volver al esquema anterior una vez
que comprendio la operatoria.

Aclaremos estas reglas con otro ejemplo:

Calcularlafuerza de atraccién gravitatoria
entre la Tierra y el Sol, usando la Ley de
la gravitacion de Newton :

M, M,
F=G
42
donde:
G=6.67x10""Nm¥kg2(cte.de gravitacion universal)

M, =598 x 10¥kg  (masa de la Tierra)

M, =2x 10" kg (masa del Sol)

d=15x10"m ; (distancia Tierra - Sol)

No nos preocupemos por el momento
por las unidades de estas magnitudes. Estan
todas en el llamado Sistema Internacional y
son compatibles entre si. Vamos al algebra
de la operacion:

.67 10 308 102 1"

F=
(1,5 10')?
Observe que:

(1.5-10")" =(1,5-10")-(1.5-10") =

=1,5-1,5-10" - 10" =

(1,507 =10 =2 95152
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Luego

_ 6,67-5.98-21077 107 - 10"
2 10

F

-67 ) 5 98 _2 I{)--1|1-24+_‘~U—22

e TN | . 1
o DT D 0T 50 o gy
0

Ejercitese calculando la fuerza que la
Tierra ejerce sobre unhombre de 70 kg parado
sobre el Ecuador aqui:

5 oML M
F=0
R

['

G y M. tienen los mismos valores que en el
ejemplo,

m, = 70 kg (masa del hombre)

R, =6,37x10°(radio de la Tierra en metros)
La respuestaes F - 688 N=6,88 x 10° N

(En las unidades del Sistema Internacional:

688 N =~ 65 kgf).

1.7 EJERCICIOS DE APLICACION

SERIE 1.1 A

Verifique los siguientes resultados:

1.1.a
S5 . . e
(4-3.5)-12,5
— et =25
42~8-[7»|)+127[9—4]—7,52
3 5
1.1.b
1650/[24/(3-4)-12-7-6]+4.4 -

=13-(6-50) (9-HET-0.35

1.1.c

3,5-[ 12—9 —-5] -5,6-2.5
- -=(
6+4.3
4.7+(8—l,8)-( )

SERIE 1.1 B

Hallar x en las siguientes ecuaciones:

1.1d

Ix-10x=8x-30 X =2
1.1.e
2x+3=-30+4x +27 x =10
1.1.f
4x+06(x-1)=10(04x-1+x) x=I
1.1.9
X2+ x/3-2=13 x= 18
1.1.h
(2x+ 1)/4+ x/2=9/4 X=2
1.1.i
(10-5x)/2-(8-2x)/2-1112=0 x=-3
SERIE 1.2

Se desea representar en un grafico cartesiano
las rectas cuyas ecuaciones se dan:

1.2.a

-2x+3y,=6 (m=2/3;b=2)
1.2.b

x/3-y /5= (m=5/3; b=-5)
1.2.c

03x-y.+1.3=0 (m=03:b=1.3)
1.2.d

Vs + &% =1 (m=-l;b=-1)



1.2.e

y.+4x-5=0

SERIE 1.4

Verifique estos resuitados y grafique las rectas
en un plano cartesiano

1.4.a
vty =4
(x =-2;y=6)
-\+_\-'rf]
1.4.b
2\—}'2—1
(x=-l:y=-1)
x-2v=1l
1.4.c
3x-2y=1
(inexistente)
6r-4v=10
1.4.d
x+2y=22
(x=20y=01)
Ix-2vy=258
1.4.e
4y-3x+1=0
(x=-l;y=-1)

SERIE 1.5

Halle en las siguientes parabolas: las
coordenadas del vértice, los puntos de
intersecciéon con los ejes e indique hacia
donde apuntan.

1.5.a

y=3x2+2x+3

APENDICE MATEMATICO

1.5.b

y=-2x2+x- 1
1.5.c

y=1/2x2-2
1.5.d

y=-2x2+3x-5
1.5.e

1.8 PROBLEMAS DE APLICACION

SERIE 1.1
1 - Resolver:
a)2x+4=0
RYI:ix-2y= 1)2
C)-2x+1=-x+2
d)S+3x-2)=(x+21):3+8
e)2 - 1}={(x+23});
2 - Dado v = (2v\v,)/(v, + v,) obtener la

expresion de v.,.

3 - Dado mgh =(1/2)mvZ + mgh y r = v/w,
obtener la expresion de w en funcién de gy h.

4 - Dado

y=y, +tgox + (1/2) g x¥(v 2 cos?a)

a) Hallar y, sabiendo que

y,=30=0%g=-10;x = 16; v_ =40

b) Hallar v , sabiendo que
g=-10: a0 =30°% x =100y = 10;

V=70,

00— —mTn

- 295



ALGEBRA

F

S

|
c
A

296

5 - Pormedio de una calculadora se obtuvieron
los siguientes resultados:

a) sen 60)° = .866025404
b) sen 377 = 0.601815023
c) sen 537 = 0.79863551

Redondear los valcres con 5; 4; 3; 2 y 1 cifra
decimal.

6 - Al resolver una serie de problemas, se
obtuvieron, usando calculadora, los siguientes
resultados

X, = 2473863375
X, = 2208366141
X, = (1,.324822783

Redondear al segundo decimal.

7 - Utilizando las tablas de unidades, verificar
las siguientes ecuaciones.

a)a, = vr

b)v= V(2E /m)

C) E = p%/2m

d)v=ow/f

e)y =y, +xtga+(1/2) g x¥(v *cos’a)
NFt=mv

8 - A partir de la ley de gravitacion universal:
F = -G (m m,)/r? obtener las unidades de la
constante G.

SERIE 1.2

1 - Representar en |os ejes cartesianos los
siguientes puntos:

A:(6;2) B:(-2; 3/2) C:(1: 0) D: (0; -1)

Hallar la distancia entre Ay D; Cy D

2 - Graficar las rectas dadas por las siguientes
ecuaciones.

L:y=-2%+3 L:y=1
Loy=2x-3 s x=3
L:y=-2 L:x=-1

3 - Hallar la ecuacion de la recta tal que:
a) Pase por A: (0; 5) y B: (-2; 1)
b) Tenga pendiente m = -3 y pase por (2; 0)

c) Tenga ordenada al origen b =2,5y pase
por (-0,5; 2)

4 - Obtener la ecuacién de cada una de las
rectas que pasan por  los siguientes pares

de puntos
ajP:2i1) ¥y PG3i=l)
b)P:(l;4) vy Py (-2;: 4)
P28 ¥ B:2-1)

diPz6;0) ¥y P:(0:3)

5 - Obtener las ecuaciones de las rectas que
pasan por A y cumplen con las condiciones
indicadas

a) A: (1; 4) y tiene abscisa al origen g =8

b) A: (5: 2) y tiene ordenada al origenb =7

6 - Determinar la ecuacion de la recta paralela a
a) y =2x +3 que pasa por B: (5; 1)
b) y = -x +4 que pasa por C: (0; -2)
C) y = -2x + 3 que pasa por el origen

7 - Hallar las ecuaciones de las rectas
graficadas

v




8 - ;Qué caracteriza el conjunto de rectas de
ecuacion y =mx + b si

a) se hace variar m manteniendo b constante?

b) se hace variar b manteniendo m constante?

SERIE 1.3

1 - Efectuar
a) 28' 53" - 11 =
b) 180°/8 =
C) (48°-3 /5=
d) 3/7 de cuadrante =

2 - Expresar en grados y minutos el angulo o
(una de las respuestas es la correcta)

) a=125°

B a) 12° 5': b) 127 50 ¢ 12° 300, d) 127 25

Il o =48.~"

R: a) 48° 30'; b) 48° 20"; c) 48° 18'; d) 48° 2’

3 - Expresar en forma decimal el angulo o
(una de las respuestas es la correcta)

I) oo = 15° 30

R: a) 15,50°; b) 15.30°; ¢) 15,33°; d) 15,20°

II) a = 23° 20’

R: a) 23,2°; b) 23,.33°%; ¢) 23,30%; d) 23.,25"

4 - Expresar en grados, minutos y segundos
los siguientes angulos expresados en
radianes:

a)w: 5w |

b) 5/4r: Tr/36: 2.25

APENDICE MATEMATICO

5 - Expresar en radianes los siguientes :

angulos:

dy 57t 307 457 802 127 THP; 270%: 300¢

b) 22° 30" I giro: 3/5 de un giro; 1
cuadrante; 5° 25'; 50°

6 - Hallar las longitudes de los arcos AB
indicados en las figuras sir =4 cm:

a) b) c)
B §
) (),
W/
0 =45° 8 =120° B =225°
d) e) f)
A
B
0 = 360° 6 =30°

7 - (A qué angulo corresponde un arco de
longitud | sabiendo que el radio es de 25 cm?:

a)l=10cm b)I=48cm c)l=1cm
di=25cm e)l=60cm f)1=157.08 cm

8 - Sin usar calculadora haga corresponder
las funciones de la columna izquierda con los
valores tabulados a la derecha.

1) sen 817 53’ a) (-5/2)
2) tg 259° 42' b) (-3/25)
3) cos 96° 54 c) (99/100)
4) sen 14° 28’ d) (1/4)
S)tg 111° 48 e)(11/2)

F

S
|
c
A
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I} sen 217¢ a) 0.9848
2Ycos 273" b) (-0.601R)
3ytg 115 c) 3.0776
4) sen 100)° d) (-2.1445)
S) tg 252 e) 0.0523

9 - Hallar los valores de oo menores que un
giro que verifican las siguientes ecuaciones:

a)sena=0 cisena=-1 e)seno=0,8

b)senoe=1 djcosa=1/2 f)cosa=0,8

10 - Calcular los valores dea y de las funciones
trigonométricas de o en cada caso:
a)sena=1/2 y cos >0
b)tgo =v3 y sena<0
C)sen x=-7/16 y cos a < ()
)

d)cosa=-06 y tga<0

11 - ;Qué longitud debe tener una escalera
para poder alcanzar un estante a 2.30 m de
altura, formandc un angulo de 6°con la
horizontal?

12 - ;Cual es la pendiente de un cablecarril
recto de 250 m de recorrido cuyas alturas
sobre el nivel del mar son 850 my 932 m?

13 - Un péndulo de 50 ¢m de largo se aparta
30° de la vertical. ;Cuanto se eleva respecto
del equilibrio?

14 - Calcular la lcngitud de un tramo de via,
con una pendiente del 7% en 4 km.

15 - Calcular la distancia del punto C al lado
AB y el areadel triangulo rectangulo de la
figura.
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SERIE 1.4

1 - Resc'ver los siguientes sistemas de ecua-
ciones

a) m=-1/20+1)
m-i2-i=0

b) 2t-x=-]
=28 = |

C) 3(x+y)=x-y
x-23y=16

2 - Dadas las rectas L,y L, hallar el punto de
interseccién analitica y graficamente.

L:x=5t+7

| L::x:-1+2

3 - Resolver los siguientes sistemas de ecua-
ciones

a) 8x-3y-7z=85
X+6y-4z=-12
2X= 3y +z=33

b) x+y=18
y+z=24
2+ =22

4 - Dado el siguiente sistema
M+m)g-T=M+m)a
T-Mg=Ma
a) Hallar el valor de a sabiendo que
g=10: M=4: m=1
b) Hallar el valor de m sabiendo que
M=12:

g=10: ==,

5 - Dado el siguiente sistema de ecuaciones

F-T-P sena=m, a
T-P,sena=m,a

obtener Ty a en funciénde m . m:F. gy o.



6 - Dado el siguiente sistema de ecuaciones
F-T =m a
T, -T,=m,a
B+ mE=m,q

a) Obtener a en funcionde m . m,.m_ yF
b) Obtener F en funcion dem , m,, m_y a.

7 - A partir de las expresiones
x=x +\ t+12at?

vyv=V <+l

Demostrar que al eliminar el parametro t
se obtiene la ecuacion

vZ=v2+2a(x-Xx)

SERIE 1.5

1 - Representar en un mismo grafico las
siguientes funciones cuadraticas. Compararias
y deducirlainfluencia del coeficiente del término
cuadratico.

a)y=2x2 byv=4x2 ¢)y=1/3

d)y=-2x2 e)y=-1/4x2 )y =-1/2x2

2 - Representar las siguientes funciones cua-
draticas. Comparar:as y deducir la influencia

del término independiente.
a)y=3x2-3 c)y=1/2x2+2

b)y=-1/4x2- | d) y =-3/2x2 -1/2

3 - Representar las siguientes funciones cua-
draticas. Compararlas y deducir la influencia
del coeficiente del término lineal.

C) y = 2x2
d)y=-13%2-1/6x-3

a) y = -x2 + 4x
b)y=x2-3x+1

4 - Hallar las ecuaciones de las siguientes
parabolas graficadas en el semiplano de
abscisa positiva; siendo a el coeficiente del
término cuadratico.
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5 - Dada la ecuacion de la parabola
P:x=12-4t-35
a) Graficarla.

b) Hallar el punto de interseccion con el eje x.

c) Hallar, silostiene, los puntos de interseccion
con el gje 1

d) Hallar las coordenadas del vértice.

6 - Idem ejercicio 5 para:
P:y=4+t-1/2¢

7 - Hallar, si los tiene, los puntos de
interseccion de las parabolas dadasen5y 6
con la recta.

L:y=-3t

8 - Hallar los valores de t para los que se
cumplen las siguientes ecuaciones

a)t(t+3)-3t+4)=0

b) 1 (t + 3) =5t
t+ | -1

C)——=—— contztl
t-1 t+ 1

d)(t-1)2=(t+3-1)-4
2+1

e) -(8t+1)=0 cont#0

t
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9 - Dada la ecuacion

y=y, t+tgax + 1/2 g x*(v 2cosa),

: hallar los valores de x que cumplen con la

misma.
Datos:
g=-10:a =30°%+ =100y =15;y=38
10 - Dada la ecuacion de la circunferencia
Cox® =325
a) Graficar.

b) Hallar su perimetro y su superficie.

c¢) Hallar la longitud de un arco que abarca
307; m/4 radianes: 1/3 de giro.

d) Hallar las coordenadas de los puntos de
interseccion con la

Liy=x+35

SERIE 1.6
1 - Resolver sin usar calculadora

a)S310*+1610°=
b) 4.8 10 -5,6 10" + 8.1 10" =
C)24 1075107 =

d) 25/6 10°. 8.4 10", 12/7 10 =
e) (12/5 10) /(24725 10 =

f) 102/510" =

g) (3 10%)2 =

h) (5 10%)* =

i) 08107 =

) {5‘710—3 -

) QS i

f[}.ls'-'-’

2 - Resolver expresando previamente los
factores en notacién cientifica (sin usar
calculadora):

a)

16000 - 0,0002 - 1.2

2000 - 0,006 - 0,00032

6000000 - (0.00004)

(800)7 - (0,0002)*

3 - Sabiendo que la aceleracion de la grave-
dad en la superficie de un planeta se calcula
mediante la expresion g = G M /R2 M:
masa del planeta; Rp: radio del planeta,

a) Hallar la gravedad en la superficie de la
Tierra.

b) Si la gravedad en |a superficie lunar vale
.69 (en unidades del Sistema Interna-
cional), y su radio es de 1.7 10°, hallar la
masa de la Luna.

4 - Hallar, usando el resultado del problema
anterior, la fuerza de atraccion que existe
entre la Tierra y la Luna. (d,, = 3.84 10%).



