CAPiTULO 7

TRANSFORMACIONES LINEALES.

Las transformaciones lineales son funciones entre espacios vectoriales.
Ellas preservan (mantienen) las estructuras lineales que caracterizan a esos
espacios: los transformados de combinaciones lineales de vectores son las
correspondientes combinaciones de los transformados de cada uno de los
vectores.

Las funciones que mantienen las estructuras caracteristicas de los es-
pacios entre los que actidan son de especial importancia porque permiten
"moverse” entre ellos comparando las estructuras que los definen; en par-
ticular, permiten analizar cudn diferentes o semejantes son desde el punto
de vista de esas propiedades (lineales, en el presente caso). En este sentido
las transformaciones lineales son tan importantes en el estudio de los espa-
cios vectoriales, como las isometrias o movimientos lo son en la geometria

métrica.

7.1. Transformaciones lineales

DEFINICION 7.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K y T : V — W una funcién. Diremos que T es una transforma-
cién lineal si satisface :

EJEMPLO 7.1. Sean

C'={f: R— R/ fesderivable} CF = {f: R — R}.
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La transformacién T : C* — F tal que T'(f) = f’ es una transforma-
cién lineal, pues se cumple que
DT (fi+fo)=(h+f) =HA+H=TF)+T(f)
i) T(af)=(af) =af =aT(f)

EJEMPLO 7.2. Sea V un espacio vectorial y sea A € K. La funcién
T:V — Vtal que T (v) = Av es una transformacién lineal. Efectivamente:
i) T (vy +v2) = A (7}1 + v9) = Avi + Avg = T(Ul) + T(Ug)
i) T (av) = Aav = adv = aT (v)

EJEMPLO 7.3. Sea V un espacio vectorial y vg # 0 un vector fijo de V. La
funcion T : V — V tal que: T (v) = v+ vp no es una transformacion lineal,

puesT(vl +v9) = vi+uvatvy #F vi+tvot+vet+vy = T (v1) +T (v2).

Las propiedades i) y ii) de la definicién anterior se pueden resumir de la
siguiente forma:

PROPOSICION 7.1. T: V — W es una transformacion lineal si y sélo
siT(arv1 + agvy) = a1 T (v1) + a2 T (v2) Vai,ay € K Yuy,ve € V.

DEMOSTRACION. Sean a; y as escalares y v1 y vo vectores.

(=) T (agvy + agve) = T(azv1) + T(agve) = a1 T (v1) + asT (vg).
(<) En el caso particular en que a3 = az = 1 se obtiene T (vy + v9) =
T (v1) + T (v2), y en el caso particular en que as = 0 se obtiene T (ajvy) =
ar T (vy) . O

PROPOSICION 7.2. Sea T : V — W una transformacién lineal. Enton-

ces, T(ﬁ) = 0.

DEMOSTRACION. T(G) = T(0.v) = 0.7 (v) = 0. O
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PROPOSICION 7.3. Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo con dim (V) =n, T : V — W y S : V. — W transformaciones
lineales. Consideremos una base B = {v1,...,v,} de V. Entonces: T (v) =
S(w) YveV siysolosiT (v;)=S(v;) Vi=12,...,n.

DEMOSTRACION. (=) Si T'y S coinciden en todo el espacio V, en particular
coinciden en los vectores de la base B.

(<) Sea v € V. Como B es base de V, existen ay,...,qa, € K tales
que v = aqv1 + ... + a,vy,. Luego, por ser Ty S lineales

T(U):T(Q1U1+...+anq)n) = 041T(U1)+---+anT(vn)
=S () + -+ apS(vy) = S(avr+ -+ apvy) =5 (v).

TEOREMA 7.4. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
con dim (V) = n. Sea {vi,..., v,} una base de Vy wi,..., w, € W
arbitrarios. Entonces, existe una unica transformacion lineal T : V. — W
tal que T (v;) = w; Vi = 1,...,n.

DEMOSTRACION. Existencia: Si v € V existen tnicos a1 ,... , a, tales que

n
v = > a;v;. Definimos entonces T : V — W mediante T (v) =
i=1
n
> a;w;. Hay que verificar que T es lineal. Sean v y v vectores y A, p
i=1
n n

escalares. Tenemos v = Y a;v; y 0 = > @; v;. Entonces T (Av 4+ pv0) =
n n
(Aa; + ,lldi)%‘) = > (Nai+pa)wi =AY ajvitp 3o ajv; =

i =1 i=1
:T<
1 =1 7 =1 1 =1

n
i=1
= AT (v) 4+ pT (v). Luego T es lineal por la proposicién 7.1

NgE

Unicidad: Supongamos que existan 7' : V — W y S : V — W lineales
tales que T'(v;) = w; y S(v;) = w;. Entonces T y S coinciden en una
base de V; y por la proposicién 7.3, resulta que T=S. O
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Hemos probado, pues, que una transformacién lineal queda determinada

por los valores que toma sobre una base.

EJEMPLO 7.4. Sea T : R? — R3 lineal tal que T (1,2) = (3,-1,5) y
T(0,1) = (2,1,—1) Como {(1,2),(0,1)} es una base de R?, T estd bien
determinada.
Hallemos T (z,y) con (z,y) € R2.
T(z,y) =T (z (1,2) + (22 +y)(0,1)) = 2T(1,2) + (22 +y)T(0,1) =
=z(3,-1,5)+(—2z+vy)(2,1,-1) = (—z+2y,-3x+y,Tx—y).

Ast T(.Z'7y) = (—.Z' +2y, -3z +y, 7o — y)

EJEMPLO 7.5. Sea T : R? — R? lineal tal que T'(1,0) = T'(0,1) = (2,3).
Como {(1,0),(0,1)} es la base canénica de R?, T esta determinada.
Luego

T(e,y) = T((1,0)+y(0,1) = 2T (1,0)+yT(0,1) =
=2(2,3)+y(2,3) = (x+v)(2,3).

7.2. Operaciones con transformaciones lineales.

DEFINICION 7.2 (Suma de Transformaciones Lineales). Sean V, W es-
pacios vectoriales sobre un mismo cuerpo Ky S :V - Wy T :V - W
dos transformaciones lineales. Se define la suma de S y T como la trans-
formacion S+ T :V — W tal que

S+T)(v)=SW)+T(v) YveV.
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EJEMPLO 7.6. Sean S : R? — R? tal que S (z,y,2) = (x+y+ 2,2 — 2)
y T :R? — R? tal que T (z,y,2) = (x — y,y + 2). Entonces la suma de S y
T es la transformacién S + 7T : R? — R? tal que
(S+7T)(x,y,2) = S(z,y,2)+T (z,y,2)
= (z+y+zx—2)+(@—y,y+2)
= (2z+4+z,2x+vy).

PROPOSICION 7.5. Si S y T son transformaciones lineales, entonces

S 4+ T es una transformacion lineal.

DEMOSTRACION. Sean vy y vy vectores, \ y u escalares. Probemos
(S+T) (Avr +pve) = A (S+T) (1) + 1 (S +T) (v2).
En efecto
(SH+T)Avi+pva) =SAvr +pva) + T (Avy + pva) =
= AS(v1) + S (v2) + AT (v1) + pT (v2) =
=A[S(v1) + T (v1)] + p [S (v2) + T (v2)] =

=AS+T) (v1)] +p [(S+T) (v2)].-
O

DEFINICION 7.3 (Producto por un escalar). Se define el producto del
escalar A € K por la transformacién T, como la transformacién (A.T) :
V — W tal que (A\.T) (v) =A.T(v) YvoeV.

EJEMPLO 7.7. Sea T': R? — R3 tal que T (z,y) = (v — 2y, + y, )
Entonces el producto del escalar A = 5 por la transformacion T es la

transformacién 5.7 : R? — R3 tal que
(6.T) (x,y) =51 (z,y) =5.(z — 2y,z + y,z) =
= (5 — 10y, 5z + 5y, 5x) .
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PROPOSICION 7.6. Si T es una transformacion lineal y A un escalar
entonces XT' es una transformacion lineal.

DEMOSTRACION. Probemos que
(AT) (a1 + agve) = aq (AT) (v1) + ag (AT) (ve) Yvi,va €V Vag,as € K
En efecto (AT) (aqv1 + agvg) = AT (v + agve) =

= Ao T (v1) + aoT (v2)] = Aan T (v1) + AT (v2) =

=ay AT (v1) + ag AT (v2) = ag (A\T) (v1) + ag (AT (v2) .

DEFINICION 7.4 (Composicién de Transformaciones Lineales.). Sean
U,V y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K,y S : U — V
y T :V — W dos transformaciones lineales. Se define la composicién S'y T
como la transformacién T'o S : U — W tal que (T o S) (u) =T (S (u)) .

EJEMPLO 7.8. Sean S : R® — R? tal que S (z,9,2) = (2z,y+2) y
T :R? - R? tal que T (z,y) = (y, z).
Luego T o S : R3 — R? es tal que (T 0 9) (x,y,2) = (y + 2,27).

PROPOSICION 7.7. Si S y T son lineales, entonces T o S es lineal
DEMOSTRACION. Probemos que Voi,as € K Yuq,us € V.
(ToS)(cius +agug) =ay (ToS)(u1)+as (ToS) (uz)
En efecto (T 0 S) (cyus + agug) = T (S (a1us + agug)) =
=T (S (u1))+aT (S(uz))=ca1 (ToS)(up)+as (ToS) (uz).
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7.3. Imagen y nuicleo de una transformacion lineal.

DEFINICION 7.5. Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuer-
po Ky T : V — W una transformacion lineal.

i) Llamaremos nicleo de T al conjunto de V' cuya imagen por T es el vector
nulo, es decir N (T') = {v eV : T = 6} (también se usara la
notacién Ker (T) para N (T)).

ii) Llamaremos imagen de T al conjunto:

Im (T) = {we W : JveVconw=T(v)} (también se utilizard la
notacién T (V) para Im (T).)

EJEMPLO 7.9. Se considera la transformacién lineal T : R?* — R? tal que
T(x,y,2) = (zr+y+2z2x+2y+2z2).
1) Hallemos el nicleo de T.

(x,y,2) € N(T)< T (z,y,2) =(0,0) & (x +y+ 2,2+ 2y + 2z) = (0,0)

r+y+2=0 & o4yt 0
T z =
204+ 2y +22=0 Y

Astel N(T)={(z,y,2) € R® :x+y+2=0}.
2) Hallemos la imagen de 7.
(a,b) € Im(T) <« existe (z9,y0,20) € R*/ T (20,0, 20) = (a,b)
& existe (xo,Yo0,20) € R? tal que (zo + Yo + 20,220 + 2y0 + 220) = (a,b)

o+ Yo+ z20=a

& existe (z0,y0,20) € R? tal que
(z0, Yo, 20) q {2x0+2y0+2z0:b

r+ytz=a

es compatible
20 +2y+22=0

< el sistema {

T+yt+z=a
0=0b—2a
< b=2a

< el sistema { es compatible
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Luego: Im (T') = {(a,b) € R?* : b=2a }.

EJEMPLO 7.10. Se considera la transformacién lineal T : R3 — R2 tal
que T (z,y,2) = (z + y,y + 2).
1) Hallemos el nicleo de T.

(x,y,2) € N(T) & T (2,y,2) =0 (z+y,y+2) =0
x+y—0
+2=0
Asiel N(T) ={(z,y,2) € R® :x=—y,2=—ycony € R}.

2) Hallemos la imagen de 7.

((1, b) € Im (T) < existe (x07y07'z0) € IRg/ T(x()vy()vz(]) = ((1, b)

x =a
& existe (xo,Yo0,20) € R? tal que 0+ %
Yo+ 20 =0>
& el sistema { ty=a es compatible.
y+z=">

Como el sistema es siempre compatible, resulta que I'm (T) = R2.

EJEMPLO 7.11. Se considera la transformacién lineal T : P, — R2 tal

que T (p) = (p (0) ,p(1)).
1) Hallamos el nicleo N (7).
Seap:p(t) = xt? 4+ yt + z un polinomio de P,

p € N(T)«< T(p)=(0,0) = (p(0),p(1)) = (0,0)

p(0) =0 2=0 x cualquiera
& A
p(1)=0 T+y+z=0
z=0
Luego N (T) = {p € Po/ p: p(t) = 2t> — xt con x €R}

2) Hallemos la imagen de T, Im (T)
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(a,b) € Im(T) < existe pg € Py tal que T (po) = (a,b) &
< existe po € Py tal que (po (0),po (1)) = (a,b)
& existe po : po (t) = zot? +yot+20 € Py tal que (xg, 0 + yo + 20) = (a,b)

o =a

& existen xg, Yo, 20 € R tales que
e To+Yo+20=0

. r=a .
& el sistema es compatible.
r+y+z=0>

Como el sistema anterior es siempre compatible, resulta que I'm (T') = R?

EJEMPLO 7.12. Se considera la transformacién lineal

1 -1
T : Mazo (R) — Moo (R) tal que T'(M) = 5 o |- M.
1) Hallemos el N (T') Sea M = “ 2 > un matriz en Mazs (R)
c

_ 1 -1 <
MeN(T)ﬁT(M)Z()@( N 2>M=0MM(R)

a—c 0 a c
b—d = 0 b d
=
—2a+2¢c = 0 c cualquiera
—2b+ 2d 0 d cualquiera

Ast(T):{MeMm(R): M:<C Z) con ¢, d GR}.
C
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2) Hallar la Im (T")

b
( “ ) € Im(T) < existe ( T Yo ) € Ma,o (R) tal que
c d 20 to

20 t() c d

x
& existe ( 0 %o ) € My,o (R) tal que
R

()=

x
& existe ( 0 Yo ) € Ms,o (R) tal que
20 t()

Ty — 20 Yo — t(] a b
( —2x9 + 229 —2yg + 2%g > - ( c d)
& existen xg, Yo, 20,0 € R tales que
o — 20
Yo — to
—2x9+ 229 =
—2x0 + 229

QL 6O o2

rT—z = a
y—t = b
—2x+2z = ¢
—2x+2z = d

& el sistema tiene solucién.

& el sistema a tiene solucién
0 = 2a+4c

0 = 2b+d
S2a+c=0y20+d=0.
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AsilaIm(T)z{(a b > EMQIQ(R):2a+c:Oy2b+d:O}.

PROPOSICION 7.8. N (T) es un subespacio vectorial de V.

DEMOSTRACION. Veamos que N (T') # ¢ y que es cerrado respecto de las
operaciones del espacio vectorial.

HDT@O =0 = 0¢c N(T).

2)Sia,f € Ky vi,va € N (T) entonces:

T(avi + Bvy) = aT(v) + BT(v2) = .0 + .0 = 0 =
= av + Pv2 € N (T)
Luego N (T') es un subespacio de V. O

PROPOSICION 7.9. I'm (T) es un subespacio vectorial de W.
DEMOSTRACION. Andlogamente,

1)T(6) =0 = 0 e Im (D)

2)Sia, € Ky wy,ws € Im (T) entonces existen v; , vg tales que
T(vy) = wy y T(vy) = we . Entonces si llamamos v = awv; + [Svg , se

tiene T (v) = awy + Bws y por lo tanto awy + Swe € Im (T) . Luego
Im (T) es un subespacio de W. O

EJEMPLO 7.13. Hallemos una base del niicleo y una base de la imagen
de la transformacion lineal T : R* — R3 definida por

T(z,y,2,t)=(x—y+z+t,x+2z—t,x+y+ 32— 3t)
1) (x,y,2,t) e N(T) < T (x,y,2,t) = (0,0,0) &

S@—y+z+t,e+2z—t,x+y+32—3t)=(0,0,0)
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r—y+z+t = 0 r—y+z+t = 0
& z+2z2—t = 0 & y+z2—-2t = 0
z+y+3z2—3t = 0 204+2z—4t = 0
r—y+z+t = 0 r = —2z+4t
- -
y+2—-2t = 0 y = —z+42t

Luego los vectores del ntcleo de T son de la forma
(=2z+t,—z+2t,2,t) con z,t € R. Como
(=2z+t,—z+2t,2,t) =2(-2,-1,1,0) + t(1,2,0,1) con z,t € R,

todo vector del niicleo de T' es combinacién lineal de los vectores (—2,—1,1,0)
y (1,2,0,1). Por ser {(—2,—1,1,0), (1,2,0,1) un conjunto L.I., es una base
de N(T).
2) w € Im(T) < v € R* tal que w =T (v), es decir
3(z,y,2,t) € R tal que w =T (z,y,2,1),
w=(x—-y+z+t,x+2z—t,x+y+3z—3t)
& Jr,y,z,t € R tal que v = (z,z,2)+(—y,0,y)+2(1,2,3)+t(1,—1,-3).
Luego todo vector de la imagen de T es combinacion lineal de
{(17 17 1) ) (_17 07 1) ) (17 27 3) ) (17 _17 _3)}

(observar que dichos vectores estdn en la imagen pues son imagen respecti-
vamente de los vectores de la base candnica).
Pero el conjunto anterior es L.D. pues tiene 4 vectores y dim(Rg):&
Observemos que
(1,2,3) =2(1,1,1) + (—1,0,1)
(1,-1,-3)=-1(1,1,1) + (—-2) (—1,0,1)

Luego reducimos el generador L.D. hasta obtener el generador

{(17 17 1) ) (_17 07 1)}
que si es L.I Luego {(1,1,1),(—1,0,1)} es base de Im (T).
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PROPOSICION 7.10. Sea V, W espacios vectoriales de dimension finita
sobre un mismo cuerpo yT :V — W lineal.

i) Si {vi,...,v,}es un generador de V, entonces {T (v1),...,T (v,)} es un
generador de la Im (T) (es decir que la imagen de un conjunto generador
de V es un generador de la Im (T)).

i) Si{T (v1),...,T (vy)} es un conjunto L.I. en Im (T') entonces {v1,...,v,}
es conjunto L.I. en V (es decir que la pre-imagen de un conjunto L.I. en la
Im (T) es un conjunto L.I. en V)

DEMOSTRACION. i) Sea w € Im (T). Entonces existe v € V tal que w =
T (v).

Como v € V y siendo {v1,...,v,} un generador de V, existen a,...,a,
escalares tales que v = ajv1 + - - - + anv,. Luego

w=TwW)=T(a1v1 + -+ apvy) == 1T (v1) + - + @, T (vy,)

Asi todo vector w € I'm (T') es combinacién lineal de {7 (vy),...,T (v,)} C
Im (T) es decir que {T (v1),...,T (v,)} es un generador de la Im (7).
ii) Sean aq,...,a, € K tales que

oaqvy + - + apv, = 0.

Aplicando T y usando la linealidad ayT (v1) 4 --- + o, T (v,) = 0 y siendo
{T (v1),...,T (vy)} un conjunto L.I. resulta que ay = ... = oy, = 0. Esto
prueba que {v1,...,v,} es L.I. O

PROPOSICION 7.11. Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo con dim (V) =n y T :V — W una transformacion lineal.

Si {e1,...,eq} es una base del N (T) y{e1,...,€d,€d+1,---,€n} €S una
base de V entonces {T (eq+1),...,T (en)} es una base de la Im (T).

DEMOSTRACION. Probaremos que {T (eq41),-..,T (en)} es base de I'm (T).
1) Es L.L pues ag 1T (eqe1) + -+ + anT (en) =0

= T (agriegr1 + -+ anen) = 0= agiiedgr1 + -+ ane, € N(T)
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Qagi1€d+1 + - + apey es C.L de la base de N (7).
Qgt1€d+1 + -+ anen = areg + - + aqeq

—ope] — - — 0ged + Qgy1€q+1 + -+ ape, = 0.

Pero {e1,...,e,} es L.I. porque es base de V; luego todos los coeficientes «;
son ceros. Hemos probado que {T (e4+1),...,T (en)} es L.L

2) {T (eq+1),---,T (en)} generan la I'm (T') pues:

Seaw € Im(T)=JveV talque T (v) =w

v = vy + -+ + auUy,, porque {eg,...,e,} es base de V,

Tw)=w=T (are1+ -+ ape,) =
=T (e1) + -+ gl (eq) + a1 (€a+1) + -+ anT (en) =

ear1) + -+ anT (en).

(
Luego todo vector w € Im (T') es C.L. de {T (e4+1),...,T (e,)}, es decir,
{T (eq+1),-..,T (en)} genera a Im (T). O

= agnT

TEOREMA 7.12 (De las dimensiones). Sean V' y W espacios vectoriales
sobre un mismo cuerpo K, con dim (V) =n yT :V — W una transforma-
cion lineal. Entonces dim (V) = dim (N (T)) + dim (Im(T)).

DEMOSTRACION. Como N (T) es subespacio de V, si d = dim (N (T)), te-
nemos 0 < d < n.

Discutiremos tres casos.

ler. Caso. d=n. Como dim (N (T')) =V obtenemos N (T') = V.

Entonces T (v) =0 Yo € V, es decir Im (T) = 0 y dim (Im (T)) = 0,
cumpliéndose la tesis en este caso.

2do. Caso. 0 < d < n. El resultado es una consecuencia directa de la
proposicién anterior.

3er. Caso. d = dim (N (T')) = 0. Luego N (T) = {6}

Sea {v1,...,v,} una base de V. Por ser {vy,...,v,} un generador de V,
por la Proposicién 7.10(i) {7 (v1),...,T (vn)} un generador de la Im (7).
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Veamos que también es L.I. En efecto
arT (v1) + ...+ a, T (vy) :6<:>T(oz1v1 + ...t ayuy) =0

S a1+ ..+ Qpn EN(T)@alvl—i-...—i-anvn:ﬁ
Sar=....=qa, =0
por ser {vy,...,v,} base de V. Por lo tanto {T (v1),...,T (v,)} es base de
la Im (T).
Asidim (Im (T)) = ny secumple que dim V = dim N (T)+dim Im (T).
U

7.4. Transformaciones lineales inyectivas y sobreyectivas.

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K y1T : V — W
una transformacion lineal.

Recordemos que T es inyectiva cuando T (vy) = T (v2) entonces vy =
vg; 0 equivalentemente v # vy entonces T (vy) # T (vg).

PROPOSICION 7.13. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) T es inyectiva.
ii) Para todo conjunto A linealmente independiente de V se cumple que
T (A) es linealmente independiente en W.
iii) N (T) = {6}
DEMOSTRACION. i) = 1) Sabemos que T es inyectiva. Sea A = {v1,...,v,}
un conjunto L.I. de V. Probemos que T (A) = {T (v1),...,T (v,)} es L.L
en W.

Sean a,....,a, € K tales que anT (v1) +...+ o, T (v,) = 0,. Debemos
probar que a; = .... = «, = 0. Siendo T lineal obtenemos
T (0112}1 + ...+ Oén’Un) = 6w.

Asi T (aqvr + ... +apoy) =T (6U> y como T es inyectiva se obtiene
que

a1vy + ...+ apv, zﬁv

y siendo A = {vy,...,v,} L.I, se cumple que ay = .... = o, = 0.
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i1) = 4i1) Supongamos, por absurdo, que N (T') # {6U}.Ent0nces existe
v e N (T) con v # 0,.

Luego A ={v}esLl enV = T(A) =T (v)esLI en Wy por
porhiptesis

ii) T (v) = 0, es L.I. Absurdo.
iii) = 0)SiT (v1) = T (vy) = T (v1) — T (v2) = Oy luego T (v — v3) =
Op = V1 — vy € N (T) por iii) v] —vg = 0, es decir v; = vs. O

Recordemos ahora que T es sobreyectiva cuando Vw € W existe v € V
con T (v) = w, o equivalentemente Im (1) = W.

PROPOSICION 7.14. Son equivalentes las siguientes afirmaciones: i) T
es sobreyectiva

i1) Para todo A generador de V se cumple que T (A) es un generador de W
i11) Existe un generador Ay de V tal que T (Ag) es generador de W.

DEMOSTRACION. i) = ii) Sea A un generador de V. Por la Proposicién 7.10
se cumple que T (A) es un generador de la I'm (T').Pero Im (T') = W, por
ser T sobreyectiva. Asi T (A) es un generador de W.

i1) = 4i1) Inmediato. ii) = i) Sabemos que existe Ay = {v1,...,v,}
generador de V tal que T (Ag) = {T (v1),...,T (v,)} es generador de W.Sea
w € W, como T (Ap) es generador de W, existen ag,....,a, € K tales que

w=a1T(v1) + ...+, T (vp)
Siendo T lineal se cumple que

w=T(av1 +....+ apvy)

Hemos probado que dado w € W existe vg = aqvy +.... + apv, €V
tal que
w =T (vg) luego T es sobreyectiva. O

Recordemos por ultimo que T es biyectiva cuando es inyectiva y sobre-
yectiva.
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PROPOSICION 7.15. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) T es biyectiva

ii) Para toda base B del espacio V se cumple que T(B)es una base de W
ii1) Existe una base By del espacio V tal que T' (By) es una base de W.

DEMOSTRACION.

i) = i1)T es lineal y biyectiva < { Tes l?neal ¢ Inyectiva (1)
T es lineal y sobreyectiva (2)

B es LI (1)
B es generador de V (2/)

De (1) y (1’) aplicando la Proposicién 7.13 se obtiene que T (B) es
L.I.(17)

De (2) y (2’) aplicando la Proposicién 7.14 se obtiene que 7' (B) es
generador de W (27) De (17) y (2”) se tiene que T (B) es una base de W.

i1) = 4i1) Inmediato. i) = i) Sabemos que existe By es base de V

Por otro lado, B es una base de V &

tal que T (By) es base de W, en particular existe By es generador de V tal
que T (By) es generador de W, luego por la proposicién 7.14 T es sobre-
yectiva.Probemos que T es inyectiva, lo cual es equivalente a probar que
N(T) = {6}, siv e N(T) C Vpor ser By = {v1,...,v,} base de V se
cumple que existen aq,....,a, € K tales que v = aqvi +.... + anv,.

Luego usando la linealidad de T se obtiene que T' (v) = a1 T (v1) + ...+
anT (vy). Pero como v € N (T), se tiene que T (v) = 0

OélT(’Ul) + ... —|—OénT(Un) = 6

Pero T (By) = {T (v1),...,T (vy,)} es L.I. (por ser base) entonces a; =
ceii=a,=0Asiv=0. O

Recordemos que T es biyectiva si y solo si T es invertible, es decir, que

existe la funcién inversa T~1.

PROPOSICION 7.16. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo y T :V — W una transformacion lineal y biyectiva.
Entonces la funcién inversa T~' : W — V es una transformacion lineal.
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DEMOSTRACION. Sean w1y we € Wy Ay u € K.
Observando que 77T ! (w) = w y que T es lineal,

Awy + pws = NTT Y (wy) + pTT (wy) =

=T ()\T_1 (w1) + ,uT_1 (wg))
Aplicando T~! a ambos miembros

T~ (A\wy 4 pws) = XT7 (wy) + pT 7 (ws) .

7.5. Isomorfismos entre espacios vectoriales

DEFINICION 7.6. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K.

a) Diremos que una transformacién lineal T : V' — W biyectiva es un
isomorfismo.

b) Diremos que V y W son isomorfos cuando existe un isomorfismo que
lleva V en W.

OBSERVACION 7.17. De acuerdo a la proposicién 7.16 siT : V — W es
un isomorfismo entonces T~ : W — V también lo es.

PROPOSICION 7.18. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension
finita sobre un mismo cuerpo K. Entonces las proposiciones a) y b) son
equivalentes:
a) dim (V) = dim (W)
b) V es isomorfo a W.



7.5. ISOMORFISMOS ENTRE ESPACIOS VECTORIALES 223

DEMOSTRACION. a) = b)Sea dim (V) = dim (W) = n. Sean A =
{vi,...,v,} basede Vy B= {wy, ...., w,} base de W. Luego definimos
T : V — W lineal tal que T (v;) = w; (T estd "bien definida”por el

teorema 7.4). Como existe una base A de V tal que T'(A) = B es base de
W, T es un isomorfismo por la proposicién 7.15.

b) = a) Como V es isomorfo a W, existe un isomorfismo: T : V —
W . Por el teorema de las dimensiones se tiene que dim (V') = dim (N (T)) +
dim (Im (T)). Por ser T inyectiva dim (N (T)) = 0.Por ser T sobreyectiva
Im (T) = W. Luego dim (V) = dim (W). O

COROLARIO 7.19. Si V es un espacio vectorial, con dim (V') =n, sobre
el cuerpo K, entonces V es isomorfo a K™.

DEMOSTRACION. En efecto el espacio vectorial K™ sobre el cuerpo K tiene
dimensién n. Asi dim (V) = dim (K™) = n = VyK"™ son isomorfos. O

Las coordenadas como transformacion lineal

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo K. Fijemos
una base B = {vy1, ...., v,} del espacio V, entonces Vv € V, existen y son
Gnicos aq,...,q, € K tales que v =aqv1 + ...+ apv, .

Luego definimos coordg : V — K™ tal que

o
coordp (v) =

Qo

(es decir que a cada vector v € V' le asociamos sus coordenadas en la base
B).

PROPOSICION 7.20. coordg es un isomorfismo entre V y K".
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DEMOSTRACION. 1) coordp es lineal. Sean v,w € V, luego existen y son

unicos aq,...,a, € Ky f1,...,0, € K tales que
aq
v=o0qv] + ...+ apv, = coordp (v) =
Qp
B
w= (11 + ...+ Bpvy = coordp (w)=| :
B
Luego v+ w = (a1 + 1) v1 + .. .. + (o + Bn) vn,
ar + B
= coordp (v+ w) =
an + By
o 51 ay + By
Asi coordp (v) + coordp (w) = | + 1 =1 : =

coordp (v + w)

Por otro lado si A € K, se tiene que A\v = A (01 + ... + apv,) =

Ao
= Aa1v1 + ... + Aapv, = coordp (Av) =
Aoy,
o1 Ao
Asi X coordp (v) = A | : =1 : = coordp (Av)
oy, Aoy,

2) Como dim (V) = dim (K™) = n para probar que coordp es biyectiva,
alcanza con probar que coordp es inyectiva.
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0
Como coordp (v) = | sSv=004+...400, v=0
0
N (coordp) = {6} = coordp es inyectiva. O

7.6. Matriz asociada a una transformacion lineal.

Sean V, W espacios vectoriales de dimensién finita sobre un mismo
cuerpo K y T : V. — W una transformacién lineal. Supongamos que A =
{v1,v2,....,0,} es una base de V' y B = {wy,ws,....,w,} es una base de
W. Ahora bien, T (v1),T (v2),...,T (v,) son vectores de W y por lo tanto
cada uno de ellos es una combinacién lineal de los vectores de la base B:

T (v1) = an1wy + a19w2 + . .. + AW,
T (v2) = az1wy + agws2 + . .. + agmWnp,

T (vn) = apiwy + apaws + . .. + Apmwp,

En otras palabras

ain
a2
coordp (T (n1)) = | . )

A1m
as anl
a2 (n2

coordp (T (v2)) = | . s vy coordp (T (vg)) = !

aom, Anm

Luego definimos:
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DEFINICION 7.7. Se llama representacién matricial de T en las bases Ay
B o matriz asociada a T en las bases A y B, a la matriz que representaremos
por g ((T')) 4 y cuya i-ésima columna son las coordenadas del vector T (v;)

en la base B.

Esto es
B((T)) 4= ( [coordpgT (v1)], [coordpT (vo)], ..., [coordpT (v,)] ) =
a11 a1 Gpl
| a2 a2 o Gn2
Alm A2m - Anm

Nota. La matriz asociada se obtiene ¢olgando” las coordenadas respecto
a la base de W de los vectores de la base de V. Obsérvese que los subindices
de esta matriz estdn colocados de manera distinta a la habitual; alcanzaria
con cambiar las denominaciones de los subindices de las coordenadas de
T'(vj) para obtener la forma habitual.

EJEMPLO 7.14. Consideremos la transformacién lineal 7 : R? — R3 tal
que

T (z,y) = (4 —2y,2z +y,xz +y) Vo R2 y las bases canénicas A =
{(1,0),(0,1)} de R? y B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R3. Para hallar
la matriz asociada a T en dichas bases

1) Hallamos las imagenes de los vectores de la base A

T(1,0) = (4,2,1)
T(0,1)=(-2,1,1)
2) Calculamos las coordenadas de estos en la base B

T(1,0) = (4,2,1) =4(1,0,0)+2(0,1,0) + 1(0,0,1)
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4
= coordp (T'(1,0)) = | 2
1
T(0,1) = (=2,1,1) = —2(1,0,0) +1(0,1,0) + 1 (0,0, 1)
—2 4 =2
= coordp (T'(0,1)) = 1 |.Luego p((T)p=1 2 1

EJEMPLO 7.15. Consideremos la transformacién lineal T : P, — R? tal
que T (p) = (2a +b,a+b+4c) Vpe Prtalquep(t) =at’+bt+c VtER
y las bases A = {p1,p2,p3} de Py donde py : p1 (t) =12, pa:pa(t) =t ,p3:
p3(t)=1 VteR;y B=1{(1,1),(1,0)} de R

Para hallar la matriz asociada a T en dichas bases,

1) Hallamos las imagenes de los vectores de la base A

T(p1) = (2,1)
T (p2) = (1,1)
T (p3) = (0,4)

2) Calculamos las coordenadas de estos en la base B

T(p1) =(2,1)=1(1,1) +1(1,0) = coordp (T (p1)) =

T (p2) =(1,1) =1(1,1) +0(1,0) = coordp (T (p2)) =

T (ps) = (0,4) = 4(1,1) = 4(1,0) = coordp (T (p3)) =

/N /
o —
~—

Luego 5 ((T)) 4 = ( Lo )
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EJEMPLO 7.16. Consideremos la transformacion lineal T : Py — P, tal
que T (p) = p' y la base canénica de Py A = {pg,p1,p2} donde p; (t) =
t', i=0,1,2.

1) Hallemos las imégenes de los vectores de la base A:

T (po) =0, T(p1) = po, T (p2) = 2m

2)Calculemos las coordenadas de estos en la base A

0
T (po) = 0 = 0pg + Op1 + Opg = coords (T (po)) = | O
0
1
T (p1) = po = 1po + Op1 + Opz = coorda (T (p1)) = | 0
0
0
T (p2) = 2p1 = Opo + 2p1 + Opg = coordy (T (p2)) = | 2
0

Luego 4 ((T)) 4 =

o O O
o O =
o N O

OBSERVACION 7.21. Si dim(V)=ny dim(W)=m la matriz asociada
tiene dimension m x n.

OBSERVACION 7.22. La matriz ((T))4 como recién vimos, queda com-
pletamente determinada conocidas la transformacion lineal T y las bases A
y B del dominio y codominio respectivamente.

Reciprocamente, dada una matriz M de tamano m xn y dos bases Ay B
de los espacios V' y W respectivamente, queda completamente determinada
una transformacién lineal T tal que g ((T)) =M.
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En efecto, al conocer la matriz M, sus columnas son las coordenadas en
la base B de las imédgenes de dos vectores de la base A.

Esto nos permite conocer a las imagenes de los vectores de la base A4, y
por el Teorema 7.4, esto es suficiente para determinar 7.

EJEMPLO 7.17. Hallar la transformacién lineal T : R? — R2 sabiendo

2 -1
que g ((T'))4 = ) 3 5 donde A = {(1,0,1),(2,0,0),(0,1,0)} es

base de R3 y B = {(2,—1),(0,2)} es base de R?
De acuerdo a la definiciéon de matriz asociada

coordp (T (1,0,1)) = < i )

coordp (T (2,0,0)) = < 2 )

coordp (T (0,1,0)) = ( _; >

Luego
T(1,0,1) =2(2,—1) +1(0,2) = (4,0)
T(2,0,0)=3(2,—-1)+0(0,2) = (6,—3)
T(0,1,0) = —1(2,—1) +2(0,2) = (~2,5)
Ahora bien siendo A = {(1,0,1),(2,0,0),(0,1,0)} una base de R? se cumple
que V (z,y, z) € R3 que

r—z

(z,y,2) = 2(1,0,1) + (T) (2,0,0) +y(0,1,0)

Luego por la linealidad de T

—Z

T (e, 2) = = T(1,0,1) + (m ) T(2,0,0)+y T(0,1,0) =
r — Z

4
z(4,0) + 5

3 3
-(6,-3) +y(—2,5) = <3a; — 2z — 2y,—§az + 5y + 52)
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Asi T : R3 — R? es tal que

3 3
T(m,y,z) = <3$ — 2z — 2y7_§$+5y+ §Z>

PROPOSICION 7.23. Considere los K-espacios vectoriales U, V y W,
con dim(U)=s, dim(V)=ny dim(W)=t, y las transformaciones lineales S :
U—-VyT :V — W. Sean A = {uy,...,us}, B = {vy,...,u,} y C =
{wy,...,w} bases de U, V y W respectivamente. Entonces la matriz aso-

ciada a la composicion T o S es el producto de las matrices asociadas. Es
decir

c((To8)a=c (T)pr((5))a-

DEMOSTRACION. Sea ¢ (1)) g = (ai;), B ((S))a = (bjx) y ¢ (1) g B ((5)) 4 =
(cij)eon1<i<t, 1<j<n, 1<k<s.
Por definicién de producto de matrices ¢;p = > a; 3bj k-

7j=1
Calculemos ¢ ((T' 0 S)) 4. Sea uy, € A.

(To8) (we)=T(Sux) =T bjwv; | =
j=1

n n t t n t
ijkT(vj):ijkZaijwi:Z a,-jbjk w,:chkwl
j=1 j=1 =1 i=1 \j=1 i=1

Resulta, por definicién de matriz asociada ¢ ((T'0 5)) 4 = (ci;)- O

OBSERVACION 7.24. Sea T : V — W un isomorfismo, B y B’ bases
de V' 'y W respectivamente, y sea T~' : W — V la inversa de T.
Como ToT™ ' = idy

= (Mg .8 ((T")g = B (lidw))g =1
ydeT_loT = idy
= (TN -5 (D)g = 5 ((idy)g =1
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y por lo tanto la matriz asociada a la transformacién inversa es la inversa
de la matriz asociada a la transformacién. Es decir si g (1)) = A =

5 ((T7)p = A7

PROPOSICION 7.25. Sean dos transformaciones lineales de espacios vec-
toriales sobre un cuerpo K, T : V. - W y S : V. —= W y a un escalar de
K. Sea B = {vi,...,v,} basede VyE = {wyi, ..., wy,} base de W.
Entonces:

(T +5)p=e(M)p+e(S)s ©e(AT)s = Ae(1)p,
DEMOSTRACION. Sean A = (a;;) =g ((T))g B = (bij) = g ((S))s. En-
tonces: T (vj) = E ajjw; S(vj) = ; b; j w;. De donde (T" + S) (vj) =

T(U')—l-S(U') Za”wz + Zb”’wZ: gl(aij—kbij)wi =
5 (T + 8)p = (a” b b)) = A "+ B. Ademis (AT)v; = AT (v;) =
Zawwl = Z/\awwl = (A1) = (Aa;j) = NA. O

i=1 i=1

OBSERVACION 7.26. Demostracién de la propiedad asociativa del pro-
ducto de matrices usando transformaciones lineales.
Se trata de ver que si A, B, C son matrices, entonces:

(AB)C = A(BC)

si las dimensiones relativas de las matrices hacen que la expresién tenga
sentido.

Ya vimos (observacién 7.22) que fijando bases hay una correspondencia
biunivoca entre matrices y transformaciones lineales, por lo tanto, el pro-
ducto anterior se puede interpretar como un producto (o composicién) de
transformaciones lineales.

Consideremos los espacios vectoriales K, K™ KP, K" y sus respec-
tivas bases Ey,, En, By E,. Sean T : K" — K™ tal que g, ((T))g, =
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Amxn, S+ KV — K" tal que g, ((5))g, = Baxp yL: K" — K?

tal que g, (L)), = Cpxr -
Luego, en virtud de que la composicién de funciones es asociativa tene-

mos que:

(A.B).C = [((T) - (9] (L) = (TeS5)) (L) =

= ((TeS) L)) = (Te(Sel))) =

(1) - ((SL)) = ((T)((S))-(L)] = A (B.C)

(Hemos omitido para simplificar la notacién, las bases en cuestién.)

TEOREMA 7.27. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K, A = {v,ve,...,v,} y B = {wy,wa,...,wy} bases ordenadas de V y
W respectivamente; y T : V. — W wuna transformacion lineal. Entonces se

cumple que g ((T')) 4 coorda (v) = coordp (T (v))

DEMOSTRACION. Usaremos las siguientes notaciones

ail a2 e A1n I
asl ago e aon T2 .
B((T))4 = ] y coordy (v) = ) siendo
Gml  Gm2 Amn Tn
ail ai2 A1n
any a9 e aon
B((T))A: . y B:{w17w27"'7wm}7
Aml am2 ... Omn
por definicién de matriz asociada
T (’Ul) =a11wi + a2 w2 + ...+ Qm1Wm
T (v2) = apwi + agwz + . ... + amawp,

T (vp) = arpwi + agpwa + .. .. + AppWn,
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I

45
y siendo coorda (v) = | . y A={v1,v9,...,v,} tenemos que

In
v = x1v1 + ToV2 + ... + T,U,. Luego aplicando T y usando la linealidad

(ID) T (w) =21 T (v1) + 22 T (v2) + ... + x5 T (vy)

Sustituimos (I) en (II) obteniendo

T (v) =
x1 (a1w1 + ag1wa + ... + apmiwn,) + T2 (12w + awa + . ..+ Ap2Wiy,)
+ ...tz (AW + agpwe + .. A G Wiy) =
= (x1a11 + x2a12 + . .. + Tpai,) w1 + (v1a21 + T2as + ... + Tpao,) W

+ .o+ (Tram1 + T2ama + . F TpGpp) Wiy

r1a11 + 2012 + ...+ Tpain
T1a21 + 22022 + . ... + TpQ2p
Luego coordp (T (v)) = | . =
T10m1 + T2Am2 + . ... + TpQmn
ail a12 -.. Qln T
a1 a9 ... Qop )

= . : : : = B((T)), coords (v)

Aml Am2 ... Amn In

EJEMPLO 7.18. Sea T : R® — R3 tal que g ((T))4 = | 2
3

siendo A = B ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} . Hallar 7' (2,0, —1).
Como (2,0, —1) = 2(1,0,0) + (—1) (1,1,0) + 1(1,1,1)
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resulta que coorda (2,0,—1) = | —1
1
Luego de acuerdo al Teorema 7.27 se cumple que

coordp (T'((2,0,-1))) =p ((T))4 coorda(2,0,~1) =
1 -1 0 2 3
=12 00 1= 4
3 41 1 ~3
Asi T'(2,0,—1) = 3(1,0,0) +4(1,1,0) + (=3) (1,1,1) = (4,1,-3)

7.7. Nicleo e imagen de una matriz.

Dada una matriz A € Mz, (K), definimos la transformacién T4 :
K™ — K™ tal que

x1
Ta(xy,...;zm) =A| V(z1,...,xm) € K™
Tm
PROPOSICION 7.28. (a) T es lineal

(b) Si En y Ey, son las bases candnicas de K™ y K™ respectivamente
entonces g, (Ta))p, = A

DEMOSTRACION. (Ejercicio). O

DEFINICION 7.8. Sea A € Myum (K). Definimos el nicleo de la matriz
A como el nicleo de la transformacion lineal T4.

N N(TA):{xeRm:TA (x):ﬁ}z{xeRm;szﬁ}

En otras palabras el N (A) son las soluciones del sistema de ecuaciones
homogéneo A = = 0.
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DEFINICION 7.9. Sea A € Myzm (K). Definimos la imagen de la ma-
triz A como la imagen de la transformacion lineal T4.
Im(A) “ m (Ta) ={y € R": existe z € R™ tal que Ty (x) =y} =
{y e R": existe z € R™ tal que A z =y}

En otras palabras la I'm (A) son los ”términos independientes”y € R™ para
los cuales el sistema A x =y es compatible.

OBSERVACION 7.29. Resulta obvio de las definiciones 7.2. y 7.3. que
N (A) es un subespacio de R™ y I'm (A) es un subespacio de R™ (por serlo
N (Ts) e Im(Ta))

PROPOSICION 7.30. Las columnas de A generan a la Im (A).

1
DEMOSTRACION. Sea Ty : K™ — K™ tal que Ty (z1,...,2m) = A
‘Tm
Si {e1,e2,...,en} es la base candnica de R™. Entonces de acuerdo a

la proposicién 7.10(i) {Ta (e1),Ta (e2),....,Ta (em)} es un generador de la
0

Im (T4) = Im(A). Pero Ta(e;)) = A| 1 = A (i-ésima columna de
0

A) Asi las columnas de A {A(l), . ,A(m)} constituyen un generador de la

Im (A). O

COROLARIO 7.31. El rango de una matriz A es la dimension de su
imagen, es decir v (A) = dim (Im (A)).
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EJEMPLO 7.19. Hallemos bases del niicleo y de la imagen de la matriz

1 0 1
A= 2 1 1 |.Sea(x,y,z) € N(A). Entonces
-1 1 -2
x 0 1 01 z 0
Al y |=10 |« 2 1 1 y |l=101]<%
z 0 -1 1 -2 z 0
1 T 0 10 1 T 0
1 y |=10]lelo01 -1 y | =10
-1 z 0 00 O z 0
T=—z
z+z=0
S y=z
y—z=0

z cualquiera

Luego los vectores del niicleo de A son de la forma (—z,z,z) = z(—1,1,1).
Asi {(—1,1,1)} es base del N (A) (;por qué?)

Por otro lado de acuerdo a la Proposicién 7.30 resulta que
{(1,2,-1),(0,1,1),(1,1,—2)} genera a la Im (A). Como
(1,1,-2) = (1,2,—-1)—(0,1,1), el generador es L.D. y lo reducimos hallando
{(1,2,-1),(0,1,1)} que es un generador L.I. =y por tanto una base— de
Im (A) (verifique).

EJEMPLO 7.20. Hallar una base del nicleo y una base de la imagen de

la matriz

1 -1 1 1
A=|1 0 2 -1 |. Sea(x,y,z,t) € N(T). Entonces
1 1 3 -3
x x
0 1 -1 1 1 0
Al Y =lo]lel1 02 21 Y1=lo|e
z z
0 1 -3 0
t t
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T
1 -1 1 1 0
0 11 -2 Y1=lole
0 22 —4 ‘ 0
t
T
1 -1 1 1 0
0 1 -2 Y1=1o
z
0 0 0 0
t
r=—-2z+1
r—y+z+t=0 - y=—z+2t
y+2z—2t=0 z = cualquiera

t = cualquiera

Asi los vectores del nicleo de A son de la forma
(=22 +t,—2+2t2,t) =2(—2,1,0,1) +¢(1,2,0,1)

Luego {(—2,1,0,1),(1,2,0,1)} es un generador L.I. del N (A) (verifique) y
por lo tanto es base.

Por la proposicién 7.30 {(1,1,1),(-1,0,1),(1,2,3),(1,—1,—3)} es un
generador de la I'm (A) que claramente es L.D.

Observando que (1,2,3) =2(1,1,1) + (—1,0,1)

(1,—1,-3) = —1(1,1,1) + (=2) (~1,0,1)

reducimos el generador anterior hasta obtener {(1,1,1),(—1,0,1)} que es
un generador L.I. de la Im (A) y por lo tanto es base.

7.8. Relacién entre nicleo e imagen de una transformacién lineal
y de una matriz.

PROPOSICION 7.32. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo A = {v1,v2,....,0,} una base de V, B = {wy,ws,....,w,} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces:
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1) Sive N(T)= coordy (v) € N (5 ((T)),)
2) Siz € N (5((T)),) = coord, (x) € N (T)

DEMOSTRACION. 1) Si v € N (T) entonces T (v) = 0. Luego como T (v)
y 0 coinciden sus coordenadas en la base B también: coordp (T (v)) =

coordp < ) Siendo coordg : W — R™ una transformacion lineal se cum-

ple: coordp 6) = 0. Asi coordp (T (v)) = 0. Pero, por el Teorema 7.27:

coordp (T’ (v)) =g ((T')) 4 coorda (v)
Ast g ((T')) 4 coorda (v) = 0 esto es coorda (v) € N (g ((T))4)
T
2) Siz = (z1,...,2n) € N(5((T)4) =5 (1), ] : = 0. En-

tonces, teniendo en cuenta que las columnas de la matriz asociada son las

coordenadas de los transformados de la base del dominio se tiene que

T
([coordp (T (v1))] - .. [coordp (T (v1))]) - | : =0

= coordp (T (v1)) .1 + ...+ coordp (T (vy,)) .xp =0 =

(por ser coordp lineal )

= coordp (z1T (v1) +...... + 2,1 (v,)) =0
por ser coordp inyectiva o
( =’ ) 1T (v1) +...... + 2, T (v,) =0
(linealidad de T)
= T (x1v1+ ...+ xpvy) = oy

= zv1 + ... +xv, € N(T).

coor’d;x1 (z)
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OBSERVACION 7.33. Con las notaciones de la proposicién anterior re-
cordemos que coordg : V — R™ es un isomorfismo entre V y R"™.

Pero la proposicién anterior nos asegura que todo vector del N (T'), al
aplicarle la transformacion lineal coord se obtiene un vector del N (g ((T°)) 4)
y reciprocamente todo vector del N (g ((T')) 4) al aplicarle la transformacién
lineal inversa coord,' (x) se obtiene un vector del N (7).

Luego coord es un isomorfismo entre el N (T') y N (5 ((T)) 4)- Esto nos

permite enunciar la siguiente

PROPOSICION 7.34. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo A = {v1,v2,....,0,} una base de V, B = {wy,ws,....,w,} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces:

1) N(T) y N (B((T)),) son isomorfos

2) dim(N(T)) =n —rango(s((T))a).

3) Si{ei,ea,... e} es base del N (T') =
{coorda (e1),coords (e2) ,...,coord (ey)} es base del N (g ((T)) )

4) Si{x1,x2,..., 21} es base del N (g ((T)),) =

{cooral;‘1 (21),coord,* (z3) ... .,coordy" (z1)} es base del N (T).

DEMOSTRACION. (Ejercicio) Sugerencias:

1) Vimos en la observacién anterior que coord, es un isomorfismo entre
N(T) y N (5 (1)) ).

2) Basta recordar que dos espacios isomorfos tienen la misma dimensién
y que si M es una matriz, dim (I'm (M)) = rango (M).

3) Los isomorfismos ”llevan bases en bases”.

4) La inversa de un isomorfismo es un isomorfismo. O

Recomendamos prestar particular atencién a los ejemplos que siguen.
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EJEMPLO 7.21. Se considera una transformacién lineal T' : Moo (R) —

1 -1 1 1
R3 tal que g (7)), =] 1 0 2 —1 | siendo
1 1 3 -3

AG) 6 )60))
11 -1 0 0 0 00
y B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.

Queremos hallar una base del nticleo de T. Primero calculamos una base del
nicleo de la matriz g ((T')) 4. Sea (z,y, 2,t) € N (5 ((T)) ) - Entonces

x x
0 1 -1 1 1 0
sl P 1=lo]lel 1 02 -1 Yl=10|e
z z
0 1 1 3 -3 0
t t
x
1 -1 1 1 0
0 11 —2 YI=1o]e
0 2 2 —4 i 0
t
x
1 - 1 0
0 —2 I=1o
z
0 0 0
t
rT—y+z+t=0 T =—2z—-72t
= =
y+z+t=0 y=—z2—1
Asf los vectores del nicleo de la matriz g ((T')) 4 son de la forma

(=22 —2t, 2+ t,2,t) =2 (—2,1,1,0) + £ (—2,1,0,1)

Entonces {(—2,1,1,0),(—2,1,0,1)} es una base del N (g ((T"))4)-
Luego, de acuerdo con la Proposicion 7.34

{cooral;‘1 (—-2,1,1,0) ,coord/;x1 (-2,1,0,1)} =
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el )Gr)
() () el )60
A5 2)

es una base del nucleo de T.

EJEMPLO 7.22. Se considera una transformacién lineal T : R2 — R? tal

1 2
que g ((T)) 4 = 5 4 siendo A = B = {(1,0),(1,1)}. Queremos hallar

una base del nicleo de 7.
Primero calculemos una base del niicleo de la matriz g ((T)) 4:

(z,9) € N (5 (1)) €5 (1)) 4 ( ;c > = ( ’ ) e

of b2 o "Ve sh2y=0 o 2
= ;L' = ;U:—
2 4 y 0 Y Y

Ast los vectores del nicleo de la matriz g ((T)) 4 son de la forma: (—2y,y) =
y(—2,1). Entonces {(—2,1)} es una base de N (g ((T")) 4). Luego, de acuerdo
a la Proposicién 7.34, {coord;" (=2,1)} = {-2(1,0) + 1(1,1)} = {(-1,1)}
es una base del N (7).

EJEMPLO 7.23. Se considera una transformacién lineal T : P, — R? tal

1 2 -1
que g ((T)) 4 = 0 1 1 siendo A = {po,p1,p2} con p; : p; (t) =
-1 1 -2

tt (i=0,1,2) y B=1{(2,0,-1),(0,1,4),(0,0,3)}.
Queremos hallar una base del nicleo de T.



242 7. TRANSFORMACIONES LINEALES.

Primero calculamos una base del nicleo de la matriz g ((T')) 4

x 0
(,,2) e N(B((T) ) o (TN v | =] 0 | &
z 0
2 —1 0 1 -1 0
0 1 =] 0] 01 1 y | =10
-1 1 =2 z 0 0 -3 z 0
1 2 -1 x 0
r+2y—z2=0 T =3z
<101 1 y [=| 0| a0 < _
00 0 2 0 yres e

Ast los vectores del nicleo de g ((T)) 4 son de la forma:
(3z,—2,2) = 2(3,—1,1). Entonces {(3, —1,1)} esuna base del N (g ((T)) 4)-
Luego, de acuerdo a la proposicién 7.34, una base del nicleo de N(T') es

{coordy" (3,~1,1)} = {3po + (—1) p1 + 1p2} = {3po — p1 + p2} -

PROPOSICION 7.35. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K, A = {v1,v9,....,u,} una base de V. B = {wy,wa,....,wy} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces

1) Siw e Im (T) = coordp (w) € Im (5 ((T)) 4)

2) Siy € Im(p((T)),4) = coordg* (y) € Im (T)

DEMOSTRACION. 1) Siw € I'm (T') = existe v € V tal que T (v) = w- Luego
coordp (T (v)) = coordp (w). Pero por el Teorema 7.27 coordp (T (v)) =p
((T)) 4 coorda (v). Ast coordp (w) =g ((T)) 4 coords (v)

Hemos probado que existe coord (v) € R™ tal que

B ((T')) 4 coorda (v) = coordp (w)

= coordp (w) € Im (g ((T)) 4)
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2)Siy= (Y1,.--ym) € Im(p((T)),) = existe z = (z1,....,2,) € R" tal
2l Y1
que p(T)Ha| & | =] =

Tn Ym

= zycoordp (T (v1)) + ...+ zpcoordp (T (vy)) =y

= coordp (:ElT (Ul) + ...+, 7T (Un)) =Y

:EIT (’Ul) + ...+ IIJ‘nT (Un) = COOTd;l (y) =
T(a;lvl + ...+ xnvn) = COOTd]_gl (y) :

= Vg

Asf existe vy € V tal que T (vg) = coordy' (y) = coordy' (y) € Im(T). O

OBSERVACION 7.36. Al igual que la observacién 7.33 concluimos que
coordp es un isomorfismo entre I'm (T) y Im (5 ((T')) 4)-

PROPOSICION 7.37. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo A = {v1,v9,....,u,} una base de V, B = {wi,ws,....,w,} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces:

1) Im(T) e Im (g ((T))4) son isomorfos.

2) dim (Im (T')) = rango (A)

3) Si{hy,....,hx} es una base de la Im (T) =

{coordp (hy),coordp (ha),...... ,coordp (hy)} es base de la Im (g ((T)) 4)
4) si{y1,.....,yr} es una base de la Im (g ((T)),) entonces
{coordél (1), coordg (y2), ... .,coords" (yk)} es base de la Im (T).

DEMOSTRACION. (Ejercicio). O
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EJEMPLO 7.24. Consideremos la transformacion lineal del ejemplo 7.21
Hallemos una base de la I'm (T).
Primero hallemos una base de la imagen de la matriz g ((T)) 4.
Sabemos de la proposicién 7.30 que las columnas de g (1)) 4:

{(1,1,1),(-1,0,1),(1,2,3),(1,-1,-3)}

son un generador de la I'm (g ((T")) 4). Claramente es L.D. Reducimos dicho
generador hasta obtener el generador L.I.: {(1,1,1),(-1,0,1)}. Asi {(1,1,1),(—1,0,1)}
es una base de la Im (5 ((T')) 4)-

Luego de acuerdo a la proposicién 7.37

{coordél (1,1,1) ,coordgl (—1,0, 1)} =
={1(1,1,1)+1(0,1,1) +1(0,0,1) , —1(1,1,1)+0(0,1,1) +1(0,0,1)}
={(1,2,3),(—1,—1,0)} es base de la Im (T).

EJEMPLO 7.25. Consideremos la transformacién lineal del ejemplo 7.22

Hallemos una base de la Im (T"). Primero hallemos una base de la imagen
de la matriz g ((T")) 4. Por la proposicién 7.30 las columnas de g (1)) 4,
{(1,2),(2,4)} son un generador de la Im (5 ((T)),). Claramente es L.D.
Lo reducimos y hallamos {(1,2)} base de la Im (g ((T)),). Luego por la
proposicién 7.37 {cooral];1 (1,2)} = {1(1,0)+2(1,1)} = {(3,2)} es una
base de la Im (T).

EJEMPLO 7.26. Consideremos la transformacion lineal del ejemplo 7.23

Hallemos una base de la I'm (7). De acuerdo a la proposicién 7.30 {(1,0,—1),(2,1,1),(—-1,1,—-2)}
es un generador de la Im (g ((T)) 4)-

Como es L.D., lo reducimos hasta obtener {(1,0,—1),(2,1,1)} que es
una base de la Im (g ((T)) 4). Luego por la proposicién 7.37

{coordél (1,0,-1) , coordgl (2,1, 1,)} =

{1(2,0,—1)+1(0,1,4) + (—1)(0,0,3) , 2(2,0,—1)+1(0,1,4) +1(0,0,3)}
{(2,0,—4),(5,1,5)} es base de la Im (T).
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7.9. Cambio de base.

Sea V un espacio vectorial de dimensioén finita sobre un cuerpo K. Su-
pongamos que dim (V') = n. Consideremos una base A del espacio V. He-
mos visto que todo vector v € V', se puede representar por la n-ipla (vector
columna) coorda (v) € K".

En esta seccién responderemos la siguiente pregunta natural jcémo cam-
bian nuestras representaciones si seleccionamos otras bases? Es decir si con-
sideramos otra base A’ del espacio V, jcdémo se relaciona coords (v) con
coordy (v)?

Para responder estas preguntas necesitamos la siguiente

DEFINICION 7.10. Sean A = {v1,v2,...,v,} y A" = {0}, v},... 0.

ren

bases del espacio V e I : V — V la transformacién identidad (esto es
I(v) =v Vv € V). Llamaremos matriz de cambio de la base ("vieja”) A a
la base ("nueva”) A’ a la matriz: 4 ((1)) 4 -

La relacion entre las coordenadas estda dada por la siguiente
PROPOSICION 7.38. coordar (v) =4 ((I)) 4 coorda (v)
DEMOSTRACION. Por Teorema 7.27

coord s (I (v) = ((I))4 coorda (v)

Pero siendo I (v) = v, se obtiene la hipétesis. O

PROPOSICION 7.39. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. A
y A’ bases de V. I :'V — V la transformacion lineal identidad. Entonces:

10 ... 0

01 ... 0 -
Dala=| . . .| (matriz identidad)

00 ... 1

2) 4 ((I)) 4 es invertible y [a ((I))A]_1 =a (1)) ar
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DEMOSTRACION. (Ejercicio). O

PROPOSICION 7.40. Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K, A, A’ bases de V, B, B’ bases de W, T : V. — W una transfor-
macion lineal. Entonces

B (M) 4 =p (Uw))g B((T)a a((lv))a

donde Iy :' V. — V y Iy : W — W son las transformaciones lineales
identidad en V y W respectivamente.

DEMOSTRACION. Como Iy o T o Iy = T se tiene, aplicando la proposicién
7.23 reiteradamente

B (IwoToly))y=p (M) = s (Uw))ps(Tolv))y =p (1)

= p (Iw)ps((T)a a((Iv)a =5 (1)) 4

7.10. Operadores y matrices semejantes.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K. Su-
pondremos que dimg (V) = n.

DEFINICION 7.11. Llamaremos operador en V a toda transformacién
lineal T: V — V.

DEFINICION 7.12. Sean A yB € Mz, (K). Diremos que A y B son
semejantes cuando existe P€ M, x, (K) invertible tal que B = P~1A P.
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EJEMPLO 7.27. La matriz B = ( ‘Z’ _z > v la matriz A = < ;1 —i )

. . 1 -1 . 1 01
son semejantes, pues existe P = _— cuya inversaes P~" = 11

3 -2 0 1 4 -2 1 -1
tal = ifi 1.
aque(l 2) (_11> (2 1) (1 O)(verlque)

PROPOSICION 7.41. Sean A, B € My, (K). A y B son semejantes <
A y B son representaciones matriciales de un mismo operador T en V, para

algin espacto vectorial V.

DEMOSTRACION. (=) Si consideramos la transformacién lineal 7' : K™ —

Ty
Z2

K™ tal que T (z1,22,....,2,) = A | . , entonces de acuerdo a la Pro-
Tn

posicién 7.28(b) tenemos A =g ((T))j siendo E = {ej,ea,....,e,} la base

canénica de K".
Por otro lado, siendo A y B semejantes, existe P € M, x, (R) invertible
tal que:
B=P'AP

Pero se cumple que: P =g ((I))y donde H = {Pey, Pey, .. .., Pe,} y por la
Proposicion 7.39

Asi
B=y (I)pe(T)pe()y

Pero por la Proposicion 7.40

(D) pe((T)pe(()g =8 (T))y
Por lo tanto
B=n((T))y
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(<) Supongamos que B =g ((T))y , A=pg ((T))p. Por la Proposicién
7.40 sabemos que

H(M)g=u (D) e(T)g & ((1)y

Sea P =g ((I)), por la Proposicién 7.39 tenemos que P! =g ((I))p.
Hemos probado entonces que B = P~1A P, es decir A y B son semejantes.
O

PROPOSICION 7.42. Sean A y B matrices semejantes en Myxn (K).
Entonces

1)rango (A) = rango (B)

2)traza (A) = traza (B)

3) det (A) = det (B)

DEMOSTRACION. 1) Por la proposicién anterior, existe un operador lineal
en V y bases Ay B en dicho espacio tales que A =4 (1)) ,yB =5 (1)) -
Luego rango (A) = rango (4 ((T')) 4) = dim (Im (T'))

rango (B) = rango (5 ((T)) 5) = dim (Im (T'))

Asi rango (A) = rango (B)
2) Existe P € M, (R) invertible tal que B = P~'A P. Luego

traza (B) =traza (P~'A P) =traza (A P P7') =traza (A I) = traza(A)

(Recordar que traza(MN)=traza(NM))
3)det (B) = det (P™'A P) = det (P™') det (A) det (P) =
= det (A) det (P~') det (P) = det (A)
(Recordar que det(MN)=det(M).det(N) y det (M ~') = (det (M)~ ).
O
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OBSERVACION 7.43. No vale el reciproco de la proposicién anterior pues

1 1
A:<0 (1)>sz<1 (1)>cumplen

rango (A) = rango (B) = 2
traza (A) = traza (B) = 2
det (A) =det (B) =1

Sin embargo, no puede existir P invertible tal que B = P~1AP pues B # A.

7.11. El espacio vectorial £ (V, W)

Sean V, W espacios sobre un mismo cuerpo K. Notaremos L (V, W) al
conjunto de todas las transformaciones lineales T': V' — W.

PROPOSICION 7.44. El conjunto L(V,W) con la suma de transforma-
ciones lineales y el producto por un escalar por una transformacion lineal
definidas en la seccion 2, forman un espacio vectorial.

DEMOSTRACION. (Ejercicio). O

PROPOSICION 7.45. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita
sobre un mismo cuerpo K. Supongamos que dim (V) =n y dim (W) = m,
entonces L (V,W) es isomorfo a My, (K).

DEMOSTRACION. Probaremos que existe una transformacién lineal
F:L(V,W)— My (K)

biyectiva.
Definimos F' de la siguiente manera: Fijemos A base de V' y B base de
W. Luego, a cada transformacién T € L (V,W) le asignamos por imagen
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mediante F' a la matriz g ((T))4 € Mman (K), esto es F(T) =g ((T')) 4
Probemos que F' es lineal. Sean 71,75 € L(V, W)y A\, p € K.
F ATy 4 pT) = (AT1 4 p13)) o = A (T1) 4 + 1 (T2)) 4 =
A (Th) + pF (T2) -

Probemos que F es biyectiva.

1) F es inyectiva. Sean T1, Ty € L (V,W) tales que T} # T5. Debemos
probar que F' (T1) # F (T3).

En efecto siendo A una base de V por la proposicién 7.3 existe v; € A tal
que Ti (v;) # To (v;), entonces coordp (T (v;)) # coordp (Ts (v;)). Pero de
acuerdo a la definicién de matriz asociada coordp (T (v;)) y coordp (T (v;))
son las i-ésimas columnas de las matrices g ((11))4 v B ((12)) 4 respectiva-
mente.

Asi g ((Tl)) A #B ((Tg)) A; esto es F(Tl) #* F(Tg).

2) F es sobreyectiva. Dada M € M, (R), debemos probar que existe
T € L(V,W) tal que F (T') = M.

Vimos en la observacién 7.22 que dada una matriz M € M, (K) existe

una transformacién lineal T': V- — W tal que g ((T)) 4 = M, es decir que
existe T' € L(V,W), F(T) = M. O

COROLARIO 7.46. Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita
sobre un mismo cuerpo K.
Se cumple que dim (L (V,W)) = dim (V') .dim (W).



