Universidad de la Republica Grupos y Teoria de Galois
Facultad de Ciencias Primer Semestre 2020

Centro de Matemaética

Ejercicio 11 - Practico 7
Sea G un grupo de orden 60 simple

1. Hallar ng y ns. Calcular la cantidad de elementos de orden 3 y orden 5.
|G| =60=22x3x5

Por lo tanto n3|20 y nsequivl(3). Esto implica que ny = 1,4,10. Como G simple, y un
3-subgrupo de Sylow tiene 3 elementos, ng # 1, de lo contrario tendriamos un subgrupo
normal propio.

Para determinar cudl de las opciones (4 6 10) corresponde al valor de ns, usemos el siguiente
resultado general: si H < G, consideremos la accién por izquierda sobre el conjunto de las
coclases G/H. Entonces, la accién induce un morfismo ¢ : G — Sym(G/H). Luego, ker ¢<G
e Im¢ < Sym(G/H)

En nuestro caso particular, tomemos P un 3-subgrupo de Sylow, y H = Ng(P). Sabemos
que [G : H] = n3. Como G/H tiene ngz elementos, Sym(G/H) corresponde a Sy, asi que el
morfismo anterior implica la existencia de un morfismo ¢ : G = S,,. Como ker¢p <G y G
simple, el nicleo es 0, y por lo tanto |[Im(¢)| = 60[|S,,| = ns!. Esto implica, en particular,
que 5|ns!, asi que ng > 5. Por tanto ng # 4, y resulta ng = 10.

Una vez obtenida la cantidad de 3-Sylows, calcular la cantidad de elementos de orden 3 es
inmediato: cada 3-Sylow es isomorfo a Zs, as{ que tendran interseccién trivial. Por tanto,
habra 20 elementos de orden 3.

Para njs, tenemos que ns = 1(5) y ns5|12, asi que ns = 1,6. Como G simple, la tdnica opcién
es ns = 6.

La cantidad de elementos de orden 5 es por lo tanto 24.

2. n2|15 y es impar, asi que ny = 1,3,5,15. Como G simple y aplicando el resultado anterior
sobre el morfismo ¢ : G — S,,,, obtenemos que ny > 5.

3. Si ng =5, tenemos que 5 = ny = [G : Ng(9)], asi que |Ng(S)| = 12.
4. Asumamos que ny = 15.

(a) Si los 2-Sylow tienen interseccién trivial dos a dos, entonces tendremos 15 x 3 = 45
elementos de orden 2 6 4, eso entra en contradiccién con el hecho que tenemos 44
elementos de orden 3 0 5 y que |G| = 60. por tanto se cumple la tesis.

(b) H,K < HV K son dos 2-Sylows de HV K. Ademds, [K : HNK|=[H: HNK] =2,
asi que H N K es normal en H y K. Luego, HN K es normal en H V K.

(¢) |HV K]||60, y |HV K| > 6. Por tanto tenemos |H V K| = 6,10, 12,15, 20, 30, 60. Como
G simple, y |H|||H V K|, reducimos la lista a 12, 20, 60. Finalmente, usamos el resultado
sobre el morfismo ¢ de la parte a), y resulta que [G : HV K] > 5. Luego, |H V K| = 12.

5. Inmediato a partir de lo discutido antes: para el morfismo ¢ : G — S5, inyectivo, tenemos
que ¢(G) < S5, subgrupo normal. Considerar el morfismo o : S5 — —1,1, de forma que
As = kero (i.e., la funcién signo de la permutacién). Entonces, ker(o0¢)<G debe ser trivial.
Por tanto, o(¢(G)) =1, y entonces G = A (pues tienen mismos érdenes)



