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Inversa generalizada de una distribucion
Para F: R — [0, 1] funcién de distribucion, se define su inversa
generalizada

F'(p)=inf{xeR: F(x)>p}, para0<p<1.

0, cuando0<p<4/9
F~'(p)=1{1, cuando4/9< p<8/9
2, cuando8/9<p<1
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Simulacién de un vectores gaussianos bidimensional
(Box-Muller)

Como la funcién

no tiene formula elemental, no se puede aplicar el método de
la transformacién inversa.

Teorema (Método de Box-Muller) Sean U, V dos variables
aleatorias uniformes independientes. Entonces

(X,Y) = ( ~2log(U) sin(2r V), /—2log(U) cos(2r V))

es un vector normal bivariado con’

(o) =0 %)

s es el ade antes.



Demostracion

Sea A C R?. Se tiene que

P((X,Y)e A dudv

) B //(«/—2|og(u) sin(27v),/—2log(u) cos(27v))eA
Hacemos el cambio de variable
9(u,v) = (v/—2log(u) sin(27v), /—2log(u) cos(2nv)) = (X, y)

Despejando en términos de u y v tenemos que

22

g '(x,y) = (ey, 217 arctan(y/x))

Calculemos el jacobiano: Jg-1(x, y)



= (2x) = ()
2 —X e 2 -y
Jg-1(X,y) = 1 2 2
J ey Y /X) 27r(1+(y/x 2(1/x%)
1 1(y20 12
— e 3(x*+y%)
27re ’
Luego,
P((X,Y)e A = // dudv
(( ) ) (v/—2log(u) sin(2rv),r/—2log(u) cos(2nv))eA

- / / 0% aixdy
(x.y)e



v.a. i.i.d - m.a.s

» Un concepto central en probabilidad y estadistica lo
conforman un conjunto

X1aX2a"'7Xn

de variables aleatorias independientes con distribucion
comun.

» En probabilidad, decimos que se trata de n variables
aleatorias independientes con idéntica distribucién, y se
abrevia v.a. i.i.d.

» En estadistica, decimos que se trata de una muestra
aleatoria simple: y se abrevia m.a.s.
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Sea F(x) la distribucién comun de las variables, p(x) su
densidad, pk la probabilidad en el caso discreto.

La distribucion del vector X = (Xj, Xz, ..., X;) viene dada

por
F(X1,...,%n) = F(x1)...F(xn)

En caso de ser continuas, la densidad conjunta es

p(x1,...,Xn) = p(x1)...p(Xn)

En el caso discreto, la probabilidad conjunta es

P(X‘] :k‘],,Xn:kn):pk1pkn



Estadistica: Estimacion de un parametro

Supongamos la siguiente situacion estadistica:

» Observamos el resultado numérico de n experimentos que
se realizan en forma independiente y bajo las mismas
condiciones.

» Es valido suponer que lo que observamos es una muestra
aleatoria simple Xj, ..., X,

» Dichas variables dependen de un parametro 6 que
desconocemos

» Queremos a partir de la observacion tener una idea del
valor verdadero de 6



Estimador de un parametro

» Se trata de calcular una aproximacion de ¢ € R (valor
tedrico desconocido), que denotamos 6, a partir de
Xi,..., Xn.

» Mas formalmente escribimos
On = f(X1,..., Xn).
es decir, un estimador es una funcion f: R" — R.

» Si bien no es una condicién de la definicidn, se espera que
0, sea cercano a 6, o converga a ¢ en algun sentido.

» A veces distingimos con la notacion xq, ..., x, (dato
observado) de Xj, ..., X, (variable aleatoria a observar)



Estimador de maxima verosimilitud

Vamos a usar la misma estrategia que antes:

» escribimos la densidad (o la probabilidad en el caso
discreto) como funcion de la muestra, y obtenemos al
variar 6 el maximo valor posible de esa densidad.

» definimos entonces la verosimilitud
L(O,x1,...,Xn) :=p(x1,0)...p(Xn,0)

» definimos

0 =argmaxL(0,Xxy,...,Xn)
0cR



» Muchas veces es util definir la log-verosimilitud:
00, X1,...,%n) : =logp(x1,0)...p(Xn,0)

n
=" log p(x«, ).
k=1

» Como el logaritmo es una funcién monoétona, tenemos

0n = argmax£(0,xq, ..., Xn)
feR

» El mismo valor que maximiza L es el que maximiza ¢.



Ejemplo: estimacién del a en el caso normal

» Supongamos que sabemos que los datos siguen una
distribucion normal, conocemos el parametro de escala o
pero desconocemos el parametro de posicién a.

» Eso puede corresponder a mediciones con un aparato que
introduce un error o2 conocido.

» Nuestro parametro de interés es entonces a.

» Veamos entonces si obtenemos f para tener una
estimacion



La densidad normal es

1 x—a)2
p(x,a) = — —e z(*7*
ovem
La verosimilitud es entonces
1 _l(X1 )2 1 _1(xn—2a)2
L(a,Xy,..., X)) = e 2\l ) . e 2(*%7)
( 1 n) ovem 2m

(o) e

Por eso la log-verosimilitud es

Ua, xq,...,xn) = log [(ﬁ}g)”e 32 (% 3)2]

= nlog <a\}ﬂ> ;kzi; (ng_ 3)2




El primer sumando no depende de a. Tenemos entonces que

minimizar ; )
h(a) _ Z <Xk(; a)

k=1

Derivando con respecto a a:

n
h’(a):gz Xk—2a_ Zxk—na

k=1

Entonces, el valor donde se obtiene el maximo de L es

n
X,
N Zk:‘l k L=
a= T . Xn.
Luego, el estimador de maxima verosimilitud de a es el

promedio(!)



Caso vectorial para ¢

» Podemos generalizar cuando 6 es un vector en vez de un
parametro.

» Ademas el conjunto de busqueda no tiene necesariamente
que ser R". El conjunto se denomina ©

» Entonces, el estimador de maxima verosimilitud es

0, = argmax£(0,x1, ..., Xn)
hco



v

v

v

v

Por ejemplo, si queremos estimar ay o en el caso
gaussiano, tenemos

(a,0) € © =R x [0,00)
La cuentas que hicimos son validas, pensando que ¢ es
funcién también de o
Resulta

. 1 1 & xk—a>2
a,&) =argmax [nlo ——
(2.6) = argr [ g(a 27r> 2Z< -

k=1

Las cuentas van en un ejercicio del practico 5.
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