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Definicién de E g(X, Y)

Consideremos un vector aleatorio (X, Y) con funcion de
distribucién F(x, y) y una funcién g: R? — R. De esa forma
definimos una nueva variable aleatoria

Z=g(X,Y).

Si el vector aleatorio tiene distribucion discreta, con valores
(X, y;) con probabilidades

prj=PX=xk,Y =y (k,j=1,2,...),

entonces

Eg(X,Y) =Y a(xk ¥)Py, (1)
k.

si la serie anterior es absolutamente convergente.



Por analogia, si el vector aleatorio tiene densidad p(x, y),
entonces

Egx.v)= [ h / " g(x. y)p(x. y)dxdy,

si la integral anterior es absolutamente convergente.



Propiedades

Propiedad
Consideremos una variable aleatoria X con esperanza'
matematica E X, y dos reales a, b. Entonces

E(aX +b)=aEX+b.

Esta proposicion es una consecuencia directa de las
definiciones. Por ejemplo, en el caso discreto

E(aX + b) =) (ax;+ b) P(X = x))

=ay _ xP(X=x) +bZP ) =aEX +b.

'Se entiende que existe la esperanza matematica de la variable aleatoria.



Propiedad

Consideremos dos variables aleatorias X, Y con esperanzas
respectivas E X, E Y. Entonces

E(X+Y)=EX+EY.



Demostracion

Veamos la demostracion cuando las variables tienen
distribucién discreta; X toma los valores xq, xo,...; Y toma los
valores yy, yo, .. .. Aplicando la férmula (1), tenemos

EX+Y)=) (xi+y)PX=x,Y =y
i
:ZX,-ZP =x,Y =Y))
+Zy,ZP =X, Y =Y)

_ZXI +Zy, (Y=y)=EX+EY,

lo que concluye la demostracion en el caso discreto.



Caso continuo

Si el vector aleatorio (X, Y) tiene densidad p(x, y), aplicando la
formula (2) obtenemos

B+ )= [ N /- " (x+ y)p(x. y)dxy

:/ / pxy)dydx+/ / pxydx

/ xp(x)dx +/ yp2(y)dy =EX+EY,

donde pi(x) y p2(x) son las densidades de las variables
aleatorias X e Y respectivamente.



Propiedad

Consideremos dos variables aleatorias independientes X, Y
con esperanzas respectivas E X, E Y. Entonces

E(XY)=EXEY. 3)



Demostracion

Demostremos esta proposicion en primer lugar, en el caso en
el que las variables aleatorias tienen distribucién discreta; X

toma los valores xq, x»,...; Y toma los valores y1, yo, ...
Aplicando (1), tenemos
Zx,y/ X=x,Y=y)= Zx,y/ X =x)P(Y =y)

—Zx, —X,Zyj (Y=y)=EXEY.



Caso continuo.

Si el vector aleatorio (X, Y) tiene densidad p(x, y), por
independencia obtenemos que p(x, y) = p1(x)p2(y), donde
p1(x) y p=(y) son las densidades de las variables aleatorias X
e Y respectivamente. En vista de (2), tenemos

E(XY) = /_ Z /_ Z xyp(x, y)dxdy = /_ Z /_ Z xyp1(x)p2(y)dxdy

— [ ok [ ypaly)oy —EXEY.

— 00

concluyendo la demostracion en el caso absolutamente
continuo.



Caso general

» Veamos ahora una demostracion en el caso general.
» Sabemos que el resultado es cierto en el caso discreto.

» Supongamos primero que X e Y son variables aleatorias
independientes y no negativas, con esperanzas
respectivasEXYyEY,



Discretizaciéon

Consideremos paracada n=1,2,..., las variables aleatorias
de la forma

{ (i=1)/2", si(i=1)/2" < X(w) <i/2" (i=1,...,n2"),

0, si X(w) > n.

Xn(w) =
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Tenemos
n||_>moo Xn(w) = X(w)

donde la sucesion {X,(w)} es no decreciente.

Anédlogamente { Y,(w)}, presenta el mismo
comportamiento.

Xn e Yy, son discretas (finitas!) ,

Como X e Y son independientes:

P(Xn=aYp=b)=Pla<X<at2™"b<Y<bt2™")
=Pla<X<a+2 MPb<Y<b+2")
=P(X,=a)P(Y,=Db)

luego las variables X, e Y, son independientes
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Entonces,
E(Xn Yn) = EXn E Yn.

Veamos que E X, < E Xj,.1.

En efecto, en el conjunto {a < X < a+ 27"} tenemos
Xn =a
Ese conjunto se parte en dos:

—-n

2" 2
{a§X<a+7} y {a+7§X<a+2‘”}

en esos respectivos conjuntos

—-n

Xnp1=a, Yy Xnp :a+7



aP(X,=a)=aPa<X<a+2")
2-" 2-"
:aP(a§X<a+T)+aP(a+T§X<a+2*”)

—-n —n 2—n

gaP(a§X<a+27)+(a+ )P a+7§X<a+2*”)

2
2—/’1 -n
:aP(Xn+1 :a)+(a+ T) P(Xn+1 :a'i‘i)

2

De aqui obtenemos
EX, <EXy1.



Como Xp(w) T X(w) para todo w € Q, definimos?
EX = |irr}’1 E X,.
En forma analoga

» obtenemos
EY,—EY,

» obtenemos
E(X,Yn) — E(XY).

» Concluimos que

E(XY)=EXEY.

2Con teorfa de la medida esto se demuestra.
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Sean ahora X e Y variables aleatorias arbitrarias, con
esperanza (finita)

Definimos

X (w) = max (0, X(w)), X~ (w) =max (0, —X(w)).
Es claro que X*(w ) 0, X~(w) >0,yque
X(w) = X (w) — X (w) para cada w € Q.

Definimos en forma analoga las variables aleatorias Y+ e
Y-.



Veamos que las variables aleatorias X™ e Y son
independientes.

Supongamos primero que x > 0,e y > 0.

Tenemos las igualdades de sucesos { Xt < x} = {X < x},
{Yr<yy={Y =<y}

Por ésto,

~<

PXT<x,YT<y)=PX<x,Y<y)

= P(X six) P(Y <y)=P(X" <x)P(Y" <y),

donde utilizamos que las variables aleatorias X e Y son
independientes.

Las posibilidades restantes son analogas.



Por ésto

E(XY) = E(X" — X" )(Y* - Y7)
—EXTYT - XTY X YT XY
—E(XTYT)—EXTY ) —EX YN +EXY)
—EXTEYT—EXTEY -EX EY'+EX EY~
—(EXT—EX )EY"—EY )=EXEY.

concluyendo la demostracion.



iQue termine la abstinencia!

- DOCTOR, LLEVO 5 DIAS
SONANDO CON HORMIGAS
JUGANDO AL FUTBOL.

- TOMESE ESTO Y HOY
PODRA DORMIR.

- ;ESTA LOCO? ;HOY ES LA
FINAL!




