Algebra Lineal I. Curso 2020 Facultad de Ciencias

Determinantes de matrices de tamano cualquiera

1. Formas multilineales alternadas

Se precisa aqui trabajar con cuerpos que verifican una cierta condicién que explicaremos en clase.

Podemos asumir sin problema k = Q,R o C.
Definicion 1.1. Sean V., W espacios vectoriales. Una funcion w :V XV x--- xV — W se dice

1. multilineal si

2. alternada st

Observacién 1.2. Siw es una forma alternada, y para ciertos i, j v; = v; se tiene que w(vi, va, - -+ ,vp) = 0.
Siw es multilineal alternada y algin v; es combinacion lineal de los restantes, se tiene w(vy,va,- -+ ,vy,) = 0.
Demostracion.

O

Es conveniente, para entender el siguiente resultado, compararlo con el que enuncia que conociendo una
transformacion lineal en una base, la conocemos en todo su dominio.

Proposicién 1.3. Sea {e1,e2,---€,} base de V y sea w € W un elemento cualquiera.
Eziste una dnica funcion w:V XV x - x V — W multilineal alternada tal que F(ej,e2,--- ,e,) = w.

Demostracion. En clase (sélo ideas, no se espera que lo escriban formalmente, porque es técnicamente com-
plicado).



2. Definicion de determinante

El siguiente resultado define la funcién determinante
Proposicién 2.1. Eriste una unica funcion de My (k) en k que verifica las siguientes tres propiedades.
1. La funcién vale 1 en I,.
2. Si en una matriz se intercambian dos columnas, la funcion cambia de signo.
3. La funcidn es lineal en cada columna: esto se explicard en clase.
La notamos det y la llamamos determinante.

Demostracion. Observar que, si pensamos una matriz cuadrada de tamafio n, como una n-upla de vectores
de k™ (las columnas de la matriz), entonces una funcién que verifica 2 y 3 es una forma multilineal alternada
de k” x k"™ x --- x k" — k.

Por la Proposicién 1.3, hay una tinica que vale 1 en I,,. O

3. Calculo explicito
Recordemos el célculo del determinante para una matriz 3 x 3.

a1l a2 ais
det a1 Q22 Qg3 = G11022033 + (21032013 + (31012023 — (31032013 — (21012033 — 11032023
azr asz2 as3

Es fécil ver que es efectivamente una funcién multilineal alternada que en I3 vale 1.

Observar que cada sumando es, a menos de un signo, el producto de 3 factores, dénde hay exactamen-
te uno de cada fila y exactamente uno de cada columna. Ademaés la mitad de esos sumandos aparecen con
signo positivo y la otra mitad con signo negativo.

Esta idea tiene para nosotros la impresicion del signo asignado a cada producto de factores. Esto se puede
definir con precisién. Mencionaremos algunas ideas en clase al respecto.

Usaremos esta idea de todos los sumandos posibles que utilicen n factores tales que sélo hay uno por
fila y uno por columna, para calcular el determinante en general. En clase construiremos el caso del deter-
minante de una matriz 4 x 4, y observaremos, cémo, para calcular el determinante de una matriz de tamano



n + 1 se puede recurrir a una de tamano n.

La cantidad de sumandos para el caso de una matriz n X n es:
Aqui aparece la idea de menor (i,j) de una matriz, que vimos en clase y aparece en la Proposicién 5.2 como
la matriz M; ; .

4. Otras propiedades

Proposicién 4.1. 1. Si una matriz tiene dos columnas iguales, su determinante es 0.
2. Si una matriz tiene una columna que es combinacion lineal de las demds, su determinante es 0.

Demostracion. Se deduce de que det es una funcién multilineal alternada en las columnas y de la observacién
1.2. O

Observacién 4.2. Desarrollo por una columna

Observacioén 4.3. Filas versus columnas

De las consideraciones sobre como calcular el determinante, se deduce que todo lo que se asequra por filas,
puede hacerse por columnas. En particular det(A?) = det(A).

Ademds, si se intercambian dos filas, el determinante cambia de signo. El determinante es lineal en cada fila.
St dos filas son iguales, el determinante es 0. St una fila es combinacion lineal de las demds, el determinante
es 0.

También vale el desarrollo por una fila.

5. Determinantes e invertibilidad

La propiedad fundamental de los determinantes y que permite relacionarlo con la invertibilidad de una
matriz es la siguiente.



Proposicién 5.1.
det(AB) = det(A)det(B), para cualesquiera matrices cuadradas A, B de tamarnio n
Demostracion. Fijemos A una matriz cuadrada de tamano n y consideremos las siguientes dos funciones:
D, D’ : M, (k) — k, definidas por D(X) = det(AX), D'(X) = det(A)det(X).

Es facil ver (para D’ es claro porque es un miltiplo de det, para D hay que mirar mds fino) que D y D’,
pensadas como funciones en las columnas, son formas multilineales alternadas. Adema&s ambas coinciden en
I, (valen det(A)). Por la proposicién 1.3, se deduce que D = D', es decir det(AX) = det(A)det(X),VX. O

Teorema 1. A es invertible si y solo si det(A) # 0.

Demostracion. Supongamos A invertible. Entonces existe B tal que AB = I,,. Aplicando el determinante
y la Proposicién anterior, se tiene det(AB) = det(I,) y por lo tanto det(A)det(B) = 1. Se deduce det(A) # 0.

Reciprocamente, si det(A) # 0, se tiene que el rango de A es n (puesto que si no A tendria una fila que es
combinacién lineal de las restantes y su determinante seria nulo). Se tiene entonces que Ly : R" — R" es
sobreyectiva y por lo tanto L4 es un isomorfismo. Se deduce que A es invertible. UJ

Proposicién 5.2. Si det(A) # 0, entonces la inversa de A es la matriz
adj(A) = ((bij))f,jgn

siendo cada b;; definido como o
bij = (—1)Z+]d6t(Mij).

Donde M;; es la matriz que se obtiene retirando de A la fila i-ésima y la columna j-ésima.

Demostracion. La idea es probar que Aadj(A) = det(A)I,. Observar que esto implica que A es invergile.

Poniendo A.adj(A) = (¢ij)ij<n
= Verificar que ¢;; = >, (— 1)/ Fa;pdet(M;y)
» Probar que ¢;; = det(A) usando el desarrollo de det(A) por la fila i-ésima.

= Para probar que ¢;; = 0 si ¢ # j utilizar una matriz auxiliar A que es igual que A pero que la fila j se

-~

sustituye por la fila i. Desarrollar det(A) por la fila j.
O
Para terminar, observar que de la prueba de la proposicién anterior salen dos cosas:

Observacién 5.3. Si A es invertible, se tiene que: det(A™1) = ﬁ(m y A~ = madj(fl).



