Dos estadisticos disparan a un blanco:

El primero erra por un metro a la derecha, el segundo, un
metro a la izquierda. Luego, chocan los cinco con expresion de
alegria. Alguien que pasa por alli y no entiende nada. Les
pregunta:

» ¢ por que festejan? erraron los dos por mucho
» son formas de verlo, responde uno;

» en promedio: jacertamos! dice el otro.
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Varianza

» Queremos medir cuanto se diferencia una v.a. de su valor
esperado

» Para eso definimos la varianza de una variable aleatoria,
que notamos var X

» Su desvio estandar, notado oy := vvar X

» Supongamos que existe la esperanza matematica
EX=a

» Definimos (cuando existe) la varianza de X, como la
esperanza matematica

var X .= E(X — a)?,

» La desviacion estandar es

ox = vvarX,



Propiedad.Sean X e Y variables aleatorias independientes’,
para las cuales existe la varianza. Entonces

var(X + Y)=varX +varY.

Esta propiedad es un caso particular de la siguiente.

Propiedad. Sean Xj, ..., X, variables aleatorias
independientes dos a dos, para las cuales existe la varianza.
Entonces

var(Xy +---+ Xp) = var Xy + - -- + var X,,. (1)

'0j0



Demostracion Designemos ax = E X, (k=1,...,n).
Partiendo de la definicion de varianza, tenemos

varzn:Xk = E(znjxk - Ezn:xk)z - E(zn:(xk - ak))z
k=1

_ZE(Xk—ak +2 Z X — aK)(Xj — &)

1<k<j<n
= Z var X,
k=1

porque

E(Xk — ax)(X; — aj) = E(Xk — ax) E(X; — &j) = 0.



Sea X una variable con varianza.

v

» Sea

Z=(X—-EX)?>0, quenosda EZ = var X.

v

Para ¢ > 0,

P(X-EX)?>¢%) < 5 EZ=—varX,

v

Tomando raiz cuadrada, es

1
P(X ~EX|><) < varX. 2)

Es la Desigualdad de Chebishev.



Cuantiles, percentiles

>

Como los momentos de una variable aleatoria no siempre
existen, se introducen otras caracteristicas numéricas de
las variables aleatorias, que existen siempre.

Consideremos una variable aleatoria X y un numero
0<g<1.

Llamamos cuantil de orden g de la variable aleatoria X, a
cualquier nimero x4 que verifique las condiciones

Si la funcién de distribucidon de una variable aleatoria X es
estrictamente creciente en toda la recta real, su cuantil de
cualquier orden g es unico.

Una variable aleatoria arbitraria no siempre cumple esta
condicion.



Mediana

Cumulative distribution /

0.4 {
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» El cuantil de orden 1/2 se denomina mediana. De esta
forma, la mediana de una variable aleatoria X es cualquier
namero m, que verifica las condiciones

P(X < m)> 1

5 PXzm)=

N —

» Los cuantiles de orden 1/4,1/2y 3/4, se denominan



Moda

La moda de una variable aleatoria X se define Unicamente
para variables aleatorias discretas continuas.

Si X toma los valores x; < x» < X3 < ---, con
probabilidades p1, po, p3, . .., entonces, la moda de X es
cualquier nimero xi para el que se cumpla

Pk—1 < Pk = Pk+1-

Si X tiene densidad p(x), la moda de X es cualquier punto
de maximo local de p(x).

Es claro, que en general, la moda no es Unica.

Si una variable aleatoria tiene una Unica moda su
distribucion se denomina unimodal.

X ~ N(a,c?), la esperanza, la mediana y la moda (Gnicas)
coinciden con a.



Ley de los grandes numeros

» La sucesion de variables aleatorias Y7, Yo ... converge en
probabilidad a la variable Y su para todo £ > 0 tenemos

P(|lYa—Y|>¢e)—0 (n— o0).

» Escribimos
v, Ry

» Muchas veces Y es una constante.

» Tenemos una ley de los grandes numeros cuando los
promedios aritméticos de una cantidad creciente a infinito
de variables aleatorias convergen en probabilidad. 2

2Sj tenemos convergencia en probabilidad, decimos ley débil de los
grandes numeros, si tenemos convergencia con probabilidad 1, decimos ley
fuerte de los grandes numeros.



Teorema (Chebishev)
Consideremos una sucesion de variables aleatorias

X‘IaXZa"-v

independientes dos a dos, y con esperanzas matematicas
ai, ao, . ... Supongamos que se cumple la condicion
varX, < C, n=1,2 ..

*

donde C es una constante arbitraria. Entonces

Z Za,—>0 (3)



Variables con esperanza constante

» Es importante el caso particular en el que las esperanzas
son iguales,

EX,=a, paratodon=1,2,....

» Tenemos

1 n
n D a=a
i=1
» La convergencia en (3) se transforma en

1 n
fZX,-ia.
N3

» Silas variables son i.i.d, entonces E X,, = a para todo n.



Demostracion

» Consideremos paracadan=1,2,...

» Es claro que

1 n
EZ, = nz;a,-.
=

» Como las variables aleatorias son independientes dos a
dos,

n n
var) X;=> varX;<nC
i—1 i—1

en vista de la propiedad anterior.



» Aplicamos ahora la desigualdad de Chebishev:

> 5) —P(|Z,—EZ)| >¢)

1 n 1 n
PazX-aXa

1 1 n
< —varZ, = —— var Xi—0
= 82 n n2€2 ; I 9

si n — oo, dado que Y"1, var X; < nC.
Esto concluye la demostracion.



» El teorema de Chebishev da fundamento a la regla de la
media aritmética:

» para la estimacion del valor de una constante fisica a,
desconocida, mediante los resultados de n mediciones de
su magnitud, se recomienda tomar el promedio aritmético
de estas mediciones.

» Veamos la fundamentacion: X, ..., X, son los resultados
de las n mediciones de esta constante a.

» Como las mediciones tienen errores?®, consideramos
Xi=a+ A,

donde A; es el error que se comete en la i—ésima
medicion.

3iCaso contrario seria suficiente una Gnica medicién!



Suponemos que
EA; =0, varA;j =02 (i=1,...,n), (4)

donde el valor de o2 puede ser desconocido. Las condiciones
en (4) son equivalentes a la condiciones

EXi=a varX;=02 (i=1,...,n). (5)

» E X; = a se interpreta como la ausencia de error
sistematico en las mediciones,

» var X; = cte significa que las mediciones tienen la misma
precision.

» Si se supone ademas que Xi, ... X, son independientes
dos a dos, el teorema de Chebishevcona; =---=a,=a

da .
1
—E )Q£>a.
i3



En consecuencia:

» el promedio aritmético de los resultados de las mediciones
de una constante fisica a converge en probabilidad al valor
de esta constante;

» en la terminologia de la estadistica, el promedio aritmético
de las mediciones es un estimador consistente de la
constante desconocida a.



Corolario: teorema de Bernoulli

» Consideremos una serie de n experimentos
independientes, con dos resultados posibles cada uno
(éxito y fracaso), y probabilidad de éxito igual a p en cada
experimento (0 < p < 1).

» Sea u la cantidad de éxitos en n experimentos.

» Sea Xi, Xo,... una sucesion de variables aleatorias, cada
una de las cuales toma el valor 1 con probabilidad p (si
ocurre un éxito) y el valor 0 con probabilidad g =1 — p (si
ocurre un fracaso).



Tenemos EX; = p,var X; = pqg < 1paracadai=1,2,....

Ademas = "7 ; X;, porque la suma contiene tantos
sumandos iguales a uno como éxitos ocurren en los
primeros n experimentos, siendo nulos los sumandos
restantes.

Las variables aleatorias Xj, Xo, ... son independientes dos
a dos y cumplen la condicion var X; <1 (i =1,2,...), por
lo que es aplicable el teorema de Chebishev:

u/nip.

La ultima afirmacion significa que la frecuencia de éxitos
en n experimentos, converge en probabilidad a p, la
probabilidad de éxito en un experimento.



Chiste tonto (sic)
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