Algebra Lineal I. Curso 2019 Facultad de Ciencias

Practico 14

1. Sea T : Ry[z] — Ry[z] definida por T'(az*+bx+c) = (5a —b+5¢)x? + (—4a+b—4c)xr —6a+b—6e.

(a) Hallar una base de N(T).
(b) Probar que N(T') N Im(T') = {0} y deducir que Ry[z] = N(T") & Im(T).
(c) Sean Sy = {p € Rolx] / T(p) = p} y S2 = {p € Rolz] / T(p) = —p}-
(i) Hallar bases de Sy y Ss.
(ii) Probar que Ry[z] = N(T) & Sy @ Sa.
(d) Hallar bases de Ry[x]/N(T) v Ro[z]/(N(T) & S1).

2. Se define una relacién de equivalencia entre las matrices n x n de la siguiente manera: A, B € M,,,
A~ Bsiysélosi A= PBP™!.

(a) Probar que si A ~ B entonces det(A) = det(B).
(b) Sea ¢ : M,,/. — R[z] definida por ¢([A]) = det(A — «I).
(i) Probar que ¢ esta bien definida.
(ii) Probar que ¢([A]) = ¢([A"]).
(c) Investigar si es posible definir una suma en M, /.. como sigue [A] + [B] = [A + B].

3. Sean u,v € R3? fijos. Definimos ¢y, : R* — R por ¢y, (w) = u A v - w para todo w € R3.

(a) Probar que ¢y, € (R3)*.
(b) Hallar u y v para que ¢, no sea la funcién nula.
De ahora en adelante se trabaja con u y v fijos tal que ¢,, no sea la funcién nula.
(c) Hallar una base de N(y,).
(d) Probar que {[u A v]} es una base de del espacio cociente R /N (¢, ).

4. Sea V el espacio de las sucesiones reales. Definimos ¢ : V' — R3 por ¥({x,}) = (71,21 + 22, 21 +
To + [L‘g).

(a) Probar que % es lineal.
(b) Hallar N(v), Im(v).

(c) Investigar si ¢ es inyectiva y sobreyectiva.

(d) {Qué se puede decir de la dimensién de W = V/N ()7

(e) Sean x = {x,}, y = {yn} v 2 = {2,} € V definidas por x, = (-=1)", y, = 2n y 2, = 2n* + 7.
Probar que {[z], [y], [2]} es 1.d. en W. Escribir explicitamente uno de ellos como combinacién
lineal de los demas.

5. Se considera S = {(z* — 1) - q(z) : q(x) € Ry[z]} subespacio de R3[x].

(a) Probar que A = {1,z,2? — 1,2% — x} es base de R3[z] que contiene una base de S.

(b) Hallar una base B de Rs[z]/S.

(c) Sea ¢ : R3[z] — R? transformacién lineal definida por ¢(p(z)) = (p(1),p(—1)). Hallar M =
¢ [¢] 1, donde C es base candnica de R?.

(d) Probar que existe una tdnica ¢ R; [z]/S — R? lineal tal que ¢([p(z)]) = (p(1),p(—1)).

(e) Si7:Rs[z] = Rslx]/S es la proyeccién canodnica, hallar N = , [7] ,
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(f) Probar que ¢ es un isomorfismo.



(g) Probar que M = P - N.
6. Sea V =R3[z] yT:V — V dada por T'(f) = f+ f' + f".

(a) Hallar la matriz A = 4 [T, donde B = {1, z, 2% 2%}.

(b) Probar que A es invertible.

(¢) Expresar T1(1), T"!(z), T~(z*) y T~'(2®) como combinacién lineal de B.
(d) Calcular A~

7. Sea T : Ry[z] — R? dada por T'(p) = (p(0),p(1),p'(1)).

(a) Hallar la matriz asociada a T en las bases A = {22, 2,1} de Ry[z] y C = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)}
de R3.

(b) Demostrar que T es un isomorfismo.

(c) Hallar la matriz asociada a T~ : R® — Ry[z] en las bases de (a).

(d) Sea v € R? tal que ce(v) = (3,2, —2). Hallar g € Ry[z] tal que T'(¢) = v.

8. (a) Calcular los rangos de L'y M.

2 2 3 1 -1 0
3 -3 0 4 3 2
L= 1 10 |'M=11 1 o
-1 21 1 -2 —1

(b) Sean Sy T transformaciones lineales de R® en R? representadas en las bases canénicas por las
matrices L y M respectivamente. Demostrar que S(R?) # T(R?).

(c) Sea V un espacio de dimensién > 2 y sean U y W subespacios tales que U # W, dim U = s,
dim W =7, dim UNW =1i. Si B es base de UNW, BUC base de U y BUD base de W,
demostrar que BUC U D es linealmente independiente. Deducir que ¢ > r + s — n.

(d) Usando (a), (b) y (c) probar que dim S(R?) N T(R3) = 2.

9. Sea V = R;]z].

(a) Probar que B ={1,2>+ 1,2 + = — 1,23} es base de V.

(b) Sea T': V — V transformacién lineal definida por: T'(1) = —2®+ 1, T' (2% + 1) = 323 + 222 + 5,
T(a® 4z —1) =223 +22° + 22 y T(2%) = 2° — 1. Hallar 4 [T, y verificar que 7% = 2T

(¢) Calcular N(T') y hallar un subespacio A de V tal que V.=A @& N(T) y T(A) C A.

(d) Hallar una base D de V' de modo que 5 [T sea diagonal.



