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1. Sea T : R[z]y — R? una transformacién lineal tal que:
T(xr+1)=(1,2,0), T@*—=z)=(211), T(z*) =(-1,1,-1).

a) Mostrar que T' estd determinada con las condiciones anterirores.

b) Sea B la base canénica de R[x],, es decir B = {1, z,2?} y sea C la base canénica
de R3. Hallar ¢[T5.

c) Hallar una base de N(T') y una base de Im(T).

d) Sea W = {(z,y,2) e R® : x+y+2 =0yx— 2 = 0}. ;Se verifica que
RS = W & Im(T)?

2. Sea T : R?® — R? una transformacién lineal que verifica
TuAv)=Tu)AT(W) Yu,velR.

a) Probar que o bien T es inyectiva o bien que T es la transformacién nula.

b) Supongamos que T no es la transformacién nula y sea v; = T'(e;) siendo
{e1,e5,e3} la base canénica de R3. Probar que {v;,vs,v3} es un conjunto
ortonormal, es decir, v; L v si i # jy que ||v1] = |lva]| = ||vs]] = 1.

c) Hallar T' (o la matriz asociada a T" en la base canénica) sabiendo que:
[ ] ’Ul = \/Lg(l, ]_, ].)
= vy pertenece al plano de ecuacion z —y — z = 0.

= La tercera componente de v3 es negativa.

3. Sea V un k-espacio vectorial de dimension n < oo y S C V un subespacio. Se define
S®={feV*: f(s)=0paratodo s € S}

a
b

c

robar que S° C V* es un subespacio.
) Probar que §° C V* bespaci
robar que dim S° =n — dim S.
) Probar que dim 5° dim S
) Sea S = ((1,1,1),(1,2,1)) C R3. Hallar explicitamente una base de S°.
)

d) Probar que si S,T C V son subespacios, entonces (S +71)° = S°NT°, y que
(SNT)>=8°+T°.

e) Probar que S = {z € V: f(x) = 0 para todo f € S°}.
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Se verifica que B’ = {z + 1,2% — z,2%} es base de R[z]y y por lo tanto T est4 bien
definida.

1 00
g lidlp = 1 —1 0 |.y porlo tanto, como ¢[T]p = ¢[T]g g lid]s, se tiene que
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{22 — 2 — 1} es base N(T) y {(1,2,0),(2,1,1)} es base de Im(T).
Si, pues {(1,—2,1)} es base de W y (1,2,0),(2,1,1) y (1,-2,1) es L.I.

_)

Supongamos que N(T) # {0} y seav € N(T) no nulo. Sea uw no nulo perpendicular
avyw= u_/}\ v. Luego T'(w) = T(u) ANT(v) = 0, es decir, w € N(T). Y también
T(vAw)= 0.Como {v,w,v Aw} es L.I. (y base) concluimos que N(T) = R3.
Tenemos que vs = v1 A vg,v1 = v2 Av3,v3 = v3 Avy y de esto se deduce facilmente el
resultado.

Como wve pertenece al plano x — y — z = 0, es perpendicular a v; y tiene norma 1
se tienen dos posibilidades: vy = :I:%(O, 1,—1) y por lo tanto vs = :l:%(—z 1,1).
Luego, como w3 tiene que tener tercera componente negativa concluimos que vy =
%(07 —1,1) y v3 = +=(2,—1,—1) y por lo tanto la matriz asociada a T en la base
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Es una verificacién sencilla.

Sea {v1,...,v,} unabase de S. Lo completamos a una base de V: B = {v1,...,0p, Upy1,...

Sea B* = {v},..., v, v5q,...,v5} C V* su base dual. Por lo tanto v (vy) = --- =
v (v,) = 0 para todo i =7+ 1,...,n. Esto implica que {v; ,..., v} C S°.
El conjunto {v},,...,v;} es parte de una base y por lo tanto es linealmente inde-
pendiente. Basta ver que genera S°, de donde se deduce la tesis.
n
Si g € S°, entonces g = Y g(v;)v}, y ademés g(v;) = 0 para todo ¢ = 1,...,r, de
i=1
donde g € (vy,1,..., ;).
Extendemos la base de S a una base de R?, por ejemplo B = {(1,1,1),(1,2,1),(1,0,0)}
{v1,v2,v3}. La demostracién del item anterior implica que {vj} C S° es una base.
Describamoslo explicitamente.
El funcional vj estd definido en la base B como v3(v;) = d;; para j = 1,2, 3. Expresan-
do un vector (z,y,z) € R3 en términos de la base B se deduce que v}(x,y, z) = — 2.
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Se verifica facilmente que (S +7)° = S°NT°.
La inclusién S°+7T° C (SNT)° se verifica inmediatamente. Para ver que son iguales,

basta ver que tienen la misma dimensién, y para ello usamos la parte 77 y la igualdad
(S+T)°=58°NnTe:

dim(S° +7°) = dim S° + dim 7T° — dim(S° NT°)
=dim S° 4+ dim7° — dim(S + 1)°
=(n—dimS)+ (n—dimT) — (n —dim(S + T))
=n—dim(SNT)
— dim(SNT)°

Es claro que S C {x € V : f(z) = 0 para todo f € S°}. Veamos que {z € V : f(x) =
0 para todo f € S°} C S.

Supongamos por absurdo que existe x € V tal que f(x) = 0 para todo f € S°, pero
x e S.

Sea {v1,...,v,} C S base de S. Entonces {v1,...,v,, 2} es linealmente independiente.
Lo completamos a una base de V, B = {v1,...,v,,2,0p42,...,0,} C V. Sea B* C V*
la base dual. Entonces z*(vy) = -+ = x*(v,) = 0, de donde z* € S°. Se tiene

x*(xz) = 1, contradiciendo que f(z) = 0 para todo f € S°.



