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1. Sean V, W R-espacios vectoriales y f: V — W un isomorfismo. Sea B = {v1,...,v,} una base de V.

a) Probar que T:V@®W — V@®W dada por T'(v,w) = (f~!(w), f(v)) es una transformacién lineal,
que es un isomorfismo. Hallar 771,

b) Probar que Ly = {(v,w) € V&W : T(v,w) = (v,w)} es un subespacio vectorial, y que (v, w) € Ly
si y sélo si w = f(v). Hallar una base de L;, que llamaremos C;.

c¢) Probar que Ly = {(v,w) eVaeoW: Thw) = —(U,w)} es un subespacio vectorial, y que
(v,w) € Lg siy s6lo si w = —f(v). Hallar una base de L2, que llamaremos Cs.

d) Probar que VoW = Ly @ L.

e) Sin =2, hallar la matriz asociada a T en la base C; U Cs.

2. a) Hallar una transformacién lineal 7' : Rg[z] — M2(R) que verifique T(1 — z) = <(1) 8),

11
2 _
T(z*+3) = <0 0

Sugerencia: Hallar una base de N(T').

> y N(T) = {a+ azx + ax® : a € R}.

b) Probar que la transformacién lineal hallada en a) es la tnica que verifica las condiciones pedidas.
¢) Hallar ¢[Tg, la matriz asociada a T en las bases B = {1,z,22} y C={({9),(84),(93), (3N}
d) Hallar una base de Im(7).

3. Sean U,V y W k-espacios vectoriales de dimension finitay T : U — V y §: V — W transformaciones
lineales, tales que Im(7") C N(S), con S sobreyectiva y T inyectiva.

a) Probar que dimV > dim U + dim W.

b) Probar que dimV = dimU + dim W si y sélo si Im(7T) = N(S5).

¢) Sesabe ademds que {uy, us} es una base de U, {w, w2} es una base de W'y que G = {vy, ve, v3, 4,05}
es ua base de V tal que:

S(v1) = wi, S(v2) = w1 + wa, S(v3) = w1 — wa,vq = T'(u1),vs = T(u2)

1) Hallar una base de N(S5).
2) Hallar una base de V/Im(T) y una base de 7(N(S)) C V/Im(T), donde 7 : V — V/Im(T)

es la proyeccién candnica.



Solucion:

1. a) Es evidente, ya que f es lineal. 7= =T.
b) T(w,w) = (f~'(w), f(v)) = (v,w) i y s6losi w = (). Co = {(v1, F(01)), - (vm, F(0n))}.
&) T(v,w) = (f~ (), f()) = (—v, ~w) siy s6losi w = — F(v). Cs = { (v1, — F(1), ., (v, — F(va)) }
d) Como Ly N Ly = (0,0) son linealmente disjuntos. Por dimensién tenemos que V@& W = L; @ Lo.
e)
10 0 O
01 O 0
00 -1 0
0O 0 0 -1
a) {14z + 2%} es una base de N(T).
l=-1-2)+@*+3)-Q+ax+2%),2=-201—-2)+@>+3) - (1+z+2?, 22 =
3(1 —2) —2(2? +3) + 3(1 + = + 2?). Luego T'(a + bx + cx?) = (_‘;fg;i%c a+%+26).

b) Como {1 —z,2% + 3,1+ x + 2%} es una base de Ry[z], T es tnica.
1 1 -2
1 1 3
ellls=| 5 3
0

0
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2. a) Sabemos que dimV = dim N(S) + dim W > dim Im(T") + dim W.
b) En a), la igualdad se cumple cuando dim N(.S) = dim Im(7).

¢) Tenemos que dim N(S) = 3. Por otra parte, —2v; +v2 +v3 € N(S5), pero no es combinacién lineal
de vyq,v5. Luego {—2v; + vy + v3,v4, v5} es una base de N(.5).
{v1,v2,73} es una base de V/Im(T).
{=2v1 + v =2+ v3} es una base de 7(N(S))




