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1. En R3 se consideran los subespacios

U = {(x,y,2) eER®: 2 =2},

W = {(z,y,2) eER®:2+y+2=0}.
a) Hallar bases de U y W.
b) Probar que R? = U + W y que esta suma no es directa.

2. Sea V un espacio vectorial de dimensién n mayor o igual a 2. Una bandera en V es una
n — l-upla F = (V4,Va,--- ,V,_1) donde cada V; es un subespacio de V' de dimensién i y
V1 CVQ cC--- CVn_l.

a) Describir las banderas de R3.

b) Sea F una bandera en V. Demostrar que existe una base {vi,ve, - v,} de V tal
que para cada i < n — 1, se tiene que {vi,v9, -+ ,v;} es base de V;. Diremos que
(v1,v2,- -+ ,vy) es una base ordenada asociada a la bandera F.

¢) Sea Vj el subespacio de R,[t] formado por los polinomios de grado menor o igual a

1 — 1.
1) Probar que F, = (V1,Va,---V,,) es una bandera en R, [t].
2) Probar que (p1,p2,- - ,Pn+1) €s una base ordenada asociada a la bandera Fj, si

y s6lo si p; tiene grado ¢ — 1.

d) Dada una transformacién lineal T': V' — V diremos que una bandera F' = (V1, Vo, -+, V,,_1)
en V es T-invariante si para todo i, se tiene T'(V;) C V;.

1) Si D : R, [t] — Ry|t] esta definida por D(p) = p/, probar que Fj es D-invariante.
2) Sea B una base ordenada asociada a una bandera F'. Probar que F' es T-invariante
si y s6lo g[T|p es triangular superior.
3. a) Probar que dada una transformacién lineal ¢ : R? — R existe vy € R? que verifica

¢(x) =< x,vy > para todo x € R3,

donde <, > es el producto escalar de R3.
b) Demostrar ademéds que un tal v, es tnico.
¢) Describir geométricamente el conjunto {z € R? | ¢(z) = 1}

d) Demostrar que la funcién ¢ — v, define un isomorfismo lineal entre (R3)* y R3.

Nota: el ejercicio 1 es eliminatorio. El estudiante que no lo tenga esencialmente resuelto no
aprobara el examen.



a)

¢)

Los elementos de U son de la forma (z,y,z) = x(1,0,1) + y(0,1,0) y los de W son
de la forma (z,y, —z —y) = z(1,0,—1) + y(0, 1, —1). Tanto {(1,0,1),(0,1,0)} como
{(1,0,-1),(0,1,—1)} son li, por lo que son bases de U y W respectivamente.

{(1,0,1),(0,1,0),(1,0,—1)} es una generador de R? (es li con 3 elementos) formada
por elementos de U y W, por lo que R® C U + W por lo que son iguales.
La suma no es directa puesto que (1,—2,1) e UNW.

Los subespacios de dimensién 1 y 2 en R? son respectivamente las rectas y los planos
por el origen. Por lo tanto, las banderas de R? son pares (r,7) donde 7 es una recta,
mesun planoy 0 € r C .

Haremos induccién en n = dimV. Si n = 2, entonces alcanza con tomar una base
{v1} de V1 y extenderla a una base de V.

Supongamos que el resultado vale para n = k y que dimV = k 4+ 1. Tomemos una
bandera F' = (V1,Va, -+, V}) de V. Entonces F/ = (V1,Va,- -+, Vi_1) es una bandera
de Vi y por tanto tiene una base ordenada asociada {v1, ve, - - - , v }. Tenemos entonces
un conjunto li en V. Agregando un elemento vy, 1 que esté en V' y no en Vj, obtenemos
una bandera de V.

1) Elespacio V; de polinomios de grado menor o igual a i—1 tiene base {1,¢,--- ¢~}
y por tanto dimensién i. Ademés todo polinomio de grado menor o igual a i — 1
es un polinomio de grado menor o igual a ¢, por lo que V; C V1.

2) Supongamos aqui n > 1 (porque esto implica dimR,,[t] > 2 ) y que tenemos una
base ordenada (p1,--- ,pnt1) de Ry[t], asociada a F,. Veremos que cada p; tiene
grado i — 1, por induccién en n. Sin =1, {p1} es base del espacio de polinomios
de grado 0, por lo tanto tiene grado 0.

Supongamos que para n = k se verifica. Tomemos una base ordenada B =
{p1,p2, -+ ,pk+1} asociadaa F, = (V1,Va, -+, Vi11). Es claro que B’ = {p1,p2, - -
es una base ordenada asociada a la bandera Fé = (Vi,Va, -+, Vi) de Ry_1][t], en-
tonces por hipétesis de induccion, p; tiene grado i — 1, para todo 7 < k, por lo que
el espacio generado por B’ estd formado por polinomios de grado menor o igual
a k — 1. Sabemos que pg+1 tiene grado menor o igual a k. Para que B genere al
monomio t¥, B tiene que contener algin polinomio de grado k y este tiene que
ser pr+1 puesto que los otros tienen grado estrictamente menor.
Reciprocamente si tenemos un conjunto ordenado de polinomios (p1,p2, -+ , Pnt1)
donde cada p; tiene grado i—1, las coordenadas de este conjunto en la base canéni-
ca de R, t forman una matriz cuadrada triangular superior cuyo determinante es
no nulo. Este conjunto es por tanto una base de R,t. (Puesto que la funcién que
toma coordenadas es un isomorfismo lineal.)

1) La derivada de un polinomio de grado i es un polinomio de grado i — 1, por lo
que D(Vi) C Viy C Vi.

2) Sea B = {vi,v2, - ,v,} base ordenada asociada a F. Si F' es T-invariante,
entonces T'(v;) € V; por lo que es combinacién lineal de {vy,--- ,v;} y la columna
i correspondiente en la matriz asociada tendra coeficientes nulos a partir del lugar
¢+ 1. Por lo tanto la matriz asociada en cuestion es triangular superior.
Reciprocamente, si la matriz es triangular superior, se tiene que para cada i, T'(v;)
es combinacién lineal de {vy,--- ,v;} y por tanto T'(vy) es combinacién lineal de
{v1,---,v;}, para todo k < i, por tanto v € V;,Vk < i. Como {v,---,v;} es
base de V;, se deduce T'(V;) C V;.
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Como ¢(z) = A.x donde A es una matriz 1 x 3, se tiene A = (a,b,c) y

(21,29, 23)" = (a,b,¢).(x1, 12, 73)" = (A, (z1, 72, 3)).

Tomando vg := A queda la tesis (el producto escalar es conmutativo).

Si (x,v) = (x,v) para todo z, entonces (x, v—v') = 0, Vz, en particular (v—v',v—0") =
0 y por tanto v — v’ =0, i.e. v = /.

Se trata del conjunto de los vectores x tales que (x,vy) = 1, es decir az+bxo+caz =1

(siguiendo la notacién de la parte a)). Se trata entonces de un plano perpendicular a
vy que pasa por ejemplo por (é, 0,0).

La funcién es claramente biyectiva. Su inversa es lineal (por la linealidad del producto
escalar en la segunda variable). Se trata entonces de un isomorfismo.



