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Teorema (Chebishev)
Consideremos una sucesion de variables aleatorias

X‘IaXZa"-v

independientes dos a dos, y con esperanzas matematicas
ai, ao, . ... Supongamos que se cumple la condicion
varX, < C, n=1,2 ..

*

donde C es una constante arbitraria. Entonces

Z Za,—>0 (1)



Corolario: teorema de Bernoulli

» Consideremos n experimentos independientes, con 2
resultados (éxito y fracaso), y probabilidad de éxito igual a
p en cada experimento (0 < p < 1).

» Sea u la cantidad de éxitos en n experimentos.

» Sea Xj, X2, ... una sucesion de variables aleatorias, cada
una de las cuales toma el valor 1 con probabilidad p (si
ocurre un éxito) y el valor 0 con probabilidad g =1 — p (si
ocurre un fracaso).



Tenemos EX; = p,var X; = pqg < 1paracadai=1,2,....

Ademas = "7 ; X;, porque la suma contiene tantos
sumandos iguales a uno como éxitos ocurren en los
primeros n experimentos, siendo nulos los sumandos
restantes.

Las variables aleatorias Xj, Xo, ... son independientes dos
a dos y cumplen la condicion var X; <1 (i =1,2,...), por
lo que es aplicable el teorema de Chebishev:

u/nip.

La ultima afirmacion significa que la frecuencia de éxitos
en n experimentos, converge en probabilidad a p, la
probabilidad de éxito en un experimento.



Sucesion de v.a.i.i.d.

» Un concepto central en probabilidad y estadistica es la de
sucesion de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas 1

» Se trata de una sucesion Xj, Xo, ... de v.a. tales que
» Paratodo nlasv.a. Xi,..., X, son independientes

» La distribucién de todas las variables es igual (a la de Xj,
por ejemplo).

» En particular, las variables son independientes dos a dos
(como en el T. de Chebishev).

Teso suena tan raro porque imita al inglés: sequence of independent and
identically distributed random variables (i.i.d. r.v.)



Teorema Central del Limite?

Consideremos una sucesion de v.a.i.i.d.
X1 y XQ, e
Supongamos que tienen
» Esperanza finita: E X; = a.

» Varianza finita y positiva: var X; = 02 > 0
Entonces

P(a<X1+X2+-~+Xn—na ) /
ov/n Ver

cuando n — oo, uniformemente en a, b.

2Teorema de Lindeberg-Lévy



El TCL es un resultado de velocidad de convergencia:

» Nosotros sabemos que

X1+ Xo+---4+ X
n

— a.

» es decir X4 X X
R ERHEN

¢A que velocidad tiende a cero?

» Determinar « tal que

» es decir




v

v

v

v

Resulta que o = 1/2

ﬁ<X1+X2+"‘+Xn

- - a> ~ algo.

cuentas...

X1+ Xo+- -4+ Xn—
vn

a
~ algo.

y ese algo resulta 0Z (no es constante, pero no depende
de n!)

cuentas...
Xi+Xo+--+Xp—na

~Z.
ay/n




» Por ultimo, teniamos

Xi+Xo+---+Xp—na
ov/n

~Z.

» podemos escribir

Xi+Xo+---+Xy—na~ovnZ.

» Resulta:

X1+X2+~-+Xn~na+aﬁ2.




Una idea

Sea s
— na
Sh=Xi+Xo+ -+ Xp. Z, ="
n 1+ Xo + + Xn-, n o/
Tenemos
ES,—-na nEX;—na
" ov/n ov/n
Sn— na varS, nvarX;
var Z, = var = - —13
" ( ov/n > a2n no?

Sea Z ~ N(0,1). Lo que dice el TCL es

Pla<Z,<b)—»Pla<Z<b).

3Se usa la independencia
3Se usa la independencia



Normalizacién de variables

Si consideramos las variables normalizadas

tenemos

o g

var Y, = l2var(Xn—a) = lzvarX,,: 1.
g g

Ademas, son i.i.d. El teorema para las { Y,} queda asi:

Yi+ Yot + Yy > 1 /b _1p
Pla< <b|—= — e 2" dt.
< \m B V27T a



Aplicacion: Teorema de De-Moivre - Laplace

Supongamos como antes que tenemos un esquema de
Bernoulli:

X 1, con probabilidad p
"7 10, con probabilidad 1 —p = q.

Entonces
EXi =p, var X; = pq

Si llamamos up = Xi + - - - + Xp, el TCL nos dice

/,Ln - np 1 b _1[»2
Pla< §b>—>/ezdt.
( v npq ver Ja
que es exactamente el enunciado del TCL de De-Moivre -
Laplace.




Aplicacion para simulaciéon

Una forma aproximada de simular variables normales, es a
través del TCL. Como las variables basicas que se simulan son
uniformes, es claro que si n es suficientemente grande se
puede utilizar el TCL para simular v.a. normales. Sea entonces
Ui, Us, ... v.a.i. uniformes en [0, 1]. Tenemos

1 X21 1
EU —/ xax = [} = —.
" 2], 2



¢, Cuantas variables se precisan?

v

v

v

v

En realidad, preciamos un teorema de velocidad de
aproximacion
En la practica se usa n = 6 (para variables uniformes)

Como ] 6 ]
— = 2:—:—
2/’7 3, no Tk
Resulta
Zy=V2(Ui+--+Us—3)~ Z.

Geometricamente, la probabilidad puede verse como el
volumen de un tetraedro inserto en un hiper- cubo
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Figura: Suma de 3 variables uniformes (distribucion de Irwin-Hall)



Irwin—Hall distribution
Probability density function

1.2

0.8

33333
HoANRF

0.6

0.4 -
. /\
o |

Figura: Suma de n variables uniformes (distribucién de Irwin-Hall)




La campana de Gauss extendida:

> W

123 1.0  The Extended Bell Curwe.
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