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Capitulo 1

Preliminares: Conjuntos y
Funciones

La teoria de conjuntos es una teoria axiomadtica, es decir que parte de conceptos
primitivos (en este caso el de conjunto y el de pertenencia) que estan regidos por una
lista de sentencias (axiomas) a partir de las cuales se prueban todos los teoremas. En
esta parte del curso trabajaremos de manera un poco informal y no especificaremos los
axiomas de la teoria. Asi por ejemplo mostraremos construcciones de cierto conjuntos
sin justificar por qué estos estan bien definidos dentro de la teoria. Se sugiere a quienes
quieran profundizar en este punto que revisen los axiomas dados en el Apéndice A y
hagan el ejercicio por ellos mismos. Referimos también a [H| para profundizar en estos
temas.

1.1. Primeras definiciones

El concepto de conjunto representa la idea intuitiva de una coleccion de obje-
tos que poseen una propiedad en comin. A estos objetos los llamaremos elementos.
Escribiremos x € X para indicar que x pertenece a X.

Un conjunto queda determinado por sus elementos, es decir que si A y B son dos
conjuntos, entonces A = B si y solo si tienen los mismos elementos. Esto nos dice que
en principio para definir un conjunto debemos decir cuéles son sus elementos. Podemos
por ejemplo hacer esto enumerandolos explicitamente o identificarlos mediante una
propiedad determinada. En el primer caso decimos que estamos definiendo el conjunto
por extension mientras que en el segundo lo estamos definiendo por comprension o
especificacion.

Ejemplos 1.1.1. Definimos el mismo conjunto A por:

» extension: A = {a, e, i, o, u},



= comprension: A es el conjunto de todas las vocales del alfabeto latino.
Otro ejemplo es el siguiente:

» B=1{0,2,4,6,8}, 0

» B={neN:nesparyn<10}.

Decimos que un conjunto A estd contenido o incluido en otro conjunto B si para
todo x € A se tiene x € B. También diremos en este caso que A es subconjunto de B

o que B contiene a A y lo escribiremos A C B. Observar que A C By B C A implica
que A = B. Como ejemplo de inclusiones podemos mirar los conjuntos de nimeros:

NczcQcRcC.

También escribiremos A ¢ B para indicar que A no estd incluido en B,y A & B
para indicar que A estd contenido en B pero estos conjuntos no son iguales.

El conjunto vacio se notard por (). Este es un conjunto que no tiene elementos.
Obervar que si X es cualquier conjunto, entonces ) C X.

1.1.1. Unidén de conjuntos

La union de dos conjuntos A y B es el conjunto

AUB={z:x€ Aox € B}.

Observar que A y B son ambos subconjuntos de AU B. Mas aiun, AU B es el menor
conjunto que contiene a ambos, es decir que si otro conjunto C' contiene a A y a B,
entonces AU B C C.

Proposicién 1.1.2. La union de conjuntos es asociativa. Es decir que si A, B y C' son

tres conjuntos, entonces
AU(BUC)=(AUB)UC.

Demostracion. Para esto simplemente observamos que z € AU (B UC) si y sélo si se
da alguna de las siguientes condiciones: (1) x € A, (2) z € B, (3) x € C.

De la misma forma se observa que x € (AU B)UC siy sélo si se cumple alguna de
las condiciones (1), (2) o (3). O

La Proposicién 1.1.2 permite dar una definicién para la unién de tres conjuntos.

Consideremos ahora una coleccion de conjuntos C. Definimos la uniéon de C por

UC:{x:xEC'paraalgflnCEC}.
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Observar que si C = {A, B}, entonces
Jc=4usB
Si tomamos los conjuntos Ay, ..., A, escribimos
Au.u4, =

donde C = {Ay,..., A, }.

Si {A;}ier es una familia indexada de conjuntos (esto quiere decir que para cada
i € I se tiene un conjunto A;, més tarde se dard una definicién mas formal), definimos

su unién por
U4 =UA
i€l

donde A = {A; : i € I'}. Es decir,

UAi ={z:2 € A; para algin i € I}.

el

Ejemplo 1.1.3. Para cada ntimero primo p € N definimos el conjunto A, = {pn : n €
N}. Notamos por P al conjunto de nimeros primos, luego

JA4,=1{0,2,3456,...}.

peEP

1.1.2. Interseccion y resta de conjuntos
Si Ay B son dos conjuntos, definimos:

» su intersecciébn: ANB={z:x€ Ay x € B},
» ysuresta: A\ B={zx € A:z ¢ B}.

Diremos que A y B son disjuntos si AN B = 0.

Observar que la interseccién (al igual que la unién) es conmutativa, es decir que
AN B = BN A; sin embargo la resta no lo es.

Ejemplo 1.1.4. Consideramos A = {2n:n € N} y B = {3n : n € N}. Luego

ANB={6n:necN}

Si A C X, entonces definimos el complemento de A en X como el conjunto
A= X\ A



Ejercicio 1.1.5. Probar que:

1. Si A, B C X, entonces A\ B= AN B°.

2. Si AC B C X, entonces B¢ C A° (tanto A° como B¢ son los complementos en
X).

En general, si C es una coleccién de conjuntos, su interseccién es definida por
(NC={x:zecCVCeC})

Si C estd indexada (C = {C;}ics), entonces también escribimos

Ue=Uc.

iel
Por ejemplo si consideramos los conjuntos A, como en el Ejemplo 1.1.3, tenemos

() 4, ={0}.

peEP

Ejercicio 1.1.6. (Leyes de De Morgan)

1. Sean A y B dos subconjuntos de un conjunto C. Expresar (AU B)°y (AN B)*
en términos de A¢y B°.

2. Generalizar lo anterior a una cantidad cualquiera de conjuntos.

1.1.3. El conjunto de los nimeros naturales

El conjunto de los niimeros naturales puede construirse a partir del conjunto vacio
de la siguiente forma:

0:=0; 1:={0}; 2:={0,{0}}; 3:={0,{0},{0,{0}}}; ---.

En general se define n+1 = {0,1,...,n}. De esta forma el orden en N queda determi-
nado por la pertenencia o la inclusiéon, es decir que se tiene:

n<méee<nemesnCm.

1.1.4. Producto cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B se define como
Ax B=A{(a,b):a€ A, be B},

donde (a,b) es el par ordenado de los elementos a y b. Observar que como se trata de
pares ordenados el producto cartesiano no es conmutativo.
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Ejemplos 1.1.7. 1. SiA=00 B =0, entonces A x B = ().
2. Si A={1,2} y B={6,7,8}, entonces

Ax B ={(1,6),(1,7),(1,8),(26), (7). (2.8)}.

3. El producto cartesiano de la recta real R con si misma es el plano R? = R x R. De
esta manera los puntos del plano quedan determinados por sus dos coordenadas

reales.
TR
(3,2)
P e °
11 :
( 7), _______ o |
R ! =
® ®
-2 -1 0 1 2 3 4 5
-1

Definimos la unién disjunta de dos conjuntos A y B por
AUB=(Ax {0} U (B x{1}).

De esta forma A se identifica con el subconjunto A x {0} y B con el subconjunto

B x {1}.
Ejemplos 1.1.8. 1. Si A={1,2,3,4} y B = {5,6,7}, entonces
AU B =1{(1,0),(2,0),(3,0),(4,0),(5,1),(6,1),(7,1)}.
Este puede verse como el conjunto AU B = {1,2,3,4,5,6,7}.
2. Definimos el conjunto de los niimeros enteros por
7 =N"UN,

donde N* = N\ {0}. Identificamos aqui el conjunto de los naturales con los
elementos de la forma (n,1), y los nimeros negativos con los pares de la forma
(n,0). Usualmente se nota n = (n,1) y —n = (n,0).
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3. La unién disjunta de la recta real con si misma puede verse como la unién de dos
rectas paralelas en el plano:

R x {1}

0.5

R x {0}

-3 -25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3 35

-0.54

1.2. Funciones

Fijemos dos conjuntos A y B. Se llama relacién de A a B a cualquier subconjunto
de A x B.

Una funcién de A a B es una relacion f C A x B que cumple que para todo a € A
existe un unico b € B tal que (a,b) € f. En este caso llamamos dominio de f al
conjunto A y codominio al conjunto B.

Escribimos f : A — B para indicar que f es una funcién de A a B.
Ejemplos 1.2.1. 1. La tnica funcién posible f : ) — B es la funcién vacia.

2. Sea X cualquier conjunto. Definimos la funcion identidad en X por
idx : X - X, idx(x) =2 Vore X.
3. Si A C B definimos la funcién inclusién por
i:A— B, i(a) =a¥ a€ A
Si A = B, entonces i no es otra cosa que la identidad.

4. Tomemos by € B. La funcién constante by es

f:A— B, f(a) =by Va € A.
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5. Una sucesién en un conjunto X es una funcién f : N — X. Usualmente es-

cribiremos f(n) = x,. Por ejemplo podemos considerar la sucesién de naturales
f:N—=N, f(n) =1z, =n%

6. Si f: X — Y es una funcién y A C X, podemos considerar una funcién f|, :
A — Y definida por f|s(xz) = f(x). A esta le llamamos restriccién de f a A.

1.2.1. Conjunto de imagenes y preimagenes

Tomemos f: X — Y una funcion y A C X, B C Y. Definimos

» El conjunto imagen de A por f como f(A) ={f(a):a€ A} CY.

» El conjunto preimagen de B por f como f~}(B)={a € X : f(a) € B}.

También diremos imagen de f para referirnos al conjunto f(X).

Ejercicio 1.2.2. Probar que dadas una funciéon f : X — Y y dos familias de subcon-
juntos {A;}ier v {Bi}ier con A; C X y B; C Y para todo i € I, se tiene

L f (Uie[ Ai) - Uie[ f(Aq).

2. f (ﬂiel Ai) C (yer f(A). ;Se da la igualdad en general?
3. f_l (Uie] Bi) = Uie[ f_l(Bi)-

4. f_l (ﬂz’el Bi) = mz’el f_l(Bi)'

1.2.2. Inyectividad y sobreyectividad

Decimos que una funcién f : X — Y es inyectiva si f(z) = f(2') se da sdlo si
x=ua.

Ejemplos 1.2.3. 1. La inclusién ¢ : A — B (si A C B) es siempre inyectiva.
También lo es la identidad.

2. Una funcién constante f : A — B no es inyectiva, salvo que A sea un conjunto
unitario.

3. La funcién f: N — N, f(n) = 2n, es inyectiva.

4. La funcién f: Z — N, f(n) = |n|, no es inyectiva pues f(—1) = f(1).

Decimos que f : X — Y es sobreyectiva si f(X) = Y, es decir, si su imagen
coincide con su codominio.
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Ejemplos 1.2.4. 1. Lainclusién de A en B no es sobreyectiva salvo que A sea igual
a B. En ese caso la funcién es la identidad.

2. Una funcién constante no es sobreyectiva salvo que su codominio sea un conjunto
unitario.

3. f:Z — N, f(n) = |n|, es sobreyectiva.

Ejercicio 1.2.5. Consideremos una funciéon f : X — Y y dos conjuntos A C X y
B C Y. Probar:

1. AC f7Yf(A)) y la igualdad se da si y sélo si f es inyectiva.

2. f(f7Y(B)) C By la igualdad se da si y sélo si f es sobreyectiva.

Una funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

1.2.3. Composicion y funcién inversa

Consideremos dos funciones f : X - Y yg:Y — Z, sucomposicién es la funcién
go f: X — Z, definida por

go f(x) =g(f(x)) Vo € X.

En el caso X = Z decimos que g es inversa de f si go f = idy : X - X vy
fog=1idy :Y — X.Si f tiene una inversa diremos que es invertible.

Ejercicio 1.2.6. Consideremos dos funciones f : X - Y y ¢g:Y — Z. Probar que

1. si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.
2. si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.

3. si f y g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

La siguiente proposiciéon da una caracterizacion de las funciones biyectivas.

Proposicién 1.2.7. Tomemos una funcion f : X — Y. Entonces:

(i) [ es invertible si y sdlo si es biyectiva.

(i1) Si f tiene inversa, entonces esta es unica.

12



Demostracion. (i) (<) Supongamos que ¢ es una inversa de f. Veamos primero que f
es inyectiva, para esto supongamos que f(z) = f(z'), luego

Concluimos entonces que f es inyectiva.

Observar que si y € Y, entonces f(g(y)) = y, es decir que y esta en la imagen de
f. Luego f es sobreyectiva.

(=) Ahora supongamos que f es biyectiva y definamos su inversa g de la siguiente
manera: para y € Y sabemos que existe un tnico z € X tal que f(z) = y. Ponemos
entonces ¢g(y) = =. Es directo ver que g es la inversa de f.

(74) Supongamos que g y h son dos inversas de f, queremos ver que para todoy € Y,
g(y) = h(y). Como f es biyectiva podemos tomar z tal f(z) =y, luego

9(y) = g(f(z)) =z = h(f(x)) = h(y).

Si f es biyectiva (y por tanto invertible), notaremos por f~! a su inversa.

Una funcién f : A — B es invertible a izquierda si existe g : B — A tal que
go f =1idy. Por otro lado decimos que f es invertible a derecha si existe g: B — A
tal que fog=1dg.

Ejercicio 1.2.8. Probar que una funcién

1. es invertible a izquierda si y sélo si es inyectiva.

2. es invertible a derecha si y sélo si es sobreyectiva.

1.2.4. Familias indexadas de conjuntos

Una familia indexada de conjuntos es una coleccién de conjuntos C junto con
una funcién sobreyectiva f : I — C, donde [ es un conjunto a cual llamaremos con-
junto de indices. Usaremos la notacién

{Ci}iel

para referirnos a una familia de conjuntos indexada por I. En este caso C; = f(7).

Observar que si por ejemplo la colecciéon C tiene un sélo conjunto C', entonces
{C;}ier es una forma de tomar tantas copias del conjunto C' como elementos tenga 1.
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1.2.5. Productos cartesianos

Recordemos la definicion de producto cartesiano que vimos anteriormente. Observar
que un par ordenado (a,b) puede verse como una funcién f: {0,1} - AUB, f(0) =a
y f(1) = b. Luego A x B puede ser visto como el conjunto de todas las funciones
f:{0,1} — AU B que cumplen f(0) € Ay f(1) € B. Esto inspira la siguiente
definicion:

Sea { A; }ier una familia indexada de conjuntos. Definimos su producto cartesiano

como el conjunto
14 = {f:[%UAi:f(i)eAi}.

el el

Si A; = A para todo i € I, entonces notaremos

[T4:=4"

iel

que es simplemente el conjunto de todas las funciones de I en A. Asi por ejemplo XV
es el conjunto de todas las sucesiones en X.

Ejercicio 1.2.9. Probar que existe una funcién biyectiva entre P(X) y {0, 1}¥.

El axioma de eleccion dice que el producto de una familia no vacia de conjunto es no
vacio (ver el Apéndice A). Esto equivale a decir que es posible elegir un elemento de cada
conjunto. Este es independiente de los axiomas de la teoria de conjuntos clasica, notada
por ZF (Zermelo-Fraenkel), por lo que su inclusién da lugar a una teoria diferente que
se nota por ZFC (la C' es por choice). La formulacién que hemos dado del axioma de
eleccion puede resultar muy intuitiva y deseable, sin embargo es equivalente a otras
formulaciones que no lo son tanto. En adelante no nos haremos problema con esto y lo
supondremos cierto.
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Capitulo 2

Numeros naturales y principio de
induccién

En este capitulo trabajaremos con el conjunto de nimeros naturales N, entendiendo
este como un conjunto que cumple los siguientes condiciones:

1. Existe un elemento de N al que llamamos cero y denotamos por 0.

2. Existe una funcién inyectiva s : N — N que cumple s(N) = N\ {0}. Llamamos a
s(n) el sucesor de n.

3. Principio de induccién (PI): si A C N es un conjunto que contiene al cero y
que cumple s(A) C A, entonces A = N.

Las condiciones anteriores se conocen como axiomas de Peano y dan lugar a la
teoria axiomatica de los niimeros naturales. Una forma alternativa de trabajar con los
numeros naturales es definiendo un modelo de N detro de la teoria de conjuntos, es
decir, dar una definicién explicita de N a partir de los axiomas de Zermelo-Fraenkel
y pobar que dicho conjunto cumple con los axiomas de Peano (ver Secciones 1.1.3 y

A6).
El principio de inducciéon admite la siguiente formulacion equivalente:

Principio de Induccién Matematica (PIM): Sea P una propiedad tal que

= 0 cumple P;y

» sin cumple P, entonces s(n) cumple P.

Entonces todo niimero natural cumple la propiedad P.

Proposicién 2.0.1. PI < PIM
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Demostracion. Primero supongamos que se cumple PI y que tenemos una propiedad
P que es satisfecha por el cero y que si n satisface P, entonces también s(n) satisface
P. Definimos

A = {n € N : n satisface P}.

Luego es claro que 0 € N y que s(A) C A, asi que A =N por PI y por lo tanto todo
nimero natural satisface P.

Por otro lado, ademitiendo PIM, si A € N contiene al cero y se cumple s(A),
podemos considerar la pertenencia al conjunto A como nuestra propiedad P. Luego se
ve claramente que A = N. n

Observar en la demostracién anterior que si tenemos una propiedad P que tiene
sentido para nimeros naturales a partir de 1 = s(0) (mdas precisamente podriamos
decir: los naturales diferentes de cero), entonces podemos considerar la propiedad P
de forma tal que un natural cumple P si es cero o si cumple P. Se puede entonces
considerar PIM para la propiedad P, lo que permite concluir que la propiedad P es
satisfecha por cualquier natural que no sea cero.

2.1. Operaciones en N

Definimos la suma de la siguiente forma:

s n+0=mn.

» n+s(m) = s(n+m).

Esto nos da una funcién + : N x N — N. Observar que si notamos 1 = s(0), entonces
n+1=s(n+0) = s(n). Muchas veces usaremos la notaciéon n + 1 en lugar de s(n).

Proposicién 2.1.1. La suma es conmutativa (n+m = m+n) y asociativa ((n+m)+
k=n+(m+k)).

Demostracion. Probamos primero por induccién la asociatividad. Consideramos el con-
junto
A={keN:(n+m)+k=n+(m+k)Yn,me N}

n0eN:(n+m)+0=n+m=n+(m+0).

» s(A) C A: Supongamos que k € A, es decir, (n+m)+k = n+ (m+ k) para todo
n,m € N. Luego

(n+m)+s(k) = s((n+m)+k) = s(n+(m+k)) = n+s(m+k) = n+(m+s(k)).
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Luego por el principio de induccion A = N.

Probemos ahora la conmutatividad. Para esto definimos el conjunto

B={neN:n+m=m+nVYme N},

» 0 € B: Probaremos por induccién en m que 0 + m = m + 0 (puede pensarse
que esta es la propiedad P a ser satisfecha por m). Observamos primero que es
obvio para m = 0. Supongamos ahora que la igualdad se cumple para cierto m,
entonces usando la asociatividad tenemos

O+(m+1)=0+m)+1=m+0)+1=m+1=(m+1)+0.

= De forma similar se prueba que 1 conmuta con todo los naturales, es decir, que
1+m =m+ 1 para todo m € N (lo que es equivalente a decir que 1 € B).

= Supongamos ahora que n € B, luego usando la asociatividad y el punto anterior
se tiene

m+(n+1)=(m+n)+1=1+(m+n)=14+(n+m) = (14+n)+m = (n+1)+m.
Por el principio de induccién B = N. O]
Ahora definimos el producto de la siguiente manera:

= n.0=0.
» n.(m+1)=nm+n.

Escribimos también nm = n.m.

Proposiciéon 2.1.2. El producto es conmutativo, asociativo y cumple la propiedad
distributiva con respecto a la suma, es decir:

n.(m+k)=nm+nkVn,m ke N

La prueba de la proposicién anterior se deja como ejercicio. Se sugiere aplicar ar-
gumentos similares a los utilizados para probar las propiedades de la suma.

2.2. El orden en los naturales

En la Seccién 1.1.3 definimos el orden a partir de la pertenencia. Como aqui estamos
partiendo de los axiomas de Peano debemos hacerlo a partir de la funcién sucesor y de
lo que de ella se desprende. En particular lo haremos usando la suma.
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Dados dos naturales n y m decimos que n es menor o igual a m (o que m es
mayor o igual a n), y escribimos n < m, si existe k € N tal que n + k£ = m. Decimos
que n es menor que m (0 que m mayor que n), y escribiremos n < m, sin < my
n #m.

Las siguientes propiedades se dejan como ejercicio. Se sugiere probarlas en orden
utilizando la definicion de <, el principio de induccién y en cada caso las propiedades
anteriores.

Proposicién 2.2.1. 1. Para todon € N, n < s(n).
2. Sin<mym <k, entoncesn < k.
0 < n para todon € N; y sin <0, entonces n = 0.
Para todo par de nimeros n,m € N se tiene que n < m si y solo si s(n) < s(m).
Dados dos naturales n y m se cumplen < m om < n.

Sin<x<n+1, entoncesr=nox=n+ 1.

A N R

Sin<mykeN, entoncesn+k <m+kynk <m.k. Siademdsn # m y
k # 0, entonces las desigualdades son estrictas.

8. Sin<m ym <n, entonces n =m.

Una consecuencia del punto 7 de la proposicién anterior es que si n < m, entonces
existe un unico natural k£ tal que n + k£ = m. Esto permite definir la resta de la forma
m—n=k.

Teniendo definido el orden en los naturales podemos dar otra formulacion del prin-
cipio de induccién:

Principio de Induccién Completa (PIC): Sea P una propiedad tal que

= () satisface P,y

= si m satisface P para todo m < n, entonces n satisface P.

Entonces todo natural satisface la propiedad P.
Proposicién 2.2.2. PIC < PIM

Demostracion. El directo es claro ya que la hipotesis de PIM es mas fuerte que la de
PIC. Supongamos ahora que se cumple PIM y que tenemos una propiedad P que es
satisfecha por 0 y tal que si m la satisface para todo m < n, entonces n también.
Definimos entonces la propiedad P de la siguiente manera:

n satisface P < m satisface P Vm < n.
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Es claro que 0 satisface P, ademds si n satisface P, entonces m satisface P para todo
m < n+ 1y por lo tanto n + 1 satisface P, lo que implica que n + 1 satisface P.
Por PIM tenemos que todos los naturales satisfacen Py como consecuencia también
satisfacen P. m

Observacién 2.2.3. Uno puede considerar versiones de PIM y PIC' comenzando
de cualquier natural diferente del cero. Para probar esto basta con razonar de forma
similar a como lo hicimos en el comentario que sigue a la Proposicién 2.0.1

El siguiente teorema es un ejemplo de aplicacién del PIC'y como veremos, también
puede ser usado como herramienta para obtener resultados interesantes.

Teorema 2.2.4 (Principio de buena ordenacién'). Todo subconjunto no vacio de N
tiene minimo. Esto es: si A C N es no vacio, existe m € A tal que m < n para todo
n e A.

Demostracion. Sea A C N no vacio. Si 0 € A, entonces 0 es minimo (punto 3 de la
Proposicién 2.2.1). Supongamos que no es asi y consideremos la propiedad P como la
no pertenencia a A, es decir

n cumple P < n ¢ A.

Por lo supuesto anteriormente tenemos que 0 cumple P. Pero como no todo elemento
de N cumple P (porque A es no vacio), existe m € N tal que

= n cumple P para todon <m, y

= m no cumple P (es decir que m € A).

Es facil verificar que m es el minimo de A: si n € A, entonces no puede ser n < m
porque en este caso n cumpliria P, luego m < n para todo n € A. O

Como aplicacién del principio de buena ordenacion tenemos lo siguiente:

Teorema 2.2.5 (Divisién entera). Sean n y m dos nimeros naturales con m # 0.
Entonces existen naturales q y r tales que

(i) n=gm+r,y

(i) r <m.

'En teorfa de conjuntos también se conoce como Principio de Buena Ordenacion al siguiente enun-
ciado: En todo conjunto se puede definir una relacion de orden total que cumple que todo subconjunto
no vacio tiene minimo. Este enunciado es equivalente al axioma de eleccién (ver Apéndice A).
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Demostracion. Sin = 0 entonces la tesis se cumple con ¢ =r = 0.

Si n # 0 consideramos el conjunto A = {x € N : n < azm}. Observamos que
n+1 € A (punto 7 de la Proposicién 2.2.1), luego, al ser A no vacio, el principio de
buena ordenacién nos dice que existe un minimo p € A. Este minimo ademas tiene que
ser diferente de 0 porque n lo es, luego tiene sentido considerar ¢ = p — 1.

Podemos afirmar que gm < n, porque si no g perteneceria a A y eso no puede ser
ya que p es el minimo de este conjunto. Luego tiene sentido considerar » = n — gm,
con lo que se cumple la igualdad (7).

Veamos por ultimo que r < m: si m < r, entonces tenemos
n=gm+r>qgn+m=(q+ 1)m = pm.
Como p € A tenemos que n < pm < n, lo que es absurdo. O]

Para finalizar mostraremos un tultimo ejemplo de aplicacion de PIC. Para esto
haremos un par de definiciones:

= Diremos que un nimero natural m divide a otro natural n si existe k € N tal
que n = mk. También decimos que m es divisor de n o que n es multiplo de
m.

= Un natural p es primo si sus tnicos divisores son 1 y p.

Proposicion 2.2.6. Todo numero natural diferente de 0 y 1 tiene un divisor primo.

Demostracion. Diremos que n # 0,1 cumple P si n tiene un divisor primo.

Observamos que 2 = s(1) es primo: si 2 = mk, entonces m, k < 2 (es consecuencia
del punto 7 de la Proposicién 2.2.1), luego m y k sélo pueden ser 1 o 2. Tenemos
entonces que 2 cumple P.

Supongamos que m cumple P para todo m < n. Si n no es primo, entonces se
puede escribir n = mk con 1 < m < n. Tomemos p un divisor primo de m y escribamos
m = pr, luego n = (pr)k = p(rk). Es decir que n tiene un divisor primo y por lo tanto
cumple P.

Por PIC tenemos que todo n € N\ {0,1} tiene un divisor primo. O

20



Capitulo 3

Relaciones

Como se ve en el Capitulo 1, una relacién de un conjunto A a un conjunto B es
un subconjunto del producto cartesiano A x B. Alli estudiamos una clase especial de
relaciones: las funciones. En este capitulo trataremos otras dos clases de relaciones
que tienen la particularidad de estar contenidas en productos de la forma X x X. Una
relacion R de esta forma sera llamada simplemente relacion en X y escribiremos xRy
si (z,y) € R. Diremos también que R es

= reflexiva si 2Rz para todo x € X.

» simétrica 2Ry implica yRzx.

asimétrica si xRy implica que no se cumple yRzx.

antisimétrica si xRy y yRz implica z = y.

transitiva si Ry y yRz implica xR z.

Ejemplo 3.0.1. Consideremos el conjunto X = {1,2,3,4} y las relaciones

R =0.

RZ - {(L 1)? (172)7 (27 2)? (373)7 (434)}
R3 = {(172>7(173)><273>7(374)}

s Ry=X x X.

Observamos que s6lo Ry v R4 son reflexivas, sélo R y R4 son simétricas, todas salvo Ry
son antisimétricas, sélo Ry y R3 son asimétricas y que todas salvo R3 son transitivas.
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3.1. Relaciones de orden

En el capitulo anterior definimos en N las relaciones < y <. En la Proposicién
2.2.1 se muestran algunas propiedades de estas relaciones que serdan importantes en
este capitulo. Por ejemplo la relacion < cumple:

» n <n para todo n € N (es reflexiva)

» Sin<myn<mn,entonces n =m (es antisimétrica)

» Sin<mym <k, entonces n < k (es transitiva)

» Sin,m € N, entonces n < m o m < n (todos los pares de elementos de N son

comparables)

Inspirados en este ejemplo haremos la siguiente definicién general:

Una relacién R en un conjunto X es una relacién de orden amplio si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Generalmente usaremos para las relaciones de orden amplio
la notacién: < o <.

Por otro lado la relacién < en los naturales cumple:

» n < m implica que no se cumple m < n (es asimétrica)
» Sin<mym <k, entonces n < k (es transitiva)

» Sin,m €N, entonces n < m, m <n on=m (se cumple la tricotomia)

Hacemos la siguiente la definicién general:

Decimos que R es una relacién de orden estricto si es asimétrica y transitiva.
Para las relaciones de orden estrito usamos generalmente la notacién: < o <.

Proposicién 3.1.1. Si < es una relacion de orden amplio en un conjunto, entonces
la relacion < definida por
r<ysryyr#y

es una relacion de orden estricto.

Por otro lado, st < es una relacion de orden estricto, entonces la relacion definida
por
rlysr<yor=y

es una relacion de orden amplio.

Demostracion. Se deja como ejercicio. O]
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Como consecuencia de esto dar una relacién de orden amplio o una relacién de
orden estrico es equivalente, es decir que al definir una se define automaticamente la
otra. Nos concentraremos entonces en las relaciones de orden amplio y les llamaremos
simplemente relaciones de orden.

Un conjunto ordenado es un par (X, <) donde X es un conjunto y < es una
relacion de orden en X. Observar que si A C X, entonces la relacién < define una
relacién de orden en A. Puede entonces considerarse el conjunto ordenado (A, <) (donde
se usa la notacién < también para la restriccién de la relacién a A).

Diremos que es un conjunto totalmente ordenado si se cumple que dado un par
de elementos x,y € X se tiene z < y o bien y < z. Es decir que todos los elementos
son comparables.

Una cadena en un conjunto ordenado (X, <) es un subconjunto C C X que estd to-
talmente ordenado por <.

Ejemplos 3.1.2. 1. Recordando la definicién de nimeros enteros dada en el Ejem-
plo 1.1.8, observar que el orden usual en este conjunto queda definido por:

» (n,0) < (m,0) sim <n,

» (n,1) < (m,1)sin<m,y

= (n,0) < (m,1) para todo par n,m € N.
Este también es un orden total.

2. Dado un conjunto cualquiera X ponemos en el conjunto de partes P(X) el orden
A < Bsiysolosi A C B. Este no es un orden total, salvo que X sea un conjunto
unitario.

Fijemos ahora (X, <) un conjunto ordenado. Decimos que

m € X es un elemento minimal si z < m implica x = m.
» M € X es un elemento maximal si M < x implica x = m.
= m € X es un minimo si m < x para todo z € X.

s M € X es un maximo si x < M para todo x € X.

Observar que si (X, <) tiene un méximo, entonces este es unico (lo mismo para
minimo).

Ejemplo 3.1.3. Consideramos para cada n € N el subconjunto de N dado por

A, ={n.m:m e N}

23



Es decir que A,, es el conjunto de los miltiplos de n. Luego tomamos
X={A,:neNn#0,1} C P(N)

y lo ordenamos por inclusién (el orden heredado de P(N)).

Observemos que A,, C A,, siy sélo si m es miltiplo de n. Luego se tiene lo siguiente:

1. X no tiene elementos minimales: Para todo conjunto A, podemos tomar p un
numero primo que no divide a n, luego A,, C A,; pero ademés n ¢ A,,, por lo
que la inclusién es estricta.

2. Los elementos maximales son los conjuntos de la forma A, con p primo. Luego
podemos afirmar que X no tiene maximo.

Sea (X, <) un conjunto ordenado y A C X. Decimos que un elemento = € X es:

= una cota superior de A si a < x para todo a € A.
= una cota inferior de A si x < a para todo a € A.

Ejemplos 3.1.4. 1. Consideramos X = {1,2,3,4,5} y ponemos en P(X) el orden
dado por la inclusién. Sea P3 C P la coleccion de subconjuntos de X con tres

elementos. Observar que la tinica cota inferior de Ps es () y la tinica cota superior
es X.

2. En el producto Z x Z ponemos el orden lexicografico, es decir: (n,m) < (k,r) si

= n<k, o0

s n=kym<r.
Y consideramos los conjuntos

A=7Zx{0}y B={0} x Z.

Luego tenemos que A no tiene cota inferior ni cota superior, mientras que B si
las tiene (por ejemplo (—1,0) es una cota inferior y (1,0) es una cota superior).
Sin embargo B no tiene maximales ni minimales.

3.2. Relaciones de equivalencia

Una relaciéon R en un conjunto X es una relacién de equivalencia si es reflexiva,
simétrica y transitiva. Generalmente se usara para las relaciones de equivalencia la
[ —

notacién: ~, =, ~ = =0 x.
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Ejemplo 3.2.1 (Congruencia mdédulo n). Fijemos n € Z y consideremos en Z la
relaciéon =,,, definida por

a =, b< a—bes multiplo de n.

Aqui la nocién de maltiplo puede definirse de la misma forma que para los nimeros
naturales a aprtir de la divisién entera.

Veamos que esta es una relacion de equivalencia:

» Es reflexiva: a — a = 0 es miiltiplo de n para todo a € Z, es decir que a =, a
para todo a.

= Es simétrica: si a =, b, entonces a—b = kn para algin k € Z. Luego b—a = —kn,
lo que quiere decir que b =, a.

= Supongamos que a =, by b =, c. Esto implica que existen k y h tal que a—b = kn
y b — c = hn, luego

a—c=a—b+b—c=kn+hn=(k+ h)n.

Por lo tanto a =, c.

Dada una relacién de equivalencia ~ en un conjunto X, definimos la clase de
equivalencia de un elemento z € X como el subconjunto de todos los elementos de
X que se relacionan con x, es decir,

] ={ye X :z~y} CX.

Por ejemplo, para la congruencia médulo 3 (Ejemplo 3.2.1) podemos mirar la clase del
cero:

0] ={n € Z :n—0 es miltiplo de 3} = {3m : m € Z}.

Este es el conjunto de todos los nimeros enteros que son multiplos de 3. En este caso
la clase del 0 para la congruencia médulo n es siempre el conjunto de los multiplos de
n. Observemos que en general la transitividad de la relacion de equivalencia implica
que si x ~ y, entonces [x] = [y].

Definimos el conjunto cociente de una relaciéon ~ en X como el conjunto de todas
las clases de equivalencia, esto es

X/ ~={[z] : 2z € X} CP(X).
Volvamos al ejemplo de la congruencia médulo 3. Para hallar el cociente de esta
relaciéon debemos determinar cuales son todas sus clases de equivalencia. Ya sabemos
que la clase del cero es el conjunto de todos los multiplos de 3. Observamos que ademas

» 1]={3n+1:neZ}y
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» 2] ={3n+2:neZ}

son otras dos clases diferentes. Se tiene ademas que si n € Z, entonces al dividir n
entre 3 obtenermos n = 3¢ + r con 0 < r < 3. Luego n estd en alguna de las clases
anteriormente mencionadas. En conclusion

Ejercicio 3.2.2. Probar que en general el cociente Z/ =, tiene n elementos.

Dada una relacion de equivalencia ~ en un conjunto X definimos la proyeccién
al cociente como la funcién

7: X = X/ ~, m(z) = [z].

Ejemplo 3.2.3. Ponemos en R la siguiente relacién:
r~y&sSr—yEe L.

Se deja como ejercicio probar que ~ es una relaciéon de equivalencia. El conjunto co-
ciente de esta relacién puede verse geométricamente como el circulo

St={2e€C:|z|=1}.

Observar que de esta forma la proyeccién queda 7 : Z — S, w(x) = e*™=.

r—1 T z+1 T+ 2
Y/ —————F———F———F -
_9 -1 0 1 2
s
m(x)
1
S (0)
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3.2.1. Particiones

Una particién de un conjunto X es una familia P de subconjuntos de X (es decir
que P C P(X)) tal que:

1. Si Ay B pertenecen a P y son diferentes, entonces A N B = (). Dicho de otra
forma, los elementos de P son disjuntos dos a dos.
2. La unién de los elementos de P es todo X, es decir | J P = X.
Ejemplos 3.2.4. 1. Si X es cualquier conjunto, entonces {{z} : + € X} es una
particion; también lo es X. Diremos que estas son las particiones triviales de X.
2. Consideremos X = {1,2,3,4,5,6}. Luego si ponemos
A=A{1}, B={2,5}, C ={3,4,6} y D ={1,6},
tenemos por ejemplo que P, = {A, B,C} es una particién pero P, = {B, D} y
P; ={B,C, D} no lo son.
En la siguiente proposicién vemos que dar una relacién de equivalencia en un con-
junto es equivalente a dar una particién del mismo.
Proposicién 3.2.5. 1. Si ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto X, en-

tonces el cociente X/ ~ es una particion en X.

2. Sea P una particion en un conjunto X. Entonces existe una unica relacion de
equivalencia ~ en X tal que X/ ~= P.

Demostracion. Para probar la primera parte debemos ver primero que las clases de
equivalencia de la relaciéon ~ son disjuntas dos a dos. Supongamos entonces que tenemos
dos clases diferentes [x] e [y] que no son disjuntas. Esto quiere decir que existe z en
la interseccion de ambas, o dicho de otro modo z ~ x y y ~ z. La transitividad de ~
implica que = ~ y y luego [x] = [y]. Por otro lado es claro que todo elemento = € X
pertenece a una clase de equivalencia, luego la unién de todas las clases de equivalencia
es el conjunto X.

Para la segunda parte alcanza con definir ~ de la siguiente forma:
x~y< JA € Ptal que x,y € A.
No es dificil verificar que ~ es una relacién de equivalencia.

Para ver la unicidad supongamos que ~ y = son dos relaciones de equivalencia tal
que X/ ~ = X/ == P. Probemos que x ~ y si y s6lo si z = y:

xr ~ 1y < x ey pertenecen a la misma clase de equivalencia para ~
< x e y pertenecen a la misma clase de equivalencia para =

S T=Y.

27



Observamos que si f : X — Y es una funcion biyectiva, entonces esta induce una
particiéon en X dada por los conjuntos f~({y}) paray € Y. Por la proposicién anterior
dicha particién define una relacién de equivalencia ~; en X, que puede caracterizarse
de la siguiente manera:

x~yp o e fz) = f(2).

El cociente dado por esta relacién puede ser identificado con el conjunto Y mediante
y — [~(y). Luego puede pensarse que toda funcién sobreyectiva es una proyeccién al
cociente de alguna relacion de equivalencia en el dominio de f.

3.2.2. Numeros racionales

Consideremos en el conjunto X = Z x Z* (con Z* el conjunto de los enteros
positivos) la relacién dada por

(n,m) ~ (k,r) < nr =mk.
Veamos primero que es una relacion de equivalencia:

» Es reflexiva: (n,m) ~ (n,m) porque claramente nm = nm.

» Es simétrica: si (n,m) ~ (k,r), entonces nr = mk. Esto implica que mk = nr y
luego (k,r) ~ (n,m).

» Supongamos que (n,m) ~ (k,r)y (k,r) ~ (¢, h), es decir, nr = mk y kh = r¢.
Luego multiplicando la primera igualdad por h se tiene

nrh = mkh = mrt.

Como r # 0, la igualdad anterior implica nh = m/, lo que significa que (n, m) ~

(€, ).

Adoptaremos la notacién 7 para referirnos a la clase de (n, m) y escribimos Q := X/ ~.
Este cociente es el conjunto de los niimeros racionales.

A partir de esta construccién podemos observar que los niimeros enteros pueden
verse como un subconjunto de los ntimeros racionales. Mas precisamente lo hacemos
mediante la funcion inyectiva

i:Z—Q, z(n):%

Definimos las operaciones suma y producto en Q de la siguiente manera:

k_nr—l—k:m_

n n
m r mr m

E nk
. )

mr
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Se deja como ejercicio probar que estas operaciones estan bien definidas, es decir que

. / /
sit=27y % = %, entonces

nr+km n'r' +kKm’  nk B n'k'

Lonl y il
mr m'r mr m'r

Observar que las operaciones definidas en QQ extienden a las operaciones definidas en
7

. . + .
z(n)—i-z(m):%—i-?:n 1m:z(n—i—m)

1 1—1—znm

La relacion de orden usual en los nimeros racionales es definida de la siguiente
manera:

n k
— < - nr<km.
m T r

Donde el simbolo < en la derecha indica el orden de los enteros. Observar que (Q, <)
es un conjunto totalmente ordenado.

3.3. Matriz asociada a una relacion

Supongamos que X es un conjunto con n elementos y escribimos X = {xy,...,z,}.
La matriz asociada a una relacién R en X es una matriz (a;;) tal que

1 si ;R
CLZ']' =
0 en otro caso

Tener en cuenta que la definicién de matriz asociada depende del érden dado en el
conjunto X, por lo que hay tres datos que son necesarios para determinarla: el conjunto
finito, la relaciéon y un érden total en el conjunto.

Ejemplo 3.3.1. Tomemos X = {1,2,3,4} y la relacién

R={(1,1),(1,2),(1,4),(2,3),(4,1),(4,4)}.

Su matriz asociada nos queda:

— O o
oo o -
o~ O
S o R Rt

Observar que dada una matriz de n xn y un conjunto X con n elementos dispuestos
en cierto orden, existe una unica relacion de equivalencia cuya matriz asociada es la

dada.
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Ejercicio 3.3.2. Determinar qué propiedades tiene la matriz asociada a una relacion:

1. Reflexiva
2. Simétrica
3. Antisimétrica

4. Asimétrica

Maés adelante nos interesara contar el nimero de relaciones que cumplan con de-
terminadas propiedades. En ese caso la representacién matricial de las relaciones nos
serd util.
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Capitulo 4

Cardinalidad

Nos enfocamos aqui en un par de preguntas:

= ;Qué es contar?

= ; Qué significa que un conjunto tenga n elementos?

Para ilustrar un poco esto antes de verlo mas formalmente consideremos el conjunto
{a,b,c,d,e}. Lo que uno hace al contar este conjunto es senalar cada elemento y decir
en 6rden los nimeros naturales a partir del 1, como se muestra en la siguiente figura:

{a,b,c,d, e}
SRS

Cuando ya no quedan elementos que etiquetar, se toma el ultimo natural usado y
se declara: “El conjunto tiene 5 elementos”.

Mirando la figura podemos observar que alli se establece una funcion entre el con-
junto {a, b, c,d, e} y el conjunto {1, 2, 3,4}. Vemos ademds que esta funcién es biyectiva.

Podria pasar que dado un conjunto X no fuera posible llevar a cabo este proceso
de manera de agotar todos sus elementos. En ese caso estamos en presencia de lo que
llamamos un conjunto infinito.
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4.1. Finitud

Diremos que un conjunto X es finito si es vacio o bien existe una funcién biyectiva
fAL...,n} =X
para algin nimero natural n € N*. Si X no es finito diremos que es infinito.

Observamos que si A C {1,...,n}, entoncecs A es finito. Para esto contemplamos
dos posibilidades: si A = () no hay nada que probar, si A # () puede definirse la siguiente
funcion de forma recursiva:

» h(1) =min A,
w Si AN\ {h(1),...,h(k—1)} # 0, se define h(k) = min A\ {h(1),...,h(k —1)}.
Este proceso se termina si al cabo de m pasos se llega a A = {h(1),...,h(m)}. En ese

caso queda definida una funcién biyectiva h : {1,...,m} — A. Observamos que esto
efectivamente termina en a lo sumo n pasos porque para todo k se da h(k) > k.

Proposicion 4.1.1. Sea X un conjunto. Si se cumple que

1. existe f: X = {1,...,n} inyectiva (n € N), o

2. existe f:{1,...,n} = X sobreyectiva,
entonces X es finito.
Demostracion. Para la primera parte usamos la observacién anterior para A = f(X),
lo que nos da una funcién biyectiva f1oh:{1,... m} — X.

Para probar la segunda parte vemos que podemos definir una funcién inyectiva
g:X —{1,...,n} tomando para cada x € X un ntimero g(z) € f~*({z}). O

El siguiente es un resultado clasico de combinatoria:
Teorema 4.1.2 (Principio del Palomar). Consideremos un nimero natural cualquiera
n. Luego no existe ninguna funcion de {1,...,n+ 1} en {1,...,n} que sea inyectiva.
Demostracion. Vamos a probar el principio del palomoar por induccion.

Si n = 1, entonces existe una unica funcién f : {1,2} — {1}, definida por f(1) =
f(2) = 1. Es claro que f no es inyectiva.

Supongamos que no existe ninguna funcién inyectiva de {1,...,n+1} a {1,...,n}
y que tenemos f: {1,...,n+2} — {1,...,n+1}. Si f fuera inyectiva definiremos otra
funcién inyectiva g : {1,...,n+ 1} — {1,...,n}, lo que nos dara una contradiccién

con la hipétesis de induccion.

Distinguimos dos casos
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» Sin+1¢ f({1,...,n+1}), entonces podemos definir g como la restriccién de f
al conjunto {1,...,n+ 1}.

» En el otro caso ponemos a = f~!(n+1) y b= f(n+ 2). Observar que a # n + 2
y b # n + 1. Definimos entonces g de la siguiente manera:

o= {1 At

b siz=a

Esta funcién es inyectiva, lo que nos lleva a una contradiccion.
Por induccion tenemos la tesis del teorema. O]

El nombre Principio del Palomar se debe a su formulacién mas popular: No pueden
meterse n + 1 palomas en n jaulas sin que dos palomas compartan una jaula.

Corolario 4.1.3. No eziste ninguna funcion inyectiva de {1,...,n} en {1,...,m} si
m < n. Como consecuencia se tiene que no existe una funcion biyectiva entre {1,... ,n}

y{l,....,m} sin#m.

Demostracion. Si existiera f: {1,...,n} — {1,...,m} inyectiva, entonces su restric-
cién a {1,...,m + 1} serfa también inyectiva, lo que es absurdo por el principio del
palomar. O

El corolario anterior y el hecho de que la composicién de funciones biyectivas es
biyectiva, nos permiten hacer la siguiente definicion:

Sea X un conjunto finito. Decimos que n es el cardinal de X si existe una funcién
biyectiva f: {1,...,n} — X. Escribimos #X = n.

Ejercicio 4.1.4. Probar la siguiente version mas general del principio del palomar: si
se meten n.m + 1 palomas en n jaulas, entonces hay una jaula que tiene por lo menos
m + 1 palomas.

Decimos que dos conjuntos X e Y son equipotentes si existe una funcién biyectiva
f X — Y. Notaremos en este caso X ~ Y. A partir de esto uno puede decir que X
tiene cardinal n si X ~ {1,...,n}.

Ejercicio 4.1.5. Sea X’ una coleccién de conjuntos. Probar que la equipotencia define
una relacién de equivalencia en X'. Describir su cociente en el caso de que los elementos
de X sean todos conjuntos finitos.
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4.2. Numerabilidad

Observemos que el conjunto N es infinito. Si no lo fuera existiria una funcién biyec-
tiva f : N — {1,...,n}. Pero de esta forma la restriccién de f al conjunto {1,...,n+1}
serfa una funcién inyectiva, lo que contradice el principio del palomar.

Nos preguntamos a partir de esto qué otros conjuntos infinitos existen y si todos
ellos son equipotentes a N, o si por el contrario hay conjuntos infinitos “mas grandes”
que otros.

Comenzamos dando la siguiente definicién: Diremos que un conjunto X es nume-
rable si es finito o es equipotente con N.

Observamos por ejemplo que si A C N, entonces A es numerable. Para probar
esto podemos suponer que A es infinito (en el otro caso no hay nada que probar) y
considerar la funcion f: N — A definida por recurrencia de la siguiente forma:

» f(0)=minA,y
= f(n) =min(A\{f(1),..., f(n=1)}).

Si este proceso terminara quedaria probada la finitud de A, pero como supusimos que
este conjunto es infinito el paso recursivo siempre puede hacerse. Luego f queda bien
definida y es ficil ver que es biyectiva (se deja como ejercicio).

Ejemplo 4.2.1. Veamos que Z es numerable. Para esto basta con considerar la funcion
biyectiva f : N — Z definida por

si n es par
si n es impar

La siguiente proposicion nos permitira construir mas ejemplos.

Proposicién 4.2.2. Sea X un conjunto.

(i) Si X es infinito, entonces existe una funcion inyectiva f: N — X.
(i1) Si existe f: X — N inyectiva, entonces X es numerable.

(i1i) Si existe f: N — X sobreyectiva, entonces X es numerable.

La propiedad (i) dice que todo conjunto infinito contiene una copia de N, es decir
que de alguna manera el infinito numerable es el orden de infinito mas chico.

Demostracion. (i) Definimos f por recurrencia:

» f(0) =20 € X (elegimos cualquier xy ya que X es no vacio)
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» Si tenemos definido f(0),..., f(n), entonces como X no es finito, existe

r € X\ {f(0),...,f(n)}. Ponemos f(n+1)=zx.

Es claro que la funcién asi definida es inyectiva.

(ii) Como f es inyectiva tenemos que X ~ f(X). Por otro lado f(X) estd contenido en
N es numerable, por lo que es numerable. Luego X también lo es.

(iii) Queremos definir una funcién g : X — N que sea inyectiva, luego por la parte
anterior X serd numerable. Para esto elegimos para cada x € X un elemento n €
f~Y({z}) y ponemos g(x) = n. La funcién asi definida es claramente inyectiva, pues si

g(x) = g(y) = n, entonces f(n) =z y f(n) =y, lo que implica z = y.
0

Observacion 4.2.3. En la parte (i7i) de la proposicién anterior se utilizé el axioma
de eleccién. Una definicion alternativa de g que no utiliza este axioma es la siguiente:

g(r) =min{n € N: f(n) = r} = min f~'({z}).

Dicho minimo existe por el principio de buena ordenacién en N puesto que, como f es
sobreyectiva, el conjunto f~1({x}) es no vacio para todo r € X.

Proposicién 4.2.4. Si A y B son numerables, entonces A x B también lo es.

Demostracion. Observar que si A y B son infinitos, entonces A X B es equipotente
con N x N. Probaremos entonces que existe una funcién inyectiva f : N x N — N. Lo
hacemos de la siguiente manera:

f(n,m)=2"3m.
La inyectividad de esta funcion esta dada por la unicidad de la descomposicién en

factores primos.

Se deja como ejercicio probar los otros casos (A y/o B finitos). O

De lo anterior puede concluirse que el producto cartesiano de cualquier familia finita
de conjuntos numerables es numerable.

Como consecuencia de la Proposicion 4.2.4 tenemos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 4.2.5. Veamos que el conjunto de ntiimeros racionales Q es numerable. Para
esto primero observamos que X = Z x Z' es numerable por la proposicién anterior.

Luego como la proyeccion al cociente 7w : X — Q es sobreyectiva, podemos utilizar el
punto (izi) la Poposicién 4.2 para concluir que Q es numerable.

Ejercicio 4.2.6. Probar que la unién de una familia numerablde de conjuntos nume-
rables es a su vez numerable.
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Tenemos entonces que tanto Z como Q, que son conjuntos que contienen estric-
tamente a N, son numerables. Sin embargo existe una diferencia esencial entre estos
conjuntos y R, como vemos a continuacion.

Proposicién 4.2.7. El conjunto de los nimeros reales R no es numerable.

Demostracion. La prueba que presentamos utiliza una idea conocida como argumento
diagonal de Cantor.

Vamos a probar que existe un subconjunto de R que no es numerable. Esto impli-
card que R tampoco lo es (pues los subconjuntos de un conjunto numerable son a su
vez numerables).

Definimos S C [0,1) como el conjunto de nimeros reales que tienen una expre-
sion decimal que solo utilice ceros y unos. Queremos ver que no existe una funcién
sobreyectiva f : N — §.

Veamos que dada una funcion f : N — S, existe un elemento de S que no esta en la
imagen de f. Para esto tomamos un niimero x € S tal que en el lugar k£ después de la
coma tenga una cifra (0 o 1) diferente al lugar k& después de la coma de f(k). Podemos
observar que este x no esta en la imagen de f porque para cualquier k € N el lugar k
después de la coma de x difiere del lugar k después de la coma de f(k).

Un ejemplo de lo anterior puede verse a continuacién:

£(1) =0,01100010100111 .. .
£(2) =0,01001110010101 . . .
£(3) =0,10100010010101 . . .
£(4) =0,00011101010100.. . .

Aqui tenemos que el primer lugar después de la coma de f(1) es 0, el segundo lugar
después de la coma de f(2) es 1, etc. Luego x = 0,1000... no estd en la imagen de
f. O

Ejercicio 4.2.8. 1. Probar que el conjunto S de la proposicién anterior es equipo-
tente con el conjunto de sucesiones de ceros y unos {0, 1}.

2. Probar que R es equipotente con [0, 1].

Tenemos entonces conjuntos infinitos de diferentes érdenes (N y R por ejemplo).
Podriamos decir que desde el punto de vista de su cardinal, R es estrictamente mas
grande que N. A partir de aqui aparecen de forma natural dos preguntas:

» ; Existe algiin 6rden de infinito entre el de N y el de R? Esto podria precisarse
de la siguiente forma: ;Existe un conjunto A que no es equipotente a N ni a Ry
funciones inyectivas f : N — Ay g: A — R?
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= ;Existen érdenes de infinito mas grandes que el de R? Es decir: ;R se puede
inyectar en un conjunto X que no sea equipotente a este?

La teoria de conjuntos no permite responder a la primera pregunta. Esto quiere decir
que no puede demostrarse que es cierta ni que es falsa a partir de los axiomas. La
segunda pregunta es respondida por el siguiente teorema.

Teorema 4.2.9 (Cantor). Para todo conjunto X se tiene que P(X) no es equipotente
con X . En particular no existe ninguna funcion sobreyectiva f : X — P(X).

Demostracion. Supongamos que f : X — P(X) es sobreyectiva. Definimos
A={ze X :x ¢ f(x)} € P(X).

Como f es sobreyectiva, existe a € X tal que f(a) = A. Nos preguntamos entonces si
a pertenece o no a A. Estudiamos las dos opciones:

» Sia € A, entonces por la definicién de A se tiene que a ¢ f(a) = A, lo que es
absurdo.

» Sia¢ A, entonces a ¢ f(a) y por lo tanto a € A, que también es absurdo.

Concluimos entonces que no puede existir dicha funcién f.

]

El teorema de Cantor nos dice que existe una gran cantidad de ordenes diferentes
de infinito pues puede construirse, por ejemplo, la sucesién de conjuntos

N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))), ...
de forma tal que cada uno de ellos es estricamente mas grande que el anterior.

Ejercicio 4.2.10. 1. Probar que {0, 1}" es equipotente a P(N).

2. Probar que los dos conjuntos anteriores son equipotentes con R. Esto combina-
do con Ejercicio 4.2.8 nos dice que S es equipotente con R a pesar de ser un
subconjunto en apariencia despreciable.

37



38



Capitulo 5

Combinatoria

En el capitulo anterior dijimos que un conjunto X es finito si para algin natural n
existe una funcion biyectiva

f:AL...,n} = X.

En este caso deciamos que n es el cardinal de X, o de forma més coloquial, que X tiene
n elementos. Luego sabemos expresar de una forma precisa lo que significa contar un
conjunto finito, que es en definitiva determinar su cardinal.

A lo largo de este capitulo trabajaremos sobre el problema de céomo contar, es
decir, en desarrollar estrategias para determinar el cardinal de un conjunto finito del
cual conocemos su definicién por especificacion.

Para ilustrar la complejidad que puede tener este problema planteemos dos ejem-
plos:

1. ;Cudl es el cardinal del siguiente conjunto de simbolos {x,0,35,+,a, k}?

2. Cuéntas palabras de no mas de 12 letras (no necesariamente pertenecientes al
diccionario) tienen diptongo?

El primer problema es muy sencillo, uno puede observar rapidamente que el conjunto
tiene 6 elementos. Pero la resolucién del segundo presenta cierta complejidad. Ya el
conteo de todas las posibles palabras de largo k (k = 1,...,12) es un problema no
trivial que equivale, por ejemplo, a contar funciones f : {1,...,k} — A donde A es
el abecedario. Sumemos a esto que debemos determinar cuales de todas estas funcio-
nes corresponden a palabras con diptongo y que esto debe hacerse para cada k en

{1,...,12}.
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5.1. Principios basicos de conteo

Veremos aqui algunas propiedades fundamentales que serviran de punto de partida
para atacar problemas de conteo a lo largo de todo el capitulo.

5.1.1. Principio de la suma

Una primer enunciacién del principio de la suma es la siguiente:

Principio de la suma': Si una primer tarea puede ser realizada de m formas
diferentes, una sequnda tarea puede ser realizada en n formas diferentes y ambas no
pueden realizarse simultdneamente, entonces hay m + n formas de realizar una o la
otra.

A modo de ejemplo podriamos contemplar el siguiente problema:

Ejemplo 5.1.1. En una esquina de la calle Cassinoni hay un bar llamado El Turco,
atendido por su propio dueno (cuyo apodo le da el nombre al lugar). Sobre el mostrador
el Turco tiene unos frascos de golosinas que suele dar a modo de cambio cuando no tiene
monedas. Un dia, para congraciarse con una nina que estaba sentada en el mostrador
con su padre, el Turco le ofrecié tomar una golosina de alguno de los dos frascos
que tenfa més a mano. En uno habia 25 caramelos surtidos (sorprendentemente todos
diferentes), mientras que el otro contenia 10 chicles (todos de diferente sabor). La nina
calcul6 que tenia 25 + 10 = 35 opciones para elegir su golosina.

En el ejemplo anterior uno puede rapidamente interpretar cada frasco como un
conjunto, y las opciones de escoger golosinas de un frasco como el cardinal de dicho
conjunto. Por otro lado la eleccion que se le ofrece a la nina es equivalente a juntar
todas las golosinas en una bolsa y pedirle que saque de alli una unidad cualquiera. Este
nuevo conjunto es la unién de los dos conjuntos anteriores. Luego si A es el conjunto
de los caramelos y B es el conjunto de los chicles, el principio de la suma en este
caso puede leerse como la igualdad #(A U B) = #A + #B. De aqui extraemos una
enunciacién un poco mas precisa de este principio:

Teorema 5.1.2 (Principio de la suma). Sean A y B dos conjuntos disjuntos. Entonces

#(AUB) = (#A) + (#B).

Demostracion. Supongamos que #A = m y #B = n. Esto quiere decir que existen dos
funciones biyectivas f : {1,....,m} - Ay g: {l,...,n} — B. Definimos la funcién
h:{l,....m+n} —- AU B por:

h(k)—{ g(f(k:) sik<m

k—m) sik>m

Extraido de [G]
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Debemos probar que h es biyectiva, luego queda probada la tesis.

Veamos primero que es inyectiva. Supongamos que h(k) = h(r) (sin pérdida de
generalidad podemos asumir k£ < r). Distinguimos tres casos:

» Sik,r <m, entonces f(k) = f(r), y como f es inyectiva, k=r.

» Sik < m <r,entonces h(k) = f(k) € Ay h(r) = g(r —m) € B. Pero esto es
absurdo porque A y B son disjuntos.

= Sik,r > m, entonces g(k —m) = g(r —m), lo que implica k —m = r —m y luego
k=r.
Tenemos entonces la inyectividad de h.

Probemos ahora que h es sobreyectiva. Si x € AU B podemos distinguir dos casos:

» Size A existe k € {1,...,m} tal que f(k) =z y luego h(k) = x.

» Siz € B, existe k € {1,...,n} tal que g(k) = = y luego h(k +m) = x.
Concluimos que h es sobreyectiva y por lo tanto biyectiva. O

Usando la asociatividad de la uniéon podemos deducir lo siguiente:

Corolario 5.1.3. St Ay, ..., A, son conjuntos finitos disjuntos dos a dos, entonces

#(ALU .. UA) = (#A1) + -+ (#A)

5.1.2. Principio del producto

Consideramos ahora la siguiente enunciacién del principio del producto:

Principio del producto?: Si un procedimiento puede ser dividido en un primer
paso para el cual hay m posibilidades y un sequndo paso, y si para cada forma de realizar
el primer paso hay luego n formas de realizar el sequndo, entonces el procedimiento
puede ser realizado de m.n formas diferentes.

Este principio es un poco mas complejo y para lograr una formulacién més precisa
en términos de la teoria de conjuntos vamos a aproximarnos en dos pasos.

Para el primero estudiemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1.4. Para darle un empuje al negocio, el Turco decide ofrecer para el
almuerzo una formula consistente en plato principal y postre a un precio muy compe-
titivo. Para el plato principal el bar dispone de siete opciones (tres de ellas son algin
tipo de milanesa), mientras que tiene sélo cinco opciones de postre. ;Cuantas posibles
férmulas es posible armar?

2También extraido de [G]
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Reinterpretando lo anterior podemos llamar A al conjunto de platos principales y
B al conjunto de postres. Luego podemos ver las diferentes formulas como el conjunto
A x B. Lo que estamos diciendo puede escribirse de la siguiente manera:

Proposicién 5.1.5. Si A y B son dos conjuntos finitos, entonces #(AxB) = (#A).(#B).

Demostracion. Supongamos que #A = m y #B = n, entonces existen funciones bi-
yectivas f:{0,....m—1} - Ayg:{0,....,n—1} = B.

Queremos definir una funcién biyectiva h : {0,...,nm — 1} — A x B. Para esto
recordemos el teorema de divisién entera tomando m como divisor (Teorema 2.2.5):
Dado k € Nexisten ¢ € Ny r € {0,...,m—1} tales que k = gm + . Luego definimos:

h(k) = (f(r),q9(q)), donde k = gm + r.

Para ver que esta funcién es inyectiva suponemos que h(k) =
k=qgn+ryl=q¢dm+r entonces f(r) = f(r') vy g(q) = g(q
inyectivas tenemos que ¢ = ¢ y r =1/, lo que implica k = .

h(£), es decir que si
). Como f y g son

Para ver que es sobreyectiva tomemos un par (a,b) con a € Ay b € B y pongamos
r= f"Ya) y ¢ =g '(b). Luego es claro que h(qgm +r) = (a,b).

Concluimos entonces que h es biyectiva, por lo que se cumple la tesis.
Otra forma (tal vez mdas directa) de ver que h es biyectiva es verificando que la

funcion

(a,0) = g (bym + f~(a)

es su inversa. ]

Sin embargo podemos observar que el principio del producto tal como lo hemos
enunciado es més general que esto, ya que la Proposicién 5.1.5 no contempla el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 5.1.6. Un dia el Turco decidié ofrecer otra promociéon. Se trata de un plato
principal entre las siguientes opciones: colita de cuadril al horno con puré, filete de
merluza con ensalada o tarta de zapallitos. Con el plato principal se ofrece sin cargo la
bebida con el siguiente criterio:

» La colita de cuadril (C) puede ir acompanada por vino tinto, gaseosa sabor cola
0 agua con gas.

» El filete de merluza (M) puede ir acompanado con vino blanco, jugo de naranja
0 agua sin gas.

» La tarta de zapallitos (Z) puede ir con licuado de frutas, jugo de naranja o agua
sin gas.
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Usando el principio del producto uno puede réapidamente concluir que las posibles
combinaciones son 3 -3 = 9. Podemos pensar que A = {C, M, Z} es el conjunto de los
platos principales, mientras que hay tres conjuntos diferentes de bebidas

» Bc = {vino tinto, gaseosa cola, agua con gas}
» By = {vino blanco, jugo de naranja, agua sin gas}

» By = {licuado de frutas, jugo de naranja, agua sin gas}

Luego el conjunto de opciones no puede codificarse por un producto cartesiano de una
forma directa.

En el ejemplo anterior { Be, By, Bz} es una familia de conjuntos indexada en A, y
una opcién admisible por El Turco es un par (z,y) donde z € Ay y € B,. Generali-
zando esta observacién podemos dar otra formulacién del principio del producto:

Teorema 5.1.7 (Principio del producto). Sea I un conjunto finito con m elementos
y {A;tier una familia indexada de conjuntos finitos tal que #A; = n para todo i € I.
Pongamos A = |J,.; Ai y consideramos el conjunto

X ={(i,a) eI x A:a € A;}.
Entonces #X = m.n

Demostracion. Probaremos que X ~ I x {1,...,n}, luego por la Proposicién 5.1.5 se
obtiene lo buscado.

Como para todo i € I se tiene que #A; = n, tenemos que existen funciones biyec-
tivas f; : {1,...,n} — A;. Definimos entonces una funcién h : I x {1,...,n} - X
por

h(i, k) = (i, fi(K))-

Se deja como ejercicio verificar que esta funcion h es biyectiva. Luego el teorema queda
demostrado. O]

Se deja al lector la tarea de observar que esta nueva formulacién del principio del
producto se corresponde son la realizada al principio de la seccion.

5.1.3. Principio de Inclusién-Exclusion

El principio de la suma resuelve el problema de contar los elementos de la unién
de conjuntos disjuntos. Sin embargo este es un caso bastante particular y es natural
preguntarse acerca de lo que sucede en caso de que los conjuntos que se estdan uniendo
no sean disjuntos.
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Ejemplo 5.1.8. Noche de mtsica en vivo en el bar El Turco. Se presentaba una banda
de blues llamada La banda de Dieguito. Con el propdsito de controlar que el niimero de
asistentes no sobrepasara el limite habilitado por las autoridades, el Turco contraté al
Comadreja, un hombre algo extrano que habia llegado al bar unos dias atras pidiéndole
una changa.

Poco después de la medianoche el Turco se acerco a la puerta para preguntarle al
Comadreja cuanta gente habia entrado al local. Este le mostré una libreta donde tenia
anotados algunos nimeros. Segin él, le habia parecido aburrido contar una a una a
todas las personas y prefirié6 hacerlo de forma indirecta. En su libreta aparecian los
siguientes datos:

47 tienen pelo negro.

23 usan lentes.

17 usan lentes y tienen el pelo negro.

39 no tienen el pelo negro ni usan lentes.

Después de mostrarle estos niimeros al Turco, el Comadreja saco la lapicera que tenia
apretada entre la oreja y el craneo e hizo el siguiente dibujo:

= ToTal
7& aslaS'h.rd'es

can J:el
(o]

neg

[«-12 ]
[.C". Y\-\-QS

Luego le explicé al Turco que habia cuatro conjuntos disjuntos que considerar y
que cada uno tenia su cardinal:

» #(ANDB) =17
» #(A\B) =#A—-#(ANB)=47-17=30
» #(B\A)=#B—-#(ANB)=23-17=6
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» #X\(AUB) =#(AUuB)° =39
Por el principio de la suma se tenia
#X =H#(AUB) +#(A\B)+ #(B\A)+#(ANB)=39+30+6+ 17 = 92.
Pero habia otra forma de expresar esto:
#X =#(AUB) +#A+#B —#(ANDB). (5.1)

Le explicé también que esta tltima igualdad se conocia como el principio de inclusiéon-
exclusion.

- Fijate que al sumar los cardinales de A y B estdas contando dos veces la interseccion,
por lo que tenés que restarle después el cardinal de esta para eliminar los repetidos,
ientendés? - decia moviendo la lapicera sobre la hoja con entusiasmo.

Mientras el Comadreja conversaba de esto y se iba por las ramas entraron como 15
personas mas sin que ninguno de los dos se diera cuenta. Adentro La banda de Dieguito
tocaba The thrill is gone.

Ejercicio 5.1.9. Construir un ejemplo similar al anterior con tres conjuntos en lugar
de dos y ver cémo quedaria la igualdad (5.1).

En general, para una cantidad finita arbitraria de conjuntos tenemos lo siguiente:

Teorema 5.1.10 (Principio de Inclusién-Exclusion). Consideremos Ay, ..., Ay una
familia de conjuntos finitos todos incluidos en un conjunto X . Luego

#X = #< U Ai>c+< > #A,-)—( D #<AmAj)> +---+(—1)’f—1#< N A,) .

1<i<k 1<i<k 1<i<j<k 1<i<k

Demostracion. Vamos a probarlo en por induccién en la cantidad de conjuntos k.
En el caso k =1 la formula se reduce a #X = # A + #A;.

Supongamos ahora que el principio de inclusién-exclusién se cumple para cierto k
y consideremos en X la coleccién de subconjuntos Ay, ..., Axi1. Aplicando la formula
a los primeros k£ conjuntos tenemos

#X=#<UAZ->C+<Z #Ai)—- ’“#(ﬂA) (5.2)

1<i<k 1<i<k 1<i<k

Observemos que

(Ua) =(u, ) (e (Ua))
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Ademas la union es disjunta, por lo que

#(U Al-) :#< U Ai> (A,M\(U A)) (5.3)

Por otro lado, aplicdndole el principio de inclusién-exclusion para k£ subconjuntos al
segundo sumando se tiene

# Ak \ ( U Ai) = #App1 — <Z #Ar mAZ)

1<i<k 1<i<k
+ ( 3 #(AkﬂmAmAj)) —---+(—1)’f#< N Al-).
1<i<j<k 1<i<k+1

Combinando esto con las igualdades (5.2) y (5.3) obtenemos

#X:#< U Ai>c+< > #AZ)—( > #(AmAj)>+

1<i<k+1 1<i<k+1 1<i<j<k+1
k
--+(—1)#< N Az).
1<i<k+1

El principio de induccion prueba entonces el teorema. O

Otra formulacién (quizad més ttil desde el punto de vista practico) del principio de
inclusién-exclusion es la siguiente:

Principio de Inclusién-Exclusion: Consideremos un conjunto finito X con #X =
N y un conjunto de condiciones ¢;, con i € {1,...,k}, que pueden ser satisfechas o no
por elementos de X. La cantidad de elementos que no satisfacen ninguna condicién se
denota por N, v la cantidad de elementos que cumplen simultdneamente las condiciones
Ciyy- -, Ci, se denota por N(c;,...,¢;.). Luego se tiene la siguiente iguladad:

N =N = (N(ey) + -+ N(e)
+ (N(c1,¢2) + -+ Ner,cx) + N(ca,c3) + - + N(cg—1, cx))
— o (=1 N(er, ... ep).

Para mostrar una aplicacion de este principio consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1.11. Calculemos la cantidad de enteros positivos menores o iguales a
1000 que no son multiplos ni de 2 ni de 3 ni de 5. Notamos por c;, ¢; v ¢3 la condicion
de ser multiplo de 2, 3 y 5 respectivamente. Luego, siguiendo la notaciéon mostrada
anteriormente, vemos facilmente que:

= N(c1) = 152 =500
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c1, ) = [182] = 166

01703) - %80 = 100
C2,C3) = L%J = 66

Cl,C2,03> = L%J = 33.

Luego por el principio de inclusién-exclusion se tiene que la cantidad buscada es

1000 — 500 — 333 — 200 + 166 + 100 + 66 — 33 = 266.

5.2. Permutaciones

Consideremos el siguiente problema:
¢De cudntas formas se pueden ordenar las letras A,B,C,D,E y F?.

Observamos lo siguiente: Para ocupar el primer lugar tenemos 6 posibilidades. Luego
de hacer la primera elecciéon nos quedan 5 posibilidades para ocupar el siguiente lugar.
Entonces por el principio del producto, tenemos 6 - 5 = 30 posibilidades para ocupar
los dos primeros lugares. Siguiendo de este modo podemos concluir que la cantidad de
formas de ordenar estas letras es 6! =6-5-4-3- 2.

Para generalizar y abstraer este problema observemos que el problema de contar
las formas de ordenar n simbolos diferentes es equivalente al problema de contar reor-
denaciones del conjunto {1,...,n}, es decir que existe una funcién biyectiva entre el
conjunto de todas las posibles palabras formadas por el conjunto original de simbolos
y el conjunto de todas las posibles reordenaciones de {1,...,n}. Por esto nos concen-
traremos en este iltimo conjunto, del que daremos una definicion.

Podemos ver una reordenacién de {1,...,n} como una funcién biyectiva, pues es-
cribir la secuencia 3,2,4,1,5 es equivalente a definir una funcion

Fi{1,...,5} > {1,...,5}

de forma tal que f(1) = 3 (el tres ocupa el primer lugar), f(2) =2, f(3) =4, f(4) =1
y f(5) = 5. Definimos entonces el conjunto

S, ={f:{1,...,n} = {1,...,n}: f es biyectiva},
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y notamos P, = #S&,. Decimos que P, es el nimero de permutaciones de n
elementos. Asi la identificacién de S,, con las formas de ordenar n queda

f=f)f2)... f(n).

En el primer ejemplo vimos que Ps = 6! =6-5-4-3-2. Esto nos da una idea de lo
que debe ser P, para cualquier n. En general tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1. Para todo n € N se tiene P, =n!=n.(n—1)...2.

Demostracion. Probaremos esto por induccion.

Observemos que para n = 0 se tiene Py = 1, puesto que la funcién nula es el tnico
elemento de S,,, entonces Py = 0! = 1.

Supongamos que P, = n!. Luego observamos que ordenar el conjunto {1,...,n+1}
es un proceso que se puede hacer en dos pasos:

= Se coloca primero un elemento en el lugar n + 1. Para esto se tienen n + 1
posibilidades.

= Se ordenan los restantes n elementos en los primeros n lugares. Para esto se tienen
P, = n! posibilidades.

Por el principio del producto se tiene P,13 = (n+ 1).n! = (n + 1)\ ]

Podemos interpretar la prueba anterior en los términos del Teorema 5.1.7. Aqui el
conjunto [ es {1,...,n+ 1}, y para cada i € I se tiene que

Ai={f:{1,...,n} = {1,...;i—1,i+1,...,n+ 1} : f es biyectiva}.
Se observa que A; ~ S, para todo i € I, por lo que #A; = n!. Luego el conjunto
X:{(laf)ZEIafeAz}

tiene cardinal n!(n 4+ 1) = (n + 1)!. Por otro lado uno puede observar facilmente que
Sni1 ~ X, mediante la funcion biyectiva f — (f(n+1), flq,..n})-

Ejercicio 5.2.2. Una cantidad n de personas se sentaron alrededor de una de las
mesas circulares del bar El Turco para jugar un juego de cartas. La silla ocupada por
cada persona no tenfa ninguna injerencia en el juego, sin embargo la persona que cada
jugador tuviera a la derecha o a la izquierda si que la tenia. A algunos metros de la
mesa, el Comadreja se vio interesado por saber cudl serfa el nimero de configuraciones
posibles. Como no tenia papel dejé escrito el niimero en la mesa después de hacer
algunos calculos mentales. ;Cudl es este nimero?
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El ntimero hallado en el ejercicio anterior es llamado permutaciones circulares
de n elementos, al que podemos notar por PC,,. Vamos a aprovechar lo que sabemos
de relaciones de equivalencia para expresar PC,, como el cardinal de un conjunto.

Observemos que la diferencia entre el proceso descrito en el Ejercicio 5.2.2 y las
permutaciones es que los n elementos se ordenan de forma circular en lugar de ordenarse
de forma lineal, por lo que se corresponde con una funcién con el mismo codominio (el
conjunto {1,...,n} correspondiente a los elementos a ordenar) pero con un dominio
diferente (correspondiente a los lugares a ocupar). Para emular un dominio circular de
n elementos consideramos el conjunto Z,,, es decir, el cociente de Z por la relaciéon de
congruencia médulo n.

N
ot

En este caso observamos que sumar [1] corresponde a hacer un giro de dngulo %’T

(por lo que sumar [k] es hacer un giro de 22%). Vamos a querer que una distribucién
de los ntmeros {1,...,n} en dicho circulo sea equivalente a una rotacién de la misma,
tal como se ve en la figura.

Teniendo en cuenta estas observaciones definimos en el conjunto
X ={f:Z,—{1,...,n}: f es biyectiva}
la relacion de equivalencia ~ por
f~g & existe k € N tal que f([z]) = g([x + k]) para todo [z] € Z,.
Luego PC,, es el cardinal del conjunto X/ ~.

Ejercicio 5.2.3. Observar que en general, si ~ es una relacién de equivalencia en un
conjunto finito X, entonces # X es igual a la suma de los cardinales de todas las clases
de equivalencia. Justificar la férmula de permutaciones circulares a partir de este hecho.
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5.3. Arreglos

En la seccién anterior consideramos las formas de reordenar n simbolos diferentes, lo
que es igual al cardinal del conjunto de funciones biyectivas de {1,...,n} en si{ mismo.
Variemos un poco esto y consideremos para dos numeros fijos £k < n el siguiente
conjunto:

An k) ={f:{1,...,k} = {1,...,n} : f es inyectiva} .

Luego escribimos A} = #.A(n, k). Este nimero, llamado arreglos de n elementos
tomados de a k, puede interpretarse como la cantidad de posibilidades de formar
palabras de largo k£ usando n simbolos diferentes sin repetirlos. Hacemos aqui, al igual
que en el caso de las permutaciones, la identificacion

f= fFR). . f(F).

Es claro que A = P,.
Queremos encontrar una férmula para A}. Para esto observemos que definir una

funcién f € A(n, k) puede hacerse en dos pasos:

1. Se elige f(1), para lo cual se tienen n posibilidades.
2. Se completan las imagenes de los restantes ntimeros 2, ..., k. Para esto se tienen
AZ:% posibilidades.
Del principio del producto obtenemos

n!

h=nAll=nn-1)A " ==nn-1)...(n—k+1)= (n— k)

Ejercicio 5.3.1. Inspirarse en la seccién anterior y definir los arreglos circulares de
n elementos tomados de k. Calcular una férmula para esto.

5.3.1. Arreglos con repeticion

Supongamos ahora que permitimos repeticiones en el caso anterior, es decir, con-
sideramos palabras de largo k escritas en un abecedario de n letras. La cantidad de
formas de hacerlo se denotard por AR}, estos son los arreglos con repeticiéon de
n elementos de largo k. En este caso no es necesario que k£ sea menor o igual a n.
Observar que este numero es el cardinal del conjunto

{1, on}R = fp 01 kY = {1,...,n} : f funcién}.

Este es el producto cartesiano de {1,...,n} por si mismo k veces, luego por la regla
del producto tenemos #AR} = n*.
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Observacién 5.3.2. Veamos que {0, 1}{1#} el conjunto de arreglos con repeticién
de ceros y unos de largo k, es equipotente con P({1,...,k}). Observamos que dar
un subconjunto de {1,...,k} equivale a revisar uno a uno sus elementos eligiendo en
cada caso si incluirlo o no en el subconjunto. Esto es asignarle a cada uno un 1 (si lo
incluimos) o un 0 (si no lo incluimos). Luego ponemos

F {0, 1358 5 p{1,.. . kY, F(f) = fH{1}).

Para ver que esta funcién es biyectiva alcanza con verificar que G : P({1,...,k}) —
{0,1}{4-%) | definida por

1 sizeA
G(A)(a:)—{ 0 sizg¢gA
es su inversa. Como conclusién tenemos que el cardinal de P({1,...,k}) es ARZ = 2*.

Maés en general se tiene que si X es un conjunto finito, entonces

#P(X) = 2#X.

5.3.2. Cantidad de relaciones

Consideremos un conjunto finito X = {zi,...,2,}. (Cuantas relaciones pueden
definirse en X7

Para responder esta pregunta recordemos que el conjunto de las relaciones en X es
equipotente con el conjunto de las matrices de n x n de ceros y unos (Ver Seccién 3.3).
Luego es este ultimo conjunto el que tenemos que contar. Observamos que una matriz
de ceros y unos te tamano n x n es un arreglo con repeticion de dos elementos de largo
n2. Luego existen 2" relaciones en X.

Si ahora queremos contar la cantidad de relaciones en X que cumplan con cierta
propiedad podemos mirar la caracterizacion de estas relaciones en términos de sus
matrices asociadas (Ejercicio 3.3.2).

1. Relaciones reflexivas: Las relaciones reflexivas corresponden a las matrices
que tienen 1 en todas las entradas de la diagonal. Luego los espacios que quedan

libres son n? — n, por lo que concluimos que la cantidad de estas relaciones es
2n2—n _ 2n(n—1)

2. Relaciones simétricas: Las relaciones simétricas se corresponden con las ma-
trices simétricas, es decir que quedan determinadas por las entradas que estan
por encima de la diagonal (diagonal incluida). La cantidad de estas entradas es

n.(n+1)

n—l—(n—l)—l—---—i—l:T.

. . . n.(n+1)
Luego la cantidad de relaciones simétricas en X es 27 2
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3. Relaciones antisimétricas: Las relaciones antisimétricas corresponden a ma-
trices (a;;) que cumplen la condicién

Sii#j = (a;,a;) € {(0,0),(0,1),(1,0)}. (5.4)

Contar la cantidad de relaciones antisimétricas en X consiste entonces en contar
las formas de:

1° Poner un 0 o un 1 en cada lugar de la diagonal de una matriz de n x n. Para
esto tenemos 2" posibilidades.

2° Elegir para cada par (a;j,aj;), con i < j, alguno de los tres valores posibles.

Aqui tenemos 37 2 posibilidades, puesto que hay n(”T_l) de estos pares

(correspondientes a las entradas de la matriz por encima de la diagonal).

e . n(n—-1) . .
Por el principio del producto tenemos que existen 2" - 37 2 relaciones anti-

simétricas en X.

4. Relaciones asimétricas: Se deja como ejercicio.

Si comenzamos a combinar propiedades tenemos mas familias de relaciones que
contar. Por ejemplo uno podria preguntarse cuantas relaciones de orden o de equiva-
lencia pueden definirse en cierto conjunto finito. Mas adelante contaremos las segundas,
mientras que dejamos como problema el contar las primeras.

5.4. Combinaciones

Nos interesa ahora estudiar una familia de problemas que consisten en elegir sub-
conjuntos de un conjunto dado sin tener en cuenta el orden. Miremos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 5.4.1. Una persona entra a la heladeria que queda frente al bar El Turco
para comprar un cucurucho de tres sabores. Cuando llega al mostrador se encuentra
con que tiene 20 diferentes sabores para elegir. ;Qué posibilidades tiene de armar su

helado??

En general notaremos por C} al nimero de formas de tomar k elementos de un
conjunto de cardinal n y lo llamamos combinaciones de n tomadas de a k (puede
encontrarse también en la literatura la notacién (}) para indicar esta cantidad). De

esta forma el problema planteado en el ejemplo anterior consiste en calcular C2°.

3Suponemos que al cliente no le importa el orden en que se sirven los sabores, cosa que es a las
claras un error, puesto que los sabores tienen diferente densidad y firmeza, y la discriminacién en este
sentido permite armar un helado mas estable a fin de evitar eventos desafortunados.
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Dicho de otra forma, C}' es el nimero de subconjuntos de cardinal £ de un conjunto
de cardinal n. Para ser mas precisos podemos escribirlo como el cardinal de

Cln,k)={AC{l,...,n}: #A =k}

Observacién 5.4.2. 1. Hay algunos nimeros combinatorios (asi le llamaremos a

los nimeros C}') que son muy faciles de determinar. Por ejemplo es claro que

' = C" = 1, pues hay un solo subconjunto de {1,...,n} con 0 elementos y uno

solo con n elementos. También puede verse que C7 = n, esto es, la cantidad de
formas de tomar un subconjunto unitario de {1,...,n}.

2. Observar que C} = C ., ya que elegir un subconjunto de {1,...,n} es equiva-

lente a elegir su complemento.
Teorema 5.4.3. (Férmula de Stiefel) Para k < n se tiene la siguiente igualdad
Cptt=Cop + Oy

Demostracion. Existen dos tipos (disjuntos) de subconjuntos de k elementos de un
conjunto de n + 1 elementos:

» Conjuntos que contienen el elemento n + 1. Estos conjuntos son C}'_,, porque
para completarlos se necesitan tomar otros k — 1 elementos de entre los restantes
n.

» Conjuntos que no contienen al n + 1. Estos son C}.

Luego la tesis del teorema sale directamente del principio de la suma. ]

A partir de la Féormula de Stiefel podemos escribir los primeros niimeros combina-
torios:

cy 1
cl 11
¢y Cf G} 1 2 1
c: ct ooy G 1 3 3 1
Cy Cf Cy C3 Cif 1 4 6 4 1

La figura anterior es conocida como Triangulo de Pascal.

La siguiente proposicién relaciona las combinaciones con los arreglos y las permu-
taciones.

53



Proposicion 5.4.4. Tomemos k < n. Luego se cumple la igualdad

n_ NP, (5.5)

Demostracion. Aqui podemos usar el principio del producto y dividir la tarea de elegir
una funcién inyectiva f: {1,...,k} — {1,...,n} en dos pasos:

1. Se elige la imagen de f, para lo que se tienen C;' posibilidades.

2. Se ordenan los elementos elegidos. De esta forma se define una funcién biyectiva
entre {1,...,k}y f(X), lo que termina de definir la funcién f. Para esto tenemos
Py posibilidades.

De lo anterior obtenermos (5.5). O
A partir de la igualdad (5.5) y las férmulas de arreglos y permutaciones obtenemos

la féormula para las combinaciones:

cp ! 5.6
FE Rk (56)

De esta forma podemos terminar el Ejemplo 5.4.1 concluyendo que el cliente tiene

o2 _ 200 20-19-18
33y 3.2

posibilidades de armar su helado.

= 1140.

Ejercicio 5.4.5. Probar la férmula de Stiefel usando (5.6).

5.4.1. Teorema del binomio

Nos enfocamos ahora en el problema de calcular la n-ésima potencia de un binomio
x +y. Veamos los primeros ejemplos:

» (z4y)P=1

s (zty)l=z+y

(2 +y)?= 2%+ 22y + o

(24 y)? =2+ 32y + 3wy + P

o (24 y)t =2t + 423y + 62297 + 4oy + 32

Observamos que en los primeros ejemplos los coeficientes de los monomios corresponden
a las primeras filas del tridngulo de Pascal. Esto inspira el siguiente resultado:
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Teorema 5.4.6 (Teorema del binomio).
(x+y)" ZC"”kk (5.7)

Daremos dos pruebas del Teorema del binomio. La primera sera por induccién
mientras que para la segunda usaremos un argumento puramente combinatorio.

Primera prueba del Teorema del binomio. Como vimos en los ejemplos, el caso para

n = 1 ya estd probado. Supongamos entonces que la férmula (5.7) se cumple para
cierto n. Luego

o)

_ Z (C«’?Clxn+lfkyk + O}?ﬂlxnfkylﬂrl)

n+1
n, n+l—k, k n n+l—k, k
—EC v+ Gttty
k=0 k=1

:ngn+1+Z(CI?+CI?—1) n+1—k k+cn n+1

k=1

Usando la férmula de Stiefel en el sumando del medio y las igualdades Cf = Cit! =
Cr = C't] =1 en los otros, obtenemos

n+1
x+y n+1 E Cm—l—l n+l—k k

La prueba termina usando el principio de induccion. O

Para escribir la segunda prueba veamos lo que sucede en le caso n = 3. Desarrolla-
mos entonces (z + y)™ de la siguiente manera:

1°. Del producto (x+y)(z+y)(z+y) elegimos z en los tres factores, luego obtenemos

3.

2°. Elegimos z de los dos primero e y del tercero. Obtenemos z%y.
3° Elegimos x primeros y el tercero e y del cuarto. Obtenemos z%y

4° Elegimos y del primero y x de los otros dos. Obtenemos z2y.
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Siguiendo de esta manera, los pasos 4,5 y 6 corresponden a elegir dos y y un z, y el
séptimo a elegir y en todos los factores. Finalmente tenemos:

(93+y)3 = x3+x2y+x2y+$2y+zy2 +:By2 +:By2 +y3 = :B3~|—3:172y+3:)3y2+y3.

Sequnda prueba del Teorema del binomio. Generalizado la idea anterior vemos que ele-
gir de cada uno de los n factores (x + y) de (z + y)™ una variable x o y se corresponde
con elegir una funcién f : {1,...,n} — {z,y}. De esta forma por ejemplo f(k) = =
significa que estamos tomando x en el k-ésimo factor. Se tiene entonces

(+y)"=>_ f(1)...f(n),

fex

donde X = {z,y}{1"} es el conjunto de todas las funciones de {1,...,n} a {z,y}.
El coeficiente de 2" *y* en el desarrollo es exactamente la cantidad de funciones f

que cumplen f(1)... f(n) = 2" *y*, es decir, el cardinal del conjunto

{feX #/ ' (y) =k}

Este es equipotente con {A C {1,...,n} : #A = k}, luego el coeficiente que estamos
buscando es C7. []

Ejercicio 5.4.7. Escribir el desarrollo de (z — y)™.

5.4.2. Combinaciones con repeticién

Supongamos ahora que tenemos X un conjunto con n elementos y tomamos k de
ellos permitiendo repeticiones. Este ntimero, al que notamos por C' R}, sera llamado
combinaciones con repeticién de n tomadas de a k. Es claro que CR} sélo
depende del cardinal de X, por lo que siempre puede suponerse X = {1,...,n}.

Notar que C'R} puede interpretarse como la cantidad de posibles soluciones de la
ecuacion
x1++$n:k>

con variables z1,...,x, € N. Aqui x; corresponde al nimero de veces que se elije el
elemento ¢. Luego podemos escribir

CR”:#CR(n,k):{(xl,,:Cn)Gan'l—i‘+xn:k}

Ejercicio 5.4.8. Observar que C'R} también puede verse como la cantidad de formas
que se tienen de meter k pelotas iguales en n cajas distintas.

Con el fin de obtener una férmula para C'R}’ mostraremos una interpretaciéon mas
de este niimero.
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Observar que meter k pelotas iguales en n cajas diferentes es equivalente con poner
las n pelotas en fila (representadas por los unos) y poner entre ellas n — 1 separaciones
(los ceros). Luego la cantidad de pelotas que quedan antes de la primer separacién se
corresponde con la cantidad asignada a la primera caja, la cantidad de pelotas entre
la primera y la segunda separacion se asigna a la segunda caja y asi sucesivamente.
Puede interpretarse esto como una secuencia formada por dos simbolos, tanto pueden
ser pelotas y separaciones como unos y ceros. Un ejemplo de esto se ve en la siguiente
figura.

{1,1,1,0,1,0,0,1,1,1} ~ 34+1404+3=7

|
OOO|O[|OOO

Proposicién 5.4.9. El conjunto CR(n, k) es equipotente con el conjunto de todas las
(n+ k — 1)-uplas formadas por k unos y n — 1 ceros.

Demostracion. Llamemos X al segundo conjunto y definamos una funcion biyectiva
f : CR(n,k) — X de la siguiente forma: los primeros z; lugares de f(xy,...,x,) los
ocupan unos, luego ponemos un cero; los siguientes x, son unos, y volvemos a poner
un cero para separar; asi seguimos hasta en final.

De forma equivalente (y més precisa): ponemos un cero en los lugares de la forma
r1+...4+x,+ hparatodo h=1,...,n— 1y completamos el resto con unos.

Se deja como ejercicio probar que la funcién descrita es biyectiva. O

De la Proposicion 5.4.9 se puede deducir la férmula

_ +k—1)!

CR" = CnJrk 1_ (n )
b El(n —1)!

Resumiendo, el nimero C'R} puede verse como cantidad de:

= formas de elegir k elementos de un conjunto de n permitiendo repeticiones.
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= soluciones de la ecuaciéon z1 + -+ x, =k con zq,...,z, € N,
= maneras de distribuir £ objetos iguales en n recipientes distintos.

= Palabras de largo n + k — 1 que se pueden formar con dos simbolos repitiendo &
veces uno de ellos y n — 1 veces el otro.

5.5. Otras cantidades interesantes

5.5.1. Permutaciones con repeticién

Ejemplo 5.5.1. El Turco estaba sentado detras del mostrador con un frasco en la
mano izquierda y la vista fija en la etiqueta. La otra mano alternaba tareas, de a ratos
rascaba su pelada y de a ratos ahuyentaba una mosca que volaba cerca del frasco
atraida por el azucarado contenido.

“MERMELADA?” ley6 en la etiqueta como por centésima vez, y 1o leyé con mayiscu-
las, sobreactuando la pronunciacién como quién le ensena a un nino una palabra dificil.

Desde que el Comadreja le habia ensenado el asunto de las permutaciones no habia
parado de contar ordenaciones: de los borrachos acodados a lo largo del mostrador,
de las botellas en el tercer estante o los trofeos de campeonatos de truco y escoba
de quince en el ultimo. Pero se habia topado con un problema nuevo con la palabra
MERMELADA, pues la repeticion de la M, la E y la A hacia que al aplicar la férmula
que el otro le habia ensenado estuviera contando siempre de mas.

Podemos imaginarnos una gran familia de ejemplos que consisten, en esencia, en
este mismo problema: contar las formas de ordenar n simbolos sabiendo que estos
se repiten con frecuencias ng,...,n; (suponemos aqui que ny + --- + n, = n). La
cantidad descrita es llamada permutaciones de n elementos con repeticiones de
frecuencias n4,...,ny, y se denota por P, . .. . Este nimero puede verse como el
cardinal del conjunto

Sning oy = {f:{1,...,n}—>{1,...,kz}:#f_l(i) =n; paratodoizl,...,k},
donde n =nq + - -+ + ng.

Vamos a obtener una férmula para P, ., usando el principio del producto.
Observemos que el proceso de ordenar k simbolos Ay, ..., A, con repeticiones nq, ..., ny
puede hacerse en los siguientes pasos:

1. Elegimos los lugares que ocuparan los n; simbolos A; entre los n lugares dispo-
nibles. Para esto tenemos C7), posibilidades.

2. Colocamos los simbolos A,, ..., A en los 7 = ny + ... + ny lugares restantes.
Para esto tenemos F;,.p,, ..n, posibilidades.
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Luego el principio del producto nos da la igualdad

— n ~
Pn;nl,...,nk - Cnl -Pnl;ng,...

Mk

(5.8)
Notamos 7; = n;1 + - - - + ng. Entonces usando (5.8) obtenemos
Pt = Oy Pving oy = OOy Paging,ony, = -+ = OOy o O
n! ﬁll ’flg' ﬁkfl' n!

Usando esta formula podemos rapidamente resolver el problema planteado al prin-
cipio. Observar que las repeticiones correspondientes a las letras M, £, R, L, Ay D

sonng =2, n,=2,ng=1n4 =1, n5=2yng =1, luego la cantidad buscada es

9! 362880

. _ _ = 45360.
P2ALLAL T 01 91 11 11,21 1! 8

Ejercicio 5.5.2. Escribir una prueba de la férmula de permutaciones con repeticion
usando induccién y la igualdad (5.8).

Usemos ahora las permutaciones con repeticion para generalizar el teorema del
binomio (Teorema 5.4.6).

Teorema 5.5.3 (Teorema Multinomial). El coeficiente del monomio x7*
desarrollo (xq + -+ + zg)" es

Nk
cx”oen el

n!

P,. =
Tt U !

Observar que si k = 2 se deduce de aqui que C};, = Py i,

Demostracion. Siguiendo la idea de la prueba combinatoria del Teorema 5.4.6 obser-
vamos que

(@14 +a)" =Y f(1)... f(n),

fex
donde X = {y, ...,z }{1"}. Tenemos entonces que el coeficiente de ) ... 2}* en el
desarrollo es el cardinal del conjunto
{fe X :#f  (x;) =n; paratodoi=1,...,k},

que es Py, . ya que el conjunto descrito es claramente equipotente con Sy, . n,-

O
Para ilustrar la demostraciéon anterior supongamos que n = 5, k = 3, ny = 2,

ny =3y ng =1y que queremos formar x3x,x3. Una manera de obtener este monomio
es haciendo la siguiente eleccién (marcada en negrita):

(1 4+ 29 +23)° = (21 4+ T2 +Xs). (21 +Xg+23). (X1 + 2o +23). (X1 + 22 +23). (21 + 22 +X3).
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Esto se identifica con la palabra x3zexx123. Luego las formas de obtener dicho mono-
mio en el desarrollo estan en biyeccion con el conjunto de las palabras de largo cinco
que se pueden formar con tres letras repitiendo dos veces z1 y x3. Esta cantidad es,
como ya vimos, Ps.221.

Ejercicio 5.5.4. Escribir una prueba por induccién del teorema multinomial.

5.5.2. Desordenes

Consideramos aqui el siguiente problema: dada una palabra formada por n simbolos
diferentes, ;cuantas palabras se pueden formar reordenando las letras de forma tal que
ninguna quede en su lugar original? Llamaremos a este nimero desordenes de n
elementos y lo notaremos por D,,. Observamos que este nimero es el cardinal del
conjunto

D, ={f:A{1,....,n} = {1,...,n} : f biyctiva, f(i) # i para todo i}

Una forma de hallar D,, es usando el principio de inclusion-exclusién. Para esto defini-
mos

A ={f:{1,...,n} = {1,...,n}: f biyectiva, f(i) = i}.

Entonces D,, = (U;_; A4;)°. Observamos que #(A;, N---NA;,) = P,_y v que hay C}
intersecciones de esta forma, luego

Dy =P, =nPyy+CyPiy— ...+ (=1)'ChPy=> (~1)'C]'P_s.

7
1=0

5.5.3. Cantidad de funciones sobreyectivas

Nos preguntamos ahora cuantas funciones sobreyectivas pueden definirse de un
conjunto de n elementos en un conjunto de k elementos (k < n), es decir, cudl es el
cardinal de

{f:AL,....,n} = {1,...,k}: f sobreyectiva},

al que notamos por Sob(n, k).

Para encontrar una féormula para este nimero usaremos el principio de inclusion-
exclusién. Consideramos entonces Z = {1,...,k} {1 el conjunto de todas las fun-
ciones de {1,...,n} en {1,...,k}, que tiene cardinal k", y los subconjuntos

Ai={feZ:i¢ f{1,...,n})}.

C
Es claro que el conjunto de funciones sobreyectivas es (Ule AZ-> . Observamos que
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#(A,N---NA;,) = (k—0)"y que hay C} intersecciones de esta forma. Luego tenemos

Sob(n, k) = k" —CF(k —1)" + Cy(k —2)" — ... + (=) CF 1"

k
=Y (-vckk -

El ntimero

1
S(n, k) = HSob(n, k)

se llama nimero de Stirling de segunda especie y denota la cantidad de particiones
de k subconjuntos que pueden hacerse en un conjunto de n elementos. El niimero total
de particiones se conoce como el n-ésimo niimero de Bell y se denota por

B(n) =Y _S(n,k).

Este puede interpretarse también como el niimero de relaciones de equivalencia que es
posible definir en un conjunto con n elementos.
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Capitulo 6

Grafos

Para motivar este capitulo presentaremos dos problemas. El primero es un problema
célebre que data del siglo XVI y que, segtin se considera, da origen a la teoria de grafos.
El segundo es un problema lidico que circula entre los escolares (o circulaba en alguna
época y alguna escuela).

1. Problema de los puentes de Konigsberg

La ciudad de Koénigsberg (antigua capital de Prusia Oriental, hoy llamada Kali-
ningrado) estaba atravesada por el rio Pregel, sobre el que se disponian siete puentes
como se muestra a continuacion:

- ’

(
\
_J

En este escenario se plantea el siguiente problema: ;Es posible recorrer todos los
puentes pasando por cada uno una tnica vez y terminando el recorrido en el punto de
partida?
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Es posible resolver el problema por fuerza bruta, es decir, listando todos los posibles
recorridos que no repitan puentes y verificando si entre ellos hay uno que cumpla las
condiciones. Sin embargo el matematico suizo Leonard Euler dio una solucién en el ano
1736 (en una publicacién titulada Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis)
que puede generalizarse a toda una familia de problemas similares a este.

El primer paso en el andlisis del problema consiste en simplificar el contexto hasta
quedarse con los elementos escenciales del mismo. Observamos entonces que hay dos ti-
pos de objetos en el problema: las regiones y los puentes. Se puede entonces representar
el mapa anterior por medio de la siguiente figura, donde las regiones son representadas
por puntos y los puentes por aristas. A los efectos del problema que estamos conside-
rando no hay diferencia entre el mapa y esta figura (a la que vamos a denominar grafo,
o mas especificamente en este caso, multigrafo).

En la actualidad la disposicion de los puentes es diferente a la descrita, por lo que
el problema ha cambiado. El lector puede plantearse entonces, ademas del propuesto,
el problema de los puentes de Kaliningrado.

2. Problema de la conexién de servicios basicos en el plano

Se disponen en un territorio plano tres casas y tres usinas de servicios publicos:
agua, telefonia y electricidad. El problema consiste en conectar las tres casas a los tres
servicios mediante conectores independientes (cables o ductos) que no se corten entre
si. (Como nos encontramos en un mundo plano, no es posible pasar un cable por encima
de otro.)
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Hay una diferencia escencial entre el primer problema y el segundo. Mientras que el
primero depende solamente de la estructura del grafo, es decir, de como estan conecta-
dos los puntos con aristas, en el segundo se agrega una nueva circunstancia: el hecho de
que el grafo estd contenido en el plano. Veremos mas adelante que estos corresponden
a dos tipos diferentes de problemas mas generales y mostraremos sus soluciones.

6.1. Primeras definiciones y ejemplos

Un grafo dirigido es un par (V, F') donde V' es un conjunto finito al que llamamos
conjunto de vértices y F es un subconjunto de V' x V' al que llamamos conjunto de
aristas.

El conjunto de aristas no es otra cosa que una relacion en el conjunto de vértices, lue-
go tenemos una nueva representacion (esta vez geométrica) de las relaciones definidas en
un conjunto. Por ejemplo, para el conjunto X = {z1, 9, x3, 24} podemos representar la
relacion R = {(z1,x1), (21, 22), (22, x3), (X2, 24), (23, 1), (3, 24), (24, 1), (x4, 22)} cO-
mo sigue:

2

— = O
oo
[Nl
O == O
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Nos interesa también defnir grafos no dirigidos, es decir, que tengan aristas no
orientadas. Para esto debemos reemplazar los pares ordenados por pares no ordenados.

I como el con-

Dados dos conjuntos X e Y consideramos su producto simétrico
junto

X Y={{z,y}:ze X,ye Y}

Un grafo no dirigido (también llamado simplemente grafo) es un par (V| E)
donde V' es un conjunto finito y £ C V - V. Las aristas de la forma {z,z} = {z} se
denominan lazos

Observar que de forma similar al caso de los grafos dirigidos, un grafo no dirigido
puede definirse como un conjunto de vértices V' junto con una relacién simétrica F en

V.

En general usaremos la notacién G = (V, E') tanto para grafos dirigidos como para
grafos no dirigidos. Escribimos también en este caso V(G) =V y E(G) = E.

Decimos que dos vértices  y y de un grafo G (no dirigido) son adyacentes si
{z,y} es una arista del grafo.

6.1.1. Isomorfismos de grafos

Sean G = (Vi, E1) y G = (Va, Ey) dos grafos. Una funcién f : V3 — V5 es un
isomorfismo de grafos si

(i) f es biyectiva, y

(ii) {z,y} € E; siy sélosi {f(x), f(y)} € Es. Es decir, dos vértices son adyacentes
si y solo si sus imagenes por f lo son.

Observar que si f : Vi — V5 es un isomorfismo de grafos, entonces queda definida
automaticamente una funcién biyectiva f : F; — FE, (usamos la misma notacién que
para la funcién en los vértices). Luego notamos al isomorfismo por f : G — Gs
entendiendo esto como una correspondencia tanto entre lo vértices como entre las
aristas de ambos grafos. Emplearemos la notacion G; = G5 para indicar que ambos
grafos son isomorfos, es decir, si existe un isomorfismo entre ellos.

Ejemplo 6.1.1. Consideramos los siguientes grafos:

» V) ={2,3,4,5,6} y E; definido por = e y son adyacentes si x e y tienen algin
divisor primo en comun.

» Vo ={a,b,c,d,e} y By ={{a,b},{a,c},{a,e},{b,c}}.

IEsta nomenclatura no es estandar.
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Definimos f : Vi — Vo por f(2) = ¢, f(3) =e, f(4) =0, f(5) =dy f(6) = a. Puede
verse que f es un isomorfismo entre los grafos Gy = (Vi, E1) y Gy = (Va, E»).

4/b

Observar que f no es el tnico isomorfismo entre ambos grafos. Por ejemplo uno
puede considerar g : Vi — V3 por g(2) = b, g(3) = e, g(4) = ¢, g(5) =d y g(6) = a.
.Hay algin otro isomorfismo?

Si G y G4 son grafos dirigidos, entonces la definicién de isomorfismo es analoga. La
tnica modificacién que hay que hacer es cambiar los pares en (ii) por pares ordenados.

Ejercicio 6.1.2. Observar que el isomorfismo de grafos define una relacién de equiva-
lencia en cualquier familia de grafos o grafos dirigidos.

En el ejercicio anterior no pedimos probar que el isomorfismo define una relacion
de equivalencia en el conjunto de todos los grafos porque este no existe como tal, es
decir que la clase de todos los grafos no es un elemento de la teoria de conjuntos. Sin
embargo si es cierto que existe un conjunto de grafos G tal que dado cualquier grafo G,
existe un grafo G’ € G que es isomorfo a G. Es decir que G es un conjunto completo de
representantes de todas las clases de isomorfismo. (Por ejemplo puede definirse G como
el conjunto de todos los grafos que tienen vértices en un conjunto infinito X dado.)
Luego cuando digamos que algo es una relacién de equivalencia u orden en cualquier
familia de grafos podemos pensar que esta familia es este conjunto G.

En general nos interesaran, més que los grafos, las clases de isomorfismos de grafos.
Por ejemplo, al mirar los grafos del Ejemplo 6.1.1, veremos los nimeros y las letras
simplemente como puntos que estan unidos de a pares. Adoptaremos entonces la mirada
que se plantea al principio del capitulo con el problema de los puentes de Konigsberg,
en el cual uno se olvida de que esta trabajando con regiones y puentes y ve sélo un
conjunto de vértices unidos por un conjunto de aristas.
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Un grafo G = (V, E) se dice completo si E = (V- V) \ D, donde
D={{z,z}: eV}

es el conjunto de los lazos en V. Es decir que es el grafo sin lazos de vértices V' con el
maximo numero de aristas. Podemos observar que la clase de isomorfismo de un grafo
completo sélo depende del niimero de vértices, es decir para cada n > 1 todos los grafos
completos con n vértices son isomorfos. Luego notamos por K, a cualquiera de ellos
(0 a todos ellos).

Un grafo G = (V, E) es bipartitosi V =1V UV, con ViNnV, =0y E =V, - V5.
Haciendo la misma consideracién que para el grafo completo, ponemos la notacion K, ,,
para referirnos al grafo bipartito con vértices V=V, UV, con #V; =n y #V5 = m.

6.1.2. Subgrafos

Sea G = (V, E) un grafo (o grafo dirigido). Decimos que el grafo G' = (V' E’) es
un subgrafode Gsi V' CV y E' C FE.
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Si fijamos un grafo (o grafo dirigido) GG, podemos notar el conjunto de los subgrafos
de G como S(G) y definir en este la siguiente relaciéon de orden:

G1 < G5 & Gy es subgrafo de Go.

Puede verse que en general esta relacién de orden no es total y que tiene al grafo
vacio como minimo y al grafo G como maximo. En adelante, cuando consideremos el
méximo/minimo subgrafo de G que cumpla determinada propiedad P nos referiremos
al méximo/minimo para el orden < del conjunto

S(G,P) ={G" € 8§(G) : G’ satisface P}.

Un encaje de un grafo G; = (V4, E}) en otro grafo Gy = (V3, F») es una funcién
inyectiva f : V4 — V5 tal que si z,y € V; son adyacentes, entonces f(z), f(y) € Vs
son adyacentes. Denotamos también al encaje por f : G; — Go, y por f : By — FEj
a la funcién inducida en las aristas. De forma similar se define un encaje de un grafo
dirigido en otro.

Dados dos grafos (o grafos dirigidos) G y G2 escribimos
G = G4 < existe un encaje de Gy en Gj.

Proposicion 6.1.3. Se tiene que G1 < Gy si y solo si existe G} un subgrafo de Gy que
es isomorfo a Gy.

Demostracion. (=) Supongamos que tenemos G = (Vi, E1) y Go = (Va, Ey), v que
[+ G1 = G2 es un encaje. Luego definimos el subgrafo G} = (f(V4), f(E1)). Es claro
por la definicién de encaje que f define un isomorfismo entre Gy y G5.

(<) Un isomorfismo f : Gy — G (con G < G9) se extiende de forma obvia a un
encaje f : G5 — Gs. [

Como en realidad nos interesa trabajar con las clases de isomorfismo de grafos,
diremos también que G es subgrafo de G5 si G; =X Gs.

Sea G = (V, E) un grafo (o grafo dirigido) y V/ C V un subconjunto cualquiera. El
subgrafo generado por V' es el maximo subgrafo de G que tiene a V' como conjunto
de vértices.

En la siguiente figura puede verse el grafo generado por los vértices b, ¢ y d de un gra-

foG = (V,E)conV ={a,b,c,d,e, f}y E={{a, f},{b,c},{b,e},{c,d},{d, e}, {d, f}}.
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Definimos el complemento de un grafo sin lazos G = (V, E) como el grafo
G =V, (V-V)\(EUD)),

donde D es el conjunto de lazos en V. Es decir que es el grafo que resulta de sacarle a
K, las aristas de GG, donde n = #V.

Ejercicio 6.1.4. Probar que si G; y G2 son dos grafos tales que V(G1) = V(Gs),
entonces GG; < GGy implica G§ < Gf. Concluir que si Gy y G tienen la misma cantidad
de vértices, entonces G; <X G implica G§ < G¥.

6.1.3. Multigrafos

Volvamos al problema de los puentes de Konigsberg y a la forma de modelarlo.
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Como podemos ver, hay dos aristas entre 1 y 2 y dos aristas entre 2 y 3, luego
la figura anterior no se ajusta a nuestra definicion de grafo. Haremos entonces las
siguientes definiciones:

Un multigrafo es un par G = (V, E) donde V es un conjunto finito y E es un
subconjunto finito de (V- V') x N.

Un multigrafo dirigido es un par G = (V, F) donde V es un conjunto finito y £
es un subconjunto finito de (V' x V') x N.

Ejercicio 6.1.5. Escribir las definiciones (tanto en el caso dirigido como en el caso no

dirigido) de:
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= isomorfismo de multigrafos,
= encaje de un multigrafo en otro,
= sub-multigrafo, y

= sub-multigrafo generado.

6.2. Caminatas en grafos

Un camino en un grafo G = (V| F) es una secuencia de vértices (zg, x1, ..., x,) tal
que x;_q es adyacente a x; para todo ¢z =1,...,n. En este caso decimos que el camino
une o con ,. Si rg = x, el camino se dice cerrado.

a
\
/ d
f
- 7
(a,c, f,e,d,c,a)

La longitud del camino es, en este caso, el nimero n (la cantidad de aristas por
las que se pasa). El camino cerrado (xg) se llama tirivial y su longitud es 0.

Decimos que un camino es un recorrido si no repite aristas, y que es un camino
simple si no repite vértices. Llamaremos circuito a un recorrido cerrado y ciclo a
un camino simple cerrado. Observar que un camino simple abierto (no cerrado) es un
recorrido. También sucede que un ciclo de longitud mayor o igual a tres es un circuito.

Proposicién 6.2.1. Sea G = (V| E) un grafo y x,y € V. Si existe un camino que une
x con y, entonces existe un camino simple que une ambos puntos.

Demostracion. Supongamos que tenemos un camino de largo n desde x a y. Conside-
ramos entonces el conjunto de todos los caminos de = a y con longitud menor o igual
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a n, al que notamos por C,. Es claro que este conjunto es no vacio, ademas es finito
porque V' es finito. Luego existe un camino ¢ = (x = xg, Ty, ..., T, = y) que minimiza
la longitud de todos los elementos de C,.

Si ¢ no es un camino simple, entonces existen dos indices diferentes ¢, 5 € {0, ..., k}
tal que z; = x;. Suponiendo que i < j podemos observar que ¢ = (o, ..., T;, Tji1, ..., Tk)
es un camino en C, de longitud estrictamente menor a k, lo que contradice el hecho de
que k es el minimo de las longitudes de los caminos en C,. Concluimos entonces que ¢
debe ser un camino simple. ]

Ejercicio 6.2.2. Probar que un grafo bipartito no puede tener ciclos de largo impar.
Diremos que un grafo G = (V, E) es conexo si para todo par de vértices z,y € V,
existe un camino que los une.

Dado un grafo G = (V, E) podemos definir la relacién R en el conjunto de los
vértices de la siguiente manera:

TRy < existe un camino que une z con y.

Puede observarse que la relacién R es de equivalencia (se deja como ejercicio).

La componente conexa de un vértice x € V' es el subgrafo de G generado por el
subconjunto de vértices [z] C V ([z] denota la clase de equivalencia de x para R).

Ejercicio 6.2.3. Probar que la componente conexa de un vértice x de un grafo es el

maximo subgrafo conexo que contiene a x.

Usaremos la notacién x(G) para indicar el nimero de componentes conexas del
grafo G, que coincide con el cardinal del cociente V/R. Observar que G es conexo si y
sélo si kK(G) = 1.

G — K(G) = 4

Componente conexa de x
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Hay una nocién de distancia natural en los grafos conexos que estéa relacionada con
la nocién de longitud: Para un par de vértices x,y € V tomamos C(x,y) el conjunto
de los caminos que unen a x con y, luego definimos

dist(z,y) = min{long(c) : ¢ € C(z,y)}.
Observacién 6.2.4. En general, una distancia o métrica en un conjunto X es una
funcién d : X x X — [0, +00) que cumple:
» d(z,y) =0siysélosiz=uy.
» d(z,y) = d(y, ) para todo par de puntos x,y € X.

» Dados tres puntos z,y, z, se cumple d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). (Esta es la de-
sigualdad triangular.)

Luego dist : V x V — N es efectivamente una distancia.

El didmetro de un grafo conexo G = (V, E) es

Diam(G) = méx{dist(z,y) : z,y € V'}.

Si G = (V,E) es un grafo dirigido también se pueden considerar en él caminos,
recorridos y caminos simples. Sin embargo en este caso dist no resulta una verdadera
distancia en los vértices ya que no se cumple la segunda condiciéon de la Observacion
6.2.4.

Para dar un camino en un multigrafo debemos especificar cual de las aristas se toma
al unir dos vértices adyacentes. Teniendo esto en cuenta definimos un camino en un
multigrafo G = (V, E) como una secuencia

(%0, €0, T1,€1, -+, €n_1,Tp)

donde x1,...,z, € V yparacadat=0,...,n—1, e; es una arista que une x; con ;1.
Para multigrafos dirigidos la definicién es anédloga.

Luego de tener esta definicién se hacen de forma obvia las definiciones de camino
cerrado, recorrido, circuito, camino simple y ciclo en un multigrafo o multigrafo
dirigido.

Observacién 6.2.5. Si G = (V, E) es un grafo dirigido sin ciclos, entonces puede
definirse una relaciéon de orden en V' de la siguiente forma:

r < y < existe un camino de x a y. (6.1)

Por otro lado un conjunto ordenado puede verse como un grafo dirigido sin ciclos
(sacando los lazos). Sin embargo, si < es una relacion de orden en V', entonces existe
mé&s de un grafo que genera < mediante (6.1).
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En la figura anterior pueden verse grafos dirigidos que generan la misma relacion
de orden R.

6.2.1. Recorridos y circuitos Eulerianos

Recordamos nuevamente el problema de los puentes de Konigsberg. Este cosiste en
encontrar (o probar la inexistencia de) un ciruito que pase por todas las aristas de un
multigrafo.

Diremos que un recorrido o un circuito en un multigrafo no dirigido G es Euleriano
si pasa por todas las aristas del multigrafo. La generalizaciéon del problema de los
puentes de Konigsberg puede enunciarse de la siguiente forma:

Problema 6.2.6. Sea G = (V, E) un multigrafo no dirigido conezo. ;Ezxiste un reco-
rrido Fuleriano en G? ;Y un circuito Euleriano?

El grado de un vértice  en un multigrafo G, notado por gr(z), es el nimero de
aristas que inciden en el vértice. Un lazo en = cuenta doble.
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x1

o gr(e) =4
gr() =5
gr(zs) =4
gr(ry) =1

)

Proposicién 6.2.7. Si G = (V, E) es un multigrafo, entonces

Z gr(x) = 2#EFE.

zeV

Demostracion. Simplemente observamos que cada lazo contribuye a sumar dos al grado
de un vértice y cada arista que une dos vértices suma uno en el grado de cada uno de
ellos. O]

El siguiente teorema resuelve el Problema 6.2.6.

Teorema 6.2.8. Un multigrafo conexo G admite un circuito Fuleriano si y solo si el
grado de todos sus vértices es par.

Para simplificar la prueba probaremos antes el siguiente lema:

Lema 6.2.9. Sea G = (V, E) un grafo o multigrafo conexo. Entonces existe un vértice
xo que no desconecta G, es decir que el subgrafo de G generado por V\{xy} es conexo.

Demostracion. Probaremos por induccién en n = #V > 2 la siguiente propiedad
ligeramente més fuerte: Dado un vértice xy € V' existe otro vértice 1 € V' \ {zo} que
no desconecta a G. Esto es claro para n = 2.

Supongamos que es cierto para m < n'y tomemos xo € V. Si z € V'\ {x¢} tenemos
dos casos: si x no desconecta el grafo no hay nada mas que probar. Si no es asi tomamos
G1 = (V4, Ey) una componente conexa del grafo generado por V'\ {zo} que no contiene a
o y luego G el grafo generado por V; U {z}. Usanto la hip6tesis de induccién tomamos
1 # x un vértice que no desconecta a él. Tenemos entonces que x; no desconecta a
G vy es diferente a x. O
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Vamos ahora a la primera prueba del Teorema 6.2.8.

Demostracion. (=) Asumimos que existe un circuito Euleriano y sea x un vértice de
G. Notamos por E, al conjunto de aristas que inciden en x. Podemos suponer aqui que
G no tiene lazos, puesto que si los tuviera esto no alteraria la existencia de un recorrido
Euleriano ni la paridad de las aristas.

Escribimos el circuito Euleriano empezando de x:
(x =x0,€1,. .., €n_1,Tp = T).

Si en el circuito se tiene z;, = x;,, = -+ = x;, = z (claramente i; = 0 e i = n),

entonces

k

EIE - {eilu eigflu eiz) oo 7€ik,1717 eikfl}-

Concluimos que gr(z) = #E, es par.

(<) Probemos esto por induccién en n = #V. Es claro que se cumple para n = 1
porque en un multigrafo con un solo vértice las aristas deben ser lazos. Luego tenemos
que existe un circuito Euleriano.

Supongamos ahora que para cierto n todo multigrafo conexo con m vértices de
grado par (para m < n) admite un circuito Euleriano y tomemos G = (V, E) con n
vértices de grado par. Fijamos un vértice zp € V' que no desconecta G (aqui usamos
el Lema 6.2.9). Por la observacién hecha anteriormente podemos suponer que no hay
lazos en zg. A partir de G vamos a construir un grafo de vértices V'\ {z¢}. Lo hacemos
en dos pasos:

Primer paso: Si entre xg y sus adyacentes no hay aristas multiples notamos por
x1,..., % asus adyacentes y por e, ..., e a las aristas que los unen a x, (respectiva-
mente). Observemos que k = gr(zg) y por lo tanto es par. Consideramos entonces el
grafo G' = (V' E') con V! =V \ {zo} y

E, - (E U {61727 €34, 76k—1,k}) \ {617 s 7ek}7

donde e; ;41 son nuevas aristas que unen los vértices z; y ;1.

Zo

ey Zo
Ty

€3
T3

€2
€1

T2

T
Al
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Observar que el grado de los vértices de G’ es igual que en G y G’ es conexo,
entonces por hipdtesis de induccion admite un circuito Euleriano

(T0,€0, - -+ s €my Tm)-

Si en este circuito cambiamos las secuencias x;, €; 41, T;+1 por la secuencia x;, €;, To, €41, Tit1
y la secuencias ;1 1, €; ;11, x; por la secuencia x;41, €41, To, €;, T;, con lo que obtenemos
un circuito Euleriano en G.

Segundo paso: En el caso general suponemos que entre xy y x; hay m,; aristas.
Dividimos m; entre dos y tenemos m; = 2¢; + r; con r; € {0, 1}. Definimos entonces
el grafo G” = (V, E”) a partir de G, en el que se agregan ¢; lazos a z; y se borran 2g;
de las aristas que unen z; con xy. Notamos ¢; 1, ..., ¢; 4 a los nuevos lazos agregados al
vértice ;. Cada lazo (; ; sustituye a dos aristas eij y eij que unen x; con xg. Observar
que esto no altera la paridad del grado de los vértices.

Si G” queda conexo (que en este caso es lo mismo que decir que xy no queda aislado),
entonces cumple con lo supuesto en el primer paso y por lo tanto admite un circuito
Euleriano ¢. Luego cambiando en ¢ cada lazo £;; por la secuencia e; ;, 2o, €7 ; obtenemos
un circuito Euleriano en G.

Si G" queda disconexo se toma un circuito Euleriano ¢ en el multigrafo que resulta
de quitar a G” el vértice g, y luego se construye un circuito Euleriano en G llevando
a cabo el mismo proceso de sustitucion de lazos que antes.

]
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Demostracion alternativa del Teorema 6.2.8. 2

Dejaremos tal como estd la prueba de (<) en la primera demostracién y proba-
remos sélo la otra implicaciéon. Lo haremos por induccién en la cantidad de aristas,

que denotaremos por n. Se deja al lector observar que los primeros casos son sencillos
(n=1,2,3).

Supongamos que tenemos un multigrafo conexo G con n aristas tal que todos sus
vértices tienen grado par, y que todo multigrafo conexo con m < n aristas que cumpla
esta misma condiciéon admite un circuito Euleriano. Fijemos cualquier vértice o de G.
Si GG tiene un lazo en xy entonces el multigrafo que resulta de quitarle a G dicho lazo
admite un circuito Euleriano por hipdtesis de induccién. Esto implica que también G
admite un circuito Euleriano. Suponemos entonces a partir de ahora que no hay lazos
en Iop.

Afirmacién: Existe un circuito C' que empieza y termina en x.

Para esto tomamos un recorrido en G que comience en x y tenga longitud maxima.
Lo escribimos

C' = (xo,€1y. 'y EmyTm), (6.2)
donde las aristas eq,...,e,, son todas diferentes pero los vértices xg,...,x,, pueden
repetirse.

Si zy # ,, entonces suponemos que x;, = ... = &;, = T, con indices todos

diferentes y escritos en forma creciente (e i; # 0). Luego las aristas pertenecientes al
recorrido que inciden en x,, son

€i15€i141,Cigy Cigt1y -+ -3 Cipy Cip 41, Em-

En la anterior lista de aristas puede haber repeticiones pero solo de la forma e;, 1 =
€i,.,, en este caso dicha arista debe ser un lazo en x,,. Teniendo esto en cuenta tenemos
que el grado de x,,, en C' (mirado ahora como multigrafo) es impar. Como el grado de
Tm en G es par debe haber otra arista e diferente a las anteriores que conecta z,, con
un vértice y (no necesariamente diferente a los anteriores). Luego el recorrido

(J}'(), €1y .. 7€m7xm)67y)

es estrictamente mas largo que C', lo que es absurdo. Concluimos entonces que xg = &,
por lo tanto C' es un circuito. Esto termina la prueba de la afirmacién.

Tomemos ahora G’ el multigrafo que resulta de quitarle a G todas las aristas de C
y los vértices que quedan aislados al quitar dichas aristas. El circuito C' es un circuito
Euleriano sobre si mismo, por lo que el grado de cada uno de sus vértices para C' debe
ser par. Como para cada vértices x en G’ se tiene

gra(z) = gra(z) + gro(x),

2Esta prueba es la dada en [G]. Fue afiadida en estas notas a tltimo momento por ser mds simple
que la propuesta originalmente.

79



tenemos que G’ tiene todos sus vértices de grado par.

Como G’ puede ser disconexo consideramos sus componentes conexas Gy, ..., G,.
Estas componentes tienen necesariamente menos aristas que G, ademas el grado de sus
vértices debe ser par, luego en cada una de ellas hay un circuito Euleriano.

Consideramos el circuito C' como en (6.2) y suponemos que tenemos indices ji, . . ., j,
tal que z;, es el primer vértice de G; que aparece en el circuito C'. Tomamos ¢; un circui-
to Euleriano en G; que comienza y termina en z;,. Luego construimos en G el circuito

<I07€1, vy €5,-1,€C1,€5,,...,€5,-1,C, €5, ..., Ty = l’o).

Este es necesariamente Euleriano pues pasa por todas las aristas de C'y de los subgrafos

G, G

Zo G3

G

G

]

Utilizando el Teorema 6.2.8 podemos rapidamente concluir la solucién del problema
de los puentes de Konigsberg.
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Vemos que gr(l) = gr(3) = gr(4) = 3y gr(2) = 5, por lo que no puede haber
un circuito Euleriano. Como se ve en el siguiente corolario tampoco puede haber un
recorrido Euleriano abierto.

Corolario 6.2.10. Un multigrafo conexo G admite un recorrido Euleriano abierto si
y solo si dos de sus vértices tienen grado impar y el resto tienen grado par.

Demostracion. (=) Supongamos que existe un recorrido Euleriano (zo, e, . . . , €n—1, Tp).
Luego si agregamos al grafo G una arista que une xy con x, tenemos que existe un
circuito Euleriano. Por el Teorema 6.2.8 se tiene que el grado de todas las aristas de
este nuevo grafo es par. Por lo tanto el grado de todas los vértices del grafo original G
es par, salvo para xy y ,, que tienen grado impar.

(<) Supongamos que x e y son los vértices que tienen grado impar. Se considera
G' el grafo que resulta de agregarle una arista a G uniendo z on y. Luego los vértices
de G’ tienen todos grado par, por lo que existe un circuito Euleriano en G’. Es claro

entonces que existe un recorrido Euleriano en G' que une x con y. [
Para el caso de un multigrafo dirigido G = (V, E) podemos hacer la siguientes
definiciones:

» El grado entrante de x como la cantidad de aristas entrantes en = (de la forma
(y,z,n) € V xV xN).

» El grado salientes de x como la cantidad de aristas salientes en x (de la forma
(z,y,n) € V xV x N).

Tenemos entonces la version del Teorema 6.2.8 para multigrafos dirigidos.
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Teorema 6.2.11. Sea G = (V, E) un multigrafo dirigido. Entonces G admite un cir-
cuito Euleriano si y solo si el grado entrante de cada vértice es igual a su grado saliente.

Observar que la prueba del Teorema 6.2.8 puede adaptarse al caso dirigido. A partir
del Teorema 6.2.11 se puede obtener la versiéon para multigrafos dirigidos del Corlolario
6.2.10.

6.2.2. Caminos y ciclos Hamiltonianos

Ejemplo 6.2.12. Influido por lo que le contaba el Comadreja (que para ese tiempo
hasta dormia en el bar), el Turco se habia obsesionado con los grafos. Tanto era asi que
una manana se puso a dibujar lineas sobre el piso uniendo pares de mesas. Ese dia
le pidié al inico mozo del bar que siempre que se moviera entre las mesas lo hiciera
respetando las aristas que habia marcado. Después de negociar una subida de sueldo
a cambio del nuevo capricho, el mozo aceptd. Se muestra a continuacion el plano del
bar incluyendo los caminos que dibujé el Turco entre las mesas.

Entrada

Cocina/ Bafios

Un dia, ya tomado por completo por el delirio, el Turco le pidié6 al mozo que
cambiara todos los manteles de las mesas con la condiciéon de no pasar dos veces por
la misma mesa. Le dijo ademads que si en un momento se quedaba sin posibilidades de
continuar tendria que volver a la cocina y empezar el camino de nuevo. Totalmente
fastidiado, el mozo reboled los manteles por el aire y se fue pateando mesas para nunca
volver.
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Al otro dia el Turco contraté al Comadreja para cubrir el puesto, confiado en que
él si entenderia sus excentricidades.

La sociedad de ambos personajes abrio la puerta a una etapa dorada del bar. Por
desgracia esta durd poco. Pronto los clientes dejaron de ir. Quiza tenga que ver el hecho
de que se les haya ocurrido conectar, con una linea dibujada en el suelo, la puerta de
entrada con una de las mesas y exigirle a los clientes que también ellos respetaran las
aristas al moverse.

Del ejemplo anterior podemos extraer el siguiente problema: Dado un grafo G,
Jexiste un camino simple que pasa por todos los vértices? Un tal camino se denomina
camino Hamiltoniano. Por otro lado, un ciclo Hamiltoniano es un ciclo que pasa
por todos los vértices.

Consideramos en esta seccion grafos y no multigrafos en general por una sencilla
razon: un camino o ciclo Hamiltoniano solo puede pasar por una arista que une dos
vértices dados, luego un multigrafo admite un camino o ciclo Hamiltoniano si y sélo si
lo admite el grafo que resulta de sacarle al multigrafo original las aristas que repiten
pares de vértices adyacentes.

Determinar cudles son exactamente los grafos que admiten caminos o ciclos Hamil-
tonianos es mas dificil que para recorridos y circuitos Eulerianos. Daremos sin embargo
algunos condiciones suficientes. Una idea general que engloba a estas condiciones es la
siguiente: cuanto mas aristas haya en el grafo més probable serd que admita un camino
o ciclo Hamiltoniano. Existe una condicién necesaria en este sentido pues un camino
Hamiltoniano en un grafo de n vértices debe pasar por n — 1 aristas diferentes, por lo
que el nimero de aristas totales no puede ser menor en ese caso. Esta es también una
condicién necesaria para que el grafo sea conexo.

Teorema 6.2.13. Sea G un grafo sin lazos con n vértices.

1. Si para todo par de vértices x ey se tiene gr(z) + gr(y) > n — 1, entonces G
admite un camino Hamiltoniano.

2. Si para todo par de vértices x ey se tiene gr(z) + gr(y) > n, entonces G admite
un ciclo Hamiltoniano.

Demostracion. Empecemos probando la primera parte. Para eso veamos primero que
G es conexo. Si no lo fuera tomamos dos componentes conexas G; y Gy y dos vértices
x e y, uno en cada una de estas componentes conexas. Si (G tiene n; vértices y Go
tiene no vértices, tenemos

gr(z) +g(y) <ni+n,—2<n-2,

lo que contradice la hipdtesis.
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Supongamos ahora que no existe un camino Hamiltoniano en G y tomemos un
camino simple abierto de longitud maxima. Lo notamos

c=(T1,...,Tm).
Como estamos suponiendo que no hay caminos Hamiltonianos debe darse m < n.

Afirmacion: Existe un ciclo que pasa por todos los vértices de c.

Si 1 o x,, es adyacente a algtin vértice x fuera del camino ¢, entonces este puede
prolongarse por alguno de los extremos, lo que contradice el hecho de que c tiene
longitud méaxima. Por ortro lado si x; y x,, son adyacentes no hay nada més que
probar.

En el otro caso todos los vértices adyacentes a los vértices x; y x,, estan en el
conjunto {zs, ..., x,_1}. Vamos a definir los siguientes conjuntos de indices:

Sy ={ke{3,...,m— 1} : x;1 es adyacente a xj}
Sy =4k € {3,...,m—1} : x,,, es adyacente a x5_1}.
Como gr(zy) + gr(z,) > n — 1, entonces

HS +#Sn >n—-3>m—-3=#{3,...,m— 1},

lo que implica que S; NS, # 0. Tomamos ¢ € S; N S,,, luego x, es adyacente a x| y
x¢_1 es adyacente a x,,. Obtenermos asi el ciclo

(T4, ooy Loty Ty -+ o, Ty, T1).

Esto prueba la afirmacién.

Ty
T1 @ & s » Tm

To—1

Ahora reescribimos el ciclo de largo m obtenido en la afirmacién de la forma
(Y1, -+ Ym,y1). Como m < n y G es conexo, existe un vértice del ciclo y, que es
adyacente a un vértice x fuera del ciclo. Entonces existe un camino simple

($7yk7yk+17 s Yms Y1, - 7yk2—1)
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que es mas largo que el camino ¢ tomado al principio. Esto es absurdo porque este
ultimo tiene largo maximo. Concluimos entonces que m = n y por lo tanto ¢ es un
camino Hamiltoniano.

Para probar la segunda parte observemos que por la parte anterior el grafo G
admite un camino Hamiltoniano. Repitiendo el argumento utilizado para probar la
afirmacién puede construirse un ciclo que pase por los mismos vértices que este camino
Hamiltoniano. Este es claramente un ciclo Hamiltoniano. O

Ejercicio 6.2.14. Probar que si G = (V,E) es un grafo sin lazos con #V > 3y
#E > Cy~ ' + 2, entones G admite un ciclo Hamiltoniano.

También podemos considerar caminos y ciclos Hamiltonianos en grafos dirigidos.
En este caso presentamos la solucién al problema de la existencia para una familia
particular de estos.

Un grafo dirigido G = (V, F) es de tipo torneo si dados dos vértices z,y € V,
entonces una (y sélo una) de las aristas (z,y) vy (y,z) estd en E. El nombre de esta
familia de grafos viene de que a partir de él se modela el resultado de un torneo del tipo
todos contra todos. Observar que quitando la direccion a las aristas de un grafo de tipo
torneo se obtiene el grafo completo. Sobre estos grafos tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.2.15. Todo grafo dirigido de tipo torneo admite un camino Hamiltoniano.

Demostracion. Suponemos que G = (V, E) tiene n vértices y tomamos un camino
simple de longitud méaxima (z1,...,%,). Si este camino pasa por todos los vértices
(n = m) entonces es un camino Hamiltoniano. Si no es asi supongamos que el camino
no pasa por el vértice xg.

Sabemos que para todo i € {1,...,m} una de las aristas (zg, ;) y (2, o) estd en
E. Distinguimos tres casos

» Sila arista (zg, ;) estd en F, entonces el camino simple (zg, Z1, ..., Z;) €s mas
largo que el camino original, lo que es absurdo.

» Sila arista (x,,,To) estd en E entonces el camino simple (21, ..., Ty, To) es mas
largo que el original, lo que también es absurdo.

» En el caso restante se tiene que (x1,xg), (2o, T.n) € E, luego consideramos
k =min{i : (zg, ;) € E}.

Construimos entonces el camino simple (x1, ..., Zx_1, To, Tk, - - -, Ty) qUE €S MAS
largo que el camino original.
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X1 T2 T3 = Tp-1 Ty = T Z5 Te

Al llegar a un absurdo en los tres casos podemos concluir que la suposicion es falsa,
es decir que un camino simple de largo maximo es necesariamente Hamiltoniano. [J

Ejercicio 6.2.16. ;Es cierto que todo grafo dirigido de tipo torneo admite un ciclo
Hamiltoniano?

6.3. Arboles

Decimos que un grafo no dirigido G' es un arbol si es conexo y no tiene ciclos.

Tomemos un grafo G = (V, E). Un arbol recubridor de G es un subgrafo 7" que
ademads es un arbol y cumple V(T') = V.

Teorema 6.3.1. Todo grafo conexo tiene un drbol recubridor.

En la prueba del teorema usaremos el siguiente lema:
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Lema 6.3.2. Todo conjunto ordenado finito (X, <) no vacio tiene un elemento mazi-
mal.

La prueba del lema se deja como ejercicio. Se sugiere hacerla por induccién en el
cardinal de X.

Demostracion del Teorema 6.3.1. Consideramos 7 el conjunto de arboles que son sub-
grafos de GG, lo ordenamos por:

T, < Ty < 11 es subgrafo de Ts.

Por el Lema 6.3.2 existe un arbol T); que es maximal en 7. Vamos a probar que 1),
es un arbol recubridor de G.

Afirmacién: Si existe un vértice vy € V(G) \ V(T), entonces existen vértices v, €
V(Twy) y ve € V(G) \ V(Ty) que son adyacentes en G.

Tomamos v € V(T)y) y un camino (v = @g,...,T, = vp). Sea k = min{i : z; ¢
V(Tyr)}. Luego podemos considerar v; = xp_1 y vy = xj. Esto prueba la afirmacién.

Por la afirmacion, si T, no es recubridor, entonces existen dos vértices de G, vy €
V(Twm) y ve € V(G)\ V(Tu) que son adyacentes mediante una arista e. Si agregamos
a Ty el vértice vy y la arista e, seguimos teniendo un &arbol, lo que contradice la
maximalidad de T,. Por lo tanto T, debe ser recubridor de G. ]

En la siguiente figura pueden verse dos diferentes arboles recubridores de un mismo
grafo.

6.4. Grafos planos

El segundo problema dado al principio del capitulo (conexién de servicios basicos)
puede interpretarse de la siguiente manera: ;Es posible dibujar en el plano el grafo
bipartito K33 de forma tal de no intersectar sus aristas?

87



Podemos preguntarnos mas en general qué grafos es posible dibujar en el plano sin
intersectar aristas. Vamos a dar una definicién més precisa de esto.

Una curva plana es una funcién continua « : [0, 1] — R?. Esto quiere decir que se
escribe a(t) = (f(t), g(t)) donde las funciones f, g : [0,1] — R? son continuas. Diremos
en este caso que o une r = «(0) con y = a(1).

Para un par de puntos z,y € R? denotamos por C(z,y) al conjunto de curvas
planas que unen x con y. El conjunto de todas las curvas planas serd notado C(R?).
Una representacién plana de un grafo (o multigrafo) G = (V| E) es un par de
funciones inyectivas F': V — R? y H : E — C(R?) tal que:

= H({z,y}) € C(F(x), F(y))

= Si ey y eg son dos aristas distintas en E'y a3 = H(e1) y as = H(es), enton-
ces a1((0,1)) N aa((0,1)) = 0. Es decir que las imédgenes de a1 y ag pueden
intersectarse solamente en los extremos.

Decimos entonces que el grafo G es plano (o planar) si admite una representacién
plana.

Cuando tengamos un grafo plano G = (V| E) con una representacién plana fijada
(F, H), le llamaremos “vértice” tanto a los elementos de V' como a los elementos de

F(V), y “arista” tanto a los elementos de E como a las imdgenes de las curvas de
H(E).

Fijado un grafo plano junto con su representacién plana observamos que los puntos
del plano que no son vértices y no pertenecen a ninguna arista se distribuyen en lo
que llamamos regiones. Podemos definir el grado de una regiéon como la cantidad de
aristas que la delimitan.

gr(Ry) =4
gr(Rz) =3
gr(Rs) =7

R
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Hay dos cosas a tener en cuenta en la definicién del grado de una region:

1. Si una regién esta delimitada por un vértice de grado 1 que no es aislado, entonces
la arista que incide en ese vértice cuenta como dos lados de la region. Esto es lo
que sucede con la regién no acotada Rz de la figura anterior.

2. La definicién de grado de una region no es intrinseca del grafo si no que depende
de la representaciéon plana. Podemos ver esto con el siguiente ejemplo, en el que
tenemos dos representaciones planas del mismo grafo. El grado de cada regién es
indicado en su interior.

Dado un grafo o multigrafo G junto con una representacién plana dada, puede
definirse su dual G* como el multigrafo cuyos vértices son las regiones de GG y existen
tantas aristas que unen dos regiones R; y Ry como aristas de GG estén simultaneamente
en el borde de ambas regiones.

R

Ry
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Observar que si una region de G tiene grado k, entonces esta tiene grado k£ como
vértice del dual G*. Esto muestra que el dual depende de la representacién plana fijada.

6.4.1. Caracteristica de Euler

Dado un grafo (o multigrafo) plano G notamos por v(G) a la cantidad de vértices
de G, por a(G) a la cantidad de aristas de Gy por r(G) a la cantidad de regiones de
G. (Esta ultima depende a priori de la representacién plana.)

El siguiente teorema de Euler relaciona las cantidades anteriores para grafos planos.

Teorema 6.4.1. Sea G un grafo plano conexo sin lazos. Fijamos una representacion
en el plano de G. Entonces

W(G) — a(G) + r(G) = 2. (6.3)

Demostracion. Lo haremos por induccion en el niimero de vértices n.

Paran =1y n =2 es claro. Supongamos ahora que la formula es cierta para todo
grafo de n vértices y tomemos un grafo G = (V, E) con v = v(G) = n + 1. Notamos
también a = a(G) y r = r(G).

Tomemos xy € V un vértice que no desconecta el grafo (ver Lema 6.2.9) y notemos
G’ al subgrafo de G generado por V' \ {zo}. En este caso tenemos por hipétesis de
induccion

2=0(G) —e(G) +r(G) = (v—1) = (a—gr(z)) + (), (6.4)

El vértice o pertenece a una regién R del grafo G'.

Supongamos que gr(zg) = k.
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= Si £ = 1 entonces al agregar la tnica arista que incide en x( la regiéon R no se
divide, luego r(G’) = r.

= Si k> 1, cada arista que incide en z es borde de dos regiones diferentes de G' y
a la vez cada region de G tiene en su borde dos aristas diferentes que inciden en
xo, esto implica que R se divide en k regiones. Es decir que r = '+ k — 1. (Esto
no cambia si R es la regién no acotada).

Observar que en ambos casos la ecuacién (6.4) implica que v — a + r = 2, luego por el
principio de induccién queda demostrado el teorema. ]

Observacion 6.4.2. 1. El teorema anterior muestra que la cantidad de regiones no
depende de la representacion plana si no sélo del grafo G.

2. Un grafo plano puede verse como un grafo en la esfera. Se observa facilmente que
un grafo es plano si y sélo si admite una representacion en la esfera (por lo que
podemos llamarlos también grafos esféricos).

3. El nimero v—a+r se denomina caracteristica de Euler. Tenemos entonces que
tanto la caracteristica de Euler del plano como la de la esfera es 2. Sin embargo
hay superficies con caracteristica de Euler diferente.

4. Si permitimos lazos la férmula (6.3) sigue siendo cierta. También es cierta para
multigrafos (se deja como ejercicio).

Corolario 6.4.3. Sea G un grafo plano sin lazos con a = a(G) > 2 (notamos también
v=v(G) yr=r(G)). Luego

(1) 3r <2a

(2) a <3v—6
Demostracion. El grado de cada region es al menos tres (porque G no es un multigrafo

y no tiene lazos). Observamos que cada arista es borde o bien de dos regiones o bien
es dos veces borde de una region, luego

2a = Z gr(R) > 3r.
R region

Esto prueba (1). Por el Teorema 6.4.1

1
2:v—a—|—r§v—a+§a:v——a,

3
lo que implica (2). O
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6.4.2. Grafos no planos

En este punto volvemos al segundo de los problemas presentados al principio del
capitulo. La siguiente proposicién responde a la pregunta planteada.

Proposicién 6.4.4. Los grafos Kz 3 y K5 no son planos.

Demostracion. Veamos que K33 no es plano. El caso de K5 puede probarse usando un
argumento similar.

Supongamos que K3 3 es plano y sean {u, v, w, x,y, z} sus vértices tal que los vértices
u,v vy w son adyacentes a los vértices z,y y z. El subgrafo generado por los vértices
u,v,w,r e y es Kzo. Usando la caracteristica de Euler podemos deducir que este
subgrafo plano tiene 3 regiones. Como un grafo bipartito no tiene ciclos de grado impar
(Ejercicio 6.2.2) concluimos que las tres regiones del subgrafo tienen grado cuatro.

Llamemos R a la regién (de Kj33) que contiene al sexto vértice z. En el borde de
dichas region s6lo pueden aparecer dos de los tres vértices u, v y w, por lo que uno de
ellos no puede conectarse con z. Esto muestra que no existe una representacion plana
de K3’3. ]

En realidad la proposicién anterior es parte de un resultado mas general que enun-
ciaremos sin demostrar. Para esto necesitamos hacer primero algunas definiciones.

Sea G = (V, E) un grafo. Decimos que el grafo G' = (V', E’) es una subdivisién
elemental de G si V! = V U {z} y existe un par de vértices =,y € V tal que
E' = (E\{{z,y}})U{{z, 2o}, {x0,y}}. Dicho de otro modo, G’ se obtiene al dividir en
dos una arista de G poniendo en esta un nevo vértice. De forma similar puede hacerse
la definicién para multigrafos.
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Zo

Un grafo G’ es una subdivisién de otro grafo G si existe una secuencia finita de
grafos

GO = G7G17"'7Gk’—1aGk‘ =G
tal que G; es una subdivisién elemental de G;_; para todoi=1,...,k.

Ejercicio 6.4.5. Consideramos una familia de grafos G. Probar que la subdivision
define en G una relacién de orden y describir los posibles elementos minimales.

Diremos que GG y G son grafos (o multigrafos) homeomorfos si existen tres grafos
G,G) y GY tales que

» (1 y G, son subdivisiones de G,

» (3 es isomorfo a G} y G2 es isomorfo a G.

G
G
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Observacion 6.4.6. = La relacion de homeomorfismo define una relacién de equi-
valencia en cualquier familia de grafos o multigrafos G.

= La condicion de planaridad se preserva por homeomorfismo, es decir que si Gy y
(G5 son homeomorfos, entonces G es plano si y sélo si G 1o es.

= Todo multigrafo es homeomorfo a un grafo. Mdas precisamente todo multigrafo
tiene una subdivision que es un grafo. Luego el problema de la planaridad de
multigrafos se reduce al caso de los grafos.

Habiendo definido estas nociones estamos listos para enunciar el siguiente teorema:

Teorema 6.4.7 (Kuratowski). Un grafo G es plano si y sdlo si no tiene un subgrafo
homeomorfo a Ks ni a Ks3.

La prueba del teorema anterior puede encontrarse en [L] o [W].

Ejercicio 6.4.8. El toro es la superficie de revolucién que se obtiene al rotar el circulo

1
C:{(x’y’z)ERP"x:O, (y—1)2+z2=Z}CR3

alrededor del eje z.

Decimos que un grafo es térico si admite una representacion en el toro.

1. Mostrar que K33 y K5 son grafos toricos.
2. Célcular la caracteristica de Euler en el toro.
3. Investigar:

a) Si existen grafos que no sean téricos.

b) Si dado un grafo cualquiera GG, existe una superficie S tal que G admite una
representacion en S.
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6.4.3. Solidos platénicos

Para su cumpleanos nimero cincuenta y dos el Turco recibié una caja de madera
con cinco solidos:

Nunca supo de quién era el regalo, habia encontrado la caja sobre la barra al llegar
al bar con una tarjeta que decia “Solidos platonicos. Feliz cumpleanos”.

Entrenado como estaba en el asunto de los grafos reconocié rapidamente que lo que
tenfa delante eran cinco grafos esféricos que cumplian dos condiciones:

(i) Todos los vértices tenfan el mismo grado. Siendo este mayor o igual a 3.

(ii) Todas las regiones tenfan el mismo grado. También mayor o igual a 3.

Supuso (de forma acertada) que estas serian las condiciones que definen a los soli-
dos platénicos. Se pregunté si habria mas que cinco solidos como estos. Rapidamente
tomo papel y 1apiz y se puso a hacer algunas cuentas. También dibujé dichos grafos en
el plano:
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Cubo

TetraedroA %é ;? Octaedro
Icosaedroi ; ; E @odecaedro

Mas tarde llegd el Comadreja al bar, y al verlo con dificultades para resolver su
problema le cont6 el siguiente teorema:

Teorema 6.4.9. Ezisten solo cinco solidos platonicos.

Demostracion. Supongamos que (¢ es un grafo plano que representa a un sélido platéni-
co. Notamos entonces por m al grado de los vértices y por n al grado de las regiones.
Ponemos también v = v(G) vy a = a(G) y r = (G). Tenemos

2a = Zgr(x) =muy 2a= Z gr(R) = nr. (6.5)

eV R region

Usando la formula caracteristica de Euler se tiene

2 2 om — 2
O<2:v—a+r:—a—e+—a:a<m mn ") (6.6)

n m mn

Lo que implica 2m — mn + 2n > 0, que es equivalente a
(m—2)(n—2)=mn—2m—2n+4 < 4.

Si sumamos a esto la condicién m,n > 3 tenemos las siguientes soluciones:

» m = n = 3: Sustituyendo en la ecuacién (6.6) tenemos 2 = ¢ y por lo tanto a = 6.
Por 1ltimo las ecuaciones (6.5) nos dan v = 4 y r = 4. Esto determina que el
grafo es completo de cuatro vértices, es decir que el solido es el tetraedro.

» m =3y n=4: Usando nuevamente las ecuaciones (6.5) y (6.6) obtenemos a =
12, v = 8 y r = 6. Para ver que en este caso GG es el cubo hagamos algunas
observaciones:
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(1) El borde de la regién no acotada de G es un cuadrilatero. El resto de las
aristas y vértices de G estéan en el interior de dicho cuadrilatero.

(2) Como el grado de cada vértice del cuadrildtero en G es 3, entonces el si-
guiente es un subgrafo de G:

Debemos usar aqui también que no hay regiones triangulares. Observar que
ya estan representados los ocho vértices de G.

(3) Como cada arista del cuadrildtero estd en el borde de dos regiones de gra-
do cuatro, la unica forma de agregar las cuatro aristas restantes da como
resultado el cubo.

= m=3yn=>5: En este caso tenemos a = 30, v = 20 y r = 12. Aqui podemos
usar un argumento similar al del caso anterior para ver que G es el dodecaedro.
Con los dos casos restantes se puede proceder de la misma manera.

= m=4yn=23:Luego a =12, v =6 y r = 8. Lo que determina el octaedro.

= m=>5yn=3: Aqui tenemos ¢ = 30, v = 12 y r = 20. Luego G es el icosaedro.

]

Observacién 6.4.10. El problema de determinar cudles son todos los sélidos platoni-
cos es equivalente a este otro: ;de cuantas formas se puede hacer una pelota de futbol
cosiendo cascos de cuero iguales con forma poligonal?

Ejercicio 6.4.11. Dibujar en el plano el grafo determinado por los cascos hexagonales
y pentagonales en una pelota de futbol clasica.

Ejercicio 6.4.12. Determinar cuantos isomorfismos de la forma f : G — G existen
para GG cada uno de los solidos platénicos.
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Apéndice A
Axiomas de Zermelo-Fraenkel

Los axiomas aqui listados fueron propuestos por Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel a
principios del siglo XX. En estos se establace como interactuan los objetos de la teoria
(los conjuntos) mediante de la pertenencia.

Aqui se cambia un poco la notacién con respecto al Capitulo 1, pues tanto los
conjuntos como los elementos de los conjuntos son la misma clase de objetos. Es im-
portante tener en cuenta que este anexo estd por fuera del programa y que maneja un
lenguaje mas complejo que el del curso.

A.1. Axioma de extension

Un conjunto x es igual al conjunto y si y solo si tienen los mismo elementos.

Esto se puede escribir:

r=y&Vz(ze€rs z€y)

A.2. Axioma de conjunto vacio

Existe un conjunto que no tiene elementos, al que notamos por ().

Escrito de otra forma:

30 :Vz,x ¢ 0

A.3. Axioma de pares

Dado cualquier par de conjuntos x y y, existe un conjunto {z,y}.
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A.4. Axioma de la union

Dado un conjunto x existe otro conjunto llamado uniéon de x cuyos elementos son
todos los elementos de los conjuntos pertenecientes a z. Este es notado por

sz{z:zEyex}.

A.5. Axioma del conjunto de partes

Sea x un conjunto. Luego existe un conjunto, llamado conjunto de partes de z,
cuyos elementos son todos los subconjuntos de z. Notamos a este conjunto por P(z).
Es decir

P(x)={y:y Cx}.

A.6. Axioma de infinitud

Existe un conjunto inductivo. Es decir que existe un conjunto x con la siguientes
propiedades:

= @Em;y

» siy €z, entonces suc(y) =y U {y} € z.

Este axioma permite por ejemplo construir el conjunto de los niimeros naturales como
la interseccién de todos los conjuntos inductivos.

A.7. Esquema axiomatico de especificacion

Sea P(z) una propiedad con una variable z. Entonces para todo conjunto x existe un
subconjunto y de x cuyos elementos son exactamente los elementos de x que cumplen
la propiedad P. Este conjutno se puede escribir

y={z€x:P(2)}

Por poner un ejemplo, vemos el conjunto de los niimeros naturales pares se define
por:

{neN: P(n)},
donde P(n) significa: 3k € N, n = 2k.
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A.8. Axioma de reemplazo

Si x es un conjunto y ¢ es una férmula de dos variables (es decir una propiedad
que relaciona dos conjuntos) tal que para todo y € x existe un tnico z tal que ¢(y, z),
entonces existe un conjunto w tal que z € w si y solo si ¢(y, z) para algin y € x.

A.9. Axioma de buena fundacién

Para todo conjunto z existe y € x tal que z Ny = 0.

A.10. Axioma de eleccion

Este no es uno de los axiomas de Zermelo-Fraenkel, sin embargo suele agregarse a
la teoria.

Dado un conjunto z existe f : z — |Jx tal que para todo y € x, f(y) € .

Esto quiere decir que dada una familia de conjuntos, existe una forma de elegir un
elemento de cada uno de los conjuntos.

Hay varias sentencias que son equivalentes al axioma de eleccion en la teoria de
conjuntos. Citamos un par de ellas que tienen relacién con temas del curso:

Principio de buana ordenacién: En todo conjunto X admite un buen orden. Es
decir que puede definirse una relaciéon de orden total < en X tal que todo subconjunto
no vacio A C X tiene un minimo.

Lema de Zorn: Sea (X, <) un conjunto ordenado tal que toda cadena tiene cota
superior. Entonces X tiene un elemento maximal.
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