Notas para el curso de Algebra Lineal T (F)

Centro de Matematica
Facultad de Ciencias
Universidad de la Republica

Andrés Abella

31 de julio de 2018



Contenidos

1. Sistemas de ecuaciones
1.1. Caso general . . . . . . . . . e e
1.2. Sistemas homogéneos . . . . . . . . .. L e

2. Geometria
2.1. Vectores en el plano y el espacio . . . . . . . . . ..
2.2, Rectasy planos . . . . . . . . L e

3. Matrices y determinantes
3.1, MatriCes . . . . . . e e e e e e e
3.2. Determinantes . . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e
3.3. Métodode Cramer . . . . . . . . . . . . e e

4. Espacios vectoriales
4.1. Definiciones y propiedades bésicas . . . . . . . . ...
4.2, Subespacios . . . ... Lo
4.3. Dependencia lineal . . . . . . . . .
4.4. Generadores y bases . . . . . .. oL Lo
4.5. Suma directa . . . . . .. L e e
4.6. Coordenadas y cambio de base . . . . . . . .. . L

5. Transformaciones lineales
5.1. Definiciones y propiedades basicas . . . . . . . . . . ...
5.2. Elnicleo y la imagen. . . . . . . . . . . e e
5.3. Aplicacién a sistemas de ecuaciones . . . . . . . . . . ... e e
5.4. Matriz asociada . . . . . . . L e e e e

11

15
15
20
27

29
29
30
31
33
37
38



Introduccién

FEstas son notas para el primer curso de algebra lineal de las licenciaturas que brinda el Instituto de
Fisica de la Facultad de Ciencias. Si bien tienen bastante detalle, estdn pensadas como un acompanamiento
del curso, pero no como para que un alumno pueda leerlas y entenderlas sin asistir a clase. En este dltimo
caso, tendria que complementarlas con algin texto mas bésico.

Notaciones. La mayoria de las demostraciones que se realizan mediante un calculo directo han sido omi-
tidas y solo va a aparecer el simbolo [J al final del enunciado. En los otros casos, va a haber alguna idea mas
o menos detallada de como probar las partes no triviales de la demostraciéon o una referencia bibliografica;
esto dltimo para pruebas que podrian ser omitidas en este primer curso. El fin de cada demostracién lo
sefialaremos también con el simbolo []. Para indicar en una prueba que hemos llegado a una contradiccién,
usaremos el simbolo £. A veces usaremos el simbolo “:=”, por ejemplo en a(z,y) := (ax, ay), queriendo decir
que la definicién del producto a(z,y) es (ax,ay).



Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones

Como este tema se estudia en los cursos de ensenanza secundaria, lo trataremos como un repaso, poniendo
énfasis en las técnicas de resolucion y tratando muy ligeramente la teoria. La fundamentacion tedrica se va
a desarrollar méas adelante en la seccion 5.3, después de estudiar transformaciones lineales.

1.1. Caso general

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones de la forma

ailxry + -+ appry, = bl
(1.1)
121+ GpnTn = by
Los nimeros a;;, coni¢ =1,...,m,j = 1,...,n, son los coeficientes, b1, ..., by, son los resultados y x1,...,x,

son las wvariables o incdognitas, del sistema. Si queremos explicitar que hay m ecuaciones y n incognitas,
diremos que es un sistema m X n. Si son pocas las variables, se suele escribir x, ¥, z,t en vez de x1, X2, T3, T4.

Una solucién del sistema (1.1) es una n-upla! de niimeros (aq, ..., a;) tales que si en (1.1) sustituimos
X1 por aq, To Por ag y asi seguimos hasta x, por a,, entonces se verifican todas las igualdades del sistema.
Un sistema se dice compatible si tiene solucién, en caso contrario se dice incompatible. Un sistema compatible
se dice determinado si tiene una Unica solucién e indeterminado en caso contrario. Mas adelante veremos
que un sistema indeterminado siempre tiene infinitas soluciones (observacién 5.3.1). Por resolver un sistema
entendemos que es clasificarlo en incompatible, compatible determinado o indeterminado, y en estos tltimos
casos hallar todas sus soluciones.

Un sistema del tipo

r+y+z = 2
20+2 = 4
3z = 6

se dice que es un sistema escalerizado. Este sistema es muy facil de resolver, puesto que de la ultima ecuacién
se deduce que es z = 2, sustituyendo este valor de z en la segunda ecuacién deducimos que es y = 1, y
finalmente sustituyendo estos valores de y y z en la primer ecuacién deducimos que es x = —1. Luego el
sistema es compatible determinado y su solucién es x = —1, y = 1 y z = 2. Otros ejemplos de sistemas
escalerizados son

rT+yt+z = 2 r+y+z = 2
2042z = 4 y 2042z = 4

1Una n-upla es un conjunto ordenado de n elementos, pudiendo ser n = 1,2,3,....



Claramente el primer sistema es incompatible y el segundo es compatible indeterminado. Las soluciones de
este ultimo se pueden escribir de la forma, * =y — 2, 2 = —2y + 4 y la variable y queda libre. Otra forma
de escribir las soluciones es

T=A—=2, y=\ z=-2\+4,

siendo A un numero real arbitrario. Este ultimo sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad
(la variable y estd libre, si le damos un valor, entonces = y z quedan determinadas). Mas adelante veremos
ejemplos de sistemas escalerizados en que la cantidad de variables y ecuaciones es distinta.

Dos sistemas se dicen equivalentes (~) si tienen las mismas soluciones?.

Proposicion 1.1.1. Operaciones con las ecuaciones de un sistema que dan lugar a sistemas equivalentes.
» Intercambiar el orden de las variables (es decir, el orden de los sumandos).
= Intercambiar el orden de las ecuaciones.
» Sustituir una ecuacion por un multiplo no nulo de la misma.
= Sumarle a una ecuacion un maltiplo de otra. O

El método para resolver sistemas de ecuaciones conocido como de eliminacion Gaussiana o escalerizacion,
consiste en aplicar reiteradamente las operaciones descritas en la proposiciéon anterior, hasta obtener un
sistema equivalente que esté en forma escalerizada y por lo tanto sea facil de resolver. Mostraremos el
método de escalerizacién con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1.2. Queremos resolver el siguiente sistema

20 +3y+52 = 9
r+2y+3z = 5
3r+4y+5z = 5

Luego vamos a ir aplicando las propiedades de la proposicién anterior hasta llevarlo a un sistema escalerizado.

224+ 3y +5z = 9 r+2y+3z = 5 r+2y+3z = 5
r+2y+32 = 5 ~ 20 4+3y+5z = 9 ~ —y—z = -1
3z+4y+5z = 5 3z+4y+5z = 5 3r+4y+52 = 5
r+2y+3z = 5 rT+2y+3z = 5 rT+2y+3z = 5

~ —-y—2z = -1 ~ y+z =1 ~ y+z = 1
—2y—4z = -10 2y4+42z = 10 2z = 8

En el primer paso, intercambiamos la primer ecuacion con la segunda; en el segundo, a la segunda ecuacion
le sumamos la primera multiplicada por —2; en el tercero, a la tercera le sumamos la primera multiplicada
por —3; en el cuarto, multiplicamos la segunda y tercer ecuacion por —1; en el quinto, a la tercera ecuacién
le sumamos la segunda multiplicada por —2. Luego este sistema es compatible determinado, y su solucién
esrx=-1,y=-3yz=4.

Ejemplo 1.1.3.

r+2y+3z = -1 r+2y+3z = -1 r+2y+3z = -1
3r—y+2z = 1 ~ —Ty—T72z = 4 ~ —Ty—T7z = 4
2z +3y+z = 2 Ty+7z = 0 0 = 4

En el primer paso, a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —3 y a la tercera le
sumamos la primera multiplicada por 2; en el segundo paso, sumamos la segunda ecuacién a la tercera. Este
sistema resultd ser incompatible, porque es claro que la tltima ecuacién no tiene solucién.

2 Acé estamos sobreentendiendo que si uno de los sistemas es incompatible, entonces el otro también lo es.



Ejemplo 1.1.4.

r4+2y+3z = -1 r4+2y+3z = -1 r4+2y+3z = -1
3r—y+2z = 1 ~ —Ty—T7z = 4 ~ —Ty—T7z = 4
—2z+3y+z = -2 Ty+72 = —4 0 =0

Observar que los coeficientes de este sistema son los mismos que los del sistema del ejemplo anterior, asi que
los pasos de reolucién son los mismos (solo cambian los resultados). Las soluciones se pueden escribir de la
forma r = —z+ %, Yy=—z— % y la variable z esta libre. Luego es un sistema compatible indeterminado con
un grado de libertad.

Ejemplo 1.1.5.

r+y—z = 1 r+y—z = 1
—xr—y+z = -1 ~ 0 =
20 +2y—2z = 2 0 =0

Acéd a la segunda ecuacién le sumamos la primera y a la tercera le sumamos la primera multiplicada por
—2. Las soluciones se pueden escribir de la forma z = x 4+ y + 1 y las variables x e y estan libres. Este es
un ejemplo de un sistema compatible indeterminado con dos grados de libertad. Notar que en sistemas con
mas variables, pueden aparecer soluciones que tengan mas grados de libertad.

Los anteriores son ejemplos de sistemas cuadrados, es decir que tienen tantas ecuaciones como variables.
A continuacién veremos un par de ejemplos de aplicacion del método de escalerizacién para resolver sistemas
que no son cuadrados.

Ejemplo 1.1.6. Un sistema 2 x 3:

T+2y—=z

T+y+=z
3 y—2z =1

2 {x+y+z = 2

Acé restamos la primer ecuacién a la segunda. Este sistema es compatible indeterminado y las soluciones se
pueden escribir de la forma x = 1 —3z, y = 1+ 2z y la variable z esta libre, luego tiene un grado de libertad.

Ejemplo 1.1.7. Un sistema 3 x 2:

r+2y = 1 z+2y =1 z+2y =1
20—y = 2 ~ -5y = 0 ~ -5y =
—rz+3y = -1 oy = 0 0 =0

Acé primero a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —2, y a la tercera le sumamos
la primera; luego a la tercera le sumamos la segunda. El sistema es compatible determinado y la solucion es
r=1ey=0.

1.2. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo si todas sus ecuaciones aparecen igualadas a cero, es decir
si es de la forma

ajlry +- - +apr, = 0
Am1T1 + -+ + appty, = 0
Un sistema homogéneo siempre admite la solucion trivial x1 = -+ = x, = 0, por lo que siempre es

compatible. Luego es indeterminado en caso de admitir alguna solucién no trivial, y es determinado si la
Unica solucién que admite es la trivial.



En los siguientes ejemplos estudiamos los sistemas homogéneos asociados a los sistemas de los ejemplos
anteriores (es decir obtenidos cambiando la columna de resultados por una columna de ceros). Como las
operaciones para resolverlos son las mismas que para los no homogéneos, simplemente escribiremos el camino
que lleva a su resolucién sin explicar mas.

Ejemplo 1.2.1.

20 +3y+5z = 0 r+2y+32z = 0 z4+2y+3z = 0
r4+2y+3z = 0 ~ 20 +3y+5z = 0 ~ —y—z = 0
3xr+4y+52 = 0 3z+4y+5z = 0 3r+4y+5z = 0
r+2y+32z = 0 z+2y+3z = 0 r+2y+32z = 0
~ —y —Z = O ~ y + z = O ~ y —'— z = 0
—2y—4z = 0 2y+4z = 0 2z = 0
El sistema es compatible determinado y su tnica solucién es la trivial z =y = z = 0.
Ejemplo 1.2.2.
r+2y+3z = 0 z4+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0
3r—y+2z = 0 ~ —Ty—72 = 0 ~ —Ty—T7z = 0
—2x+3y+z = 0 Ty+7z = 0 0 =0
El sistema es compatible indeterminado. Una forma de escribir sus soluciones es x = —z, y = —z y z libre,
luego tiene un grado de libertad. Observar que tomando valores no nulos de z obtenemos soluciones no
triviales del sistema, por ejemplo para z = 1 obtenemos que x =y = —1 y z = 1 es solucién del sistema.
Ejemplo 1.2.3.
r+y—z = 0 r+y—2z = 0
20 +2y—2z = 0 0 =0

El sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad. Las soluciones las podemos escribir de
la forma z =z + y, z e y libres.

Ejemplo 1.2.4. Un sistema 2 x 3:

r+y+z = 0 z+y+z = 0
r+2y—z = 0 y—2z = 0 °

El sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad. Las soluciones las podemos escribir de la
forma x = —3z, y = 2z y z libre.

Ejemplo 1.2.5. Un sistema 3 x 2:

r+2y = 0 z+2y = 0 z+2y = 0
2c —y = 0 ~ -5y = 0 ~ -5y = 0
—x+3y = 0 oy = 0 0 =0

El sistema es compatible determinado y su tnica solucién es la trivial z =y = 0.



Capitulo 2

Geometria

En este capitulo daremos una fundamentacion matemaética para los vectores que se estudian en los cursos
bésicos de fisica y veremos aplicaciones a problemas geométricos, en particular al estudio de rectas y planos
en el espacio.

2.1. Vectores en el plano y el espacio

Plano.

Como es usual en los cursos de geometria analitica, mediante la introducciéon de un sistema de coorde-
nadas identificamos el plano con el conjunto R? = {(z,y) : z,y € R}.

A los elementos de R? les llamamos vectores o puntos y para escribirlos usaremos en general las letras
u, v, w. El vector nulo es o = (0,0), que coincide con el origen de coordenadas del plano. Cuando trabajamos
con vectores, a los ntimeros los llamamos escalares y en general los escribiremos con las letras a, b, c.

Definimos el producto de un escalar por un vector y la suma de vectores mediante

a(r,y) = (az,ay), (v1,y1) + (T2,92) = (T1 + 22, y1 + ¥2),

para todo a € R, (z,y), (z1,v1), (x2,72) € R?. Estas definiciones coinciden con las de los cursos de fisica,
cuando pensamos cada punto del plano como el extremo de un flecha (vector) que va del origen al punto. Si
v = (x,y) es un vector, entonces su opuesto —v se define por —v := (—x, —y).

Proposicién 2.1.1. Las operaciones recién definidas verifican las propiedades de espacio vectorial® :
1. u+v=v+u, para todo u,v € R? (conmutativa);

u+ (v+w) = (u+v)+w, para todo u,v,w € R? (asociativa);

U+ 0=0+u=u, para todo u € R? (existencia de neutro);

u+ (—u) = (—u) +u = o, para todo u € R? (existencia de opuesto);

lu = u, para todo u € R?;

a(u+v) = au + av, para todo a € R, u,v € R?;

(a + b)u = au + bu, para todo a,b € R, u € R?;

ST S N T R S

a(bu) = (ab)u, para todo a,b € R, u € R2. O

Dos vectores u y v se dicen colineales o paralelos si existe un escalar a tal que v = av o v = au. Notar
que el vector nulo o es colineal con cualquier otro vector (es el inico vector que verifica esta propiedad).

'El nombre “propiedades de espacio vectorial” va a quedar claro cuando estudiemos los espacios vectoriales.



Si v = (x,y) es un vector, definimos su norma o mddulo ||v|| mediante

Joll = V¥ 42
Proposiciéon 2.1.2. La norma verifica las siguientes propiedades:
1. |lv]| >0, para todo v € R?;
2. ||v|| =0 si y solo siv=o;
3. |lav|| = |a| ||v||, para todo a € R, v € R?;
4. |lu+o| <|lull + ||v||, para todo u,v € R? (desigualdad triangular ).

Dem. La prueba de las tres primeras afirmaciones es directa y queda como ejercicio. La prueba formal
de la ultima afirmacién se ve cuando se estudian los espacios vectoriales con producto interno, en el curso
siguiente a este. En nuestro caso, nos conformamos con observar que si se hace un dibujo con los vectores u,
vy u+ v, se ve que la desigualdad triangular se deduce del hecho bien conocido de que en un tridngulo, la
longitud de un lado siempre es menor que la suma de las longitudes de los otros dos (o, equivalentemente,
que la distancia méas corta entre dos puntos es la linea recta). O

La resta de vectores se define por
(z1,91) — (w2,92) := (21 — T2, Y1 — Y2),
para todo (z1,y1), (z2,y2) € R%. Notar que vale
w=u—v << W+Uv=4u.

Mediante la resta podemos calcular la distancia d(u,v) entre dos puntos u,v € R?: si u = (x1,741) ¥y
v = (x9,y2), entonces

d(u,v) = [u = v|| = V/(x1 — 22)? + (41 — y2)2.
La base candnica del plano es el conjunto {i,j}, donde i = (1,0) y j = (0,1). Notar que vale
v=(z,y) & v=uzxi+7yj.

Luego
T+ Y1) =2T20+Y2) & T1=2T2Y Y1 =Y.
Un wversor es un vector de norma 1. Los vectores i y j son versores. En general, si v es un vector no nulo,

entonces
v 1

— = ——
Jofl o]l

es un versor colineal con v (y ademds tiene el mismo sentido).
Si u y v son dos vectores no nulos, su producto escalar u - v se define mediante

u-v = ||ulll|v] cos(h), (2.1)

siendo 0 < @ < 7 el 4ngulo? que forman v y v. Si v = 0 0 v = o, se define v - v = 0. Usando la “férmula del
coseno” para tridngulos, se deduce que en coordenadas vale

(z1,91) - (T2, y2) = 2122 + Y1Y2,
para todo (1, 1), (z2,2) € R%. En términos de la base canénica, la férmula anterior se escribe:
(xli + ylj) . (xgi + ng) =122 + Y1Y2.

Proposicion 2.1.3. El producto escalar verifica las siguientes propiedades:

2Los 4ngulos los mediremos siempre en radianes.



~

v-v = |[v||?, para todo v € R?;
u-v=uv-u, para todo u,v € R? (conmutativa);
u-(v+w)=u-v+u-w, para todo u,v,w € R? (distributiva);

(au) -v =u- (av) = a(u - v), para todo a € R, u,v € R?;

SRR S S

. Desigualdad de Cauchy-Shwarz. Para todo u,v € R? vale |u - v| < |Jul| [|v].
Ademds vale |u-v| = ||ul| ||v]| siy solo siu yv son colineales.

Dem. La desigualdad de Cauchy-Shwarz se prueba tomando valor absoluto en la férmula (2.1). O

Observacion 2.1.4. El producto escalar sirve para calcular angulos: si v y v son dos vectores no nulos,
entonces el angulo 0 < 0 < 7 que forman queda determinado por la férmula
L uw

[[wllf[v]]

cos(6)

Decimos que dos vectores w y v son ortogonales y escribimos u | v si verifican u - v = 0. Los vectores i
v j de la base candnica son ortogonales. Notar que el vector nulo o es ortogonal con cualquier otro vector,
y es el unico que verifica esto.

Si w es un vector no nulo y v es un vector cualquiera, entonces la proyeccion de v en la direccién de u,

es el vector I, (v) definido por
u-v

u-v

La componente de v en la direccion de u es el escalar Tl

Notar que vale

u-v

Hu(v) = ||U|| Uuo,

_ Juw

| = ||T|||’ es decir, la norma de la proyeccion

(lull
coincide con el valor absoluto de la componente. Es un ejercicio verificar que v — II,(v) es ortogonal a u,
luego podemos descomponer el vector v en suma de dos vectores

siendo ug := ﬁ un versor colineal con u. Luego ||IL,(v)|| =

v =1,(v) + (v —(v)),
en que II,(v) es colineal con u y v — I, (v) es ortogonal a wu.
Ejemplo 2.1.5. Sean u = (1,1) =i+jy v = (2,3) = 2i + 3j. Entonces

U-v 5. . 5. 5, . . 5. 9, 1, 1,
() = =G+ = i3]y v—nu<v>—2l+3j—<21+2j>——21+2J.

Luego v = (%1 + %,]) + (—%i + %j), con %i + %j colineal con u y —%i + %j ortogonal a wu.
Espacio

Todo lo que vimos en el plano se generaliza naturalmente al espacio, con solo agregar “una coordenada
més” . Introduciendo un sistema de coordenadas, al espacio lo identificamos con R? = {(z,y,2) : z,y,z € R}.
Como antes llamamos vectores o puntos a los elementos de R3 v escalares a los elementos de R. Definimos
el producto de un escalar por un vector y la suma de vectores mediante

a(x,y, z) := (ax,ay,az), (r1,y1,21) + (T2, Y2, 22) = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22),

para todo a € R, (z,y, 2), (z1,y1, 21), (¥2, 92, z2) € R3. Con estas operaciones, los vectores de R? verifican
las propiedades de espacio vectorial vistas en la proposicién 2.1.1. La base candnica de R? es el conjunto
{i,j,k}, donde i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1). Como antes es

(z,y,2) = zi+yj+ zk.



La norma es ||(z,y, 2)|| = V2% + y% + 22 y el producto escalar u - v = ||ul|||v|| cos(#) se calcula mediante
(T1,y1,21) (22,92, 22) = T1z2+ty1y2+2122 0 (wi+y1j+2a1k) - (w2i+y2j+20k) = m1v2+y1y2+2120. (2.2)

La definicién de versor, de vectores colineales y de vectores ortogonales es la misma que en R? y se verifican
las propiedades de las proposiciones 2.1.2 y 2.1.3. La proyeccion de un vector v en la direccién de un vector
no nulo u, es el vector II,(v) definido como en R? por

u-v

Luego v = I, (v) + (v — II,(v)), en que I, (v) es colineal con u y v — IL,(v) es ortogonal a u.

Ejemplo 2.1.6. Sean u = (1,1,0) =i+jyv = (2,1,2) =2i+j+2k. Es |Ju|| = V2, |v]| =3 y u-v = 3.

Luego
3 1

EENCERY)

y por lo tanto el dngulo 6 que forman u y v es w/4. La proyeccién de v en la direccién de u es

cos(#)

u-v 3 3. 3
H = — = —(i i) = —1i —3
u(v) HUHQU 2(1+J) 21+ 2.]7

y v —1IL,(v) = %i — %j + 2k. Luego v se puede escribir como una suma:

3, 3 1, 1
ot i ok — (314 3y Lol o
i+j+ <21+24>4—<21 siha ),

con i+ 3j colineal con i+jy i — 1j + 2k perpendicular a i+ j.

Rcordemos (ver [RH]) que si u y v son dos vectores no nulos, su producto vectorial es el vector u x v
definido por lo siguiente.

v ||u X v|| = [Jul|||v] sen(d), siendo 0 < 6 < 7 el dngulo entre u y v;
= la direccién de u X v es ortogonal al plano determinado por u y v;
= ¢l sentido de u X v viene dado por la “regla de la mano derecha”.
Siu=o00v=o0(0o=(0,0,0) es el vector nulo de R?), se define u x v = o.
Proposiciéon 2.1.7. El producto vectorial verifica las siguientes propiedades:
1. v x v =—v X u, para todo u,v € R? (anticonmutativa);
2. ux (v+w)=uxv+uxw, para todo u,v,w € R? (distributiva);
3. (au) x v =1u x (av) = a(u x v), para todo a € R, u,v € R?;
4. uXv=o0 8ty solo si u yv son colineales. O

Observacion 2.1.8. Las propiedades 1, 3 y 4 de la proposicién 2.3 son faciles de probar. La propiedad 2, no
lo parece tanto, pero también asumiremos que se deduce de la definicién de producto vectorial®.

Si consideramos la base canénica de R?, las propiedades anteriores implican

ixj=k, jxk=i kxi=],
jxi=-k, kxj=-i ixk=—j,

ixi=jxj=kxk=o.

3La prueba de esta afirmacién, aparece como el ejercicio 24(b), en la pagina 62 de [RH].
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Usando estas férmulas y la proposicion 2.1.7, se prueba que vale:
(x1i + y1j + 21) X (22l + y2j + 22k) = (Y122 — 21y2)i + (2122 — T122)j + (2192 — y1z2)k. (2.3)
Esta férmula escrita en coordenadas queda:
(a:1,y1,z1) X ($2,y2,z2) = (ym — 21Y2, 212 — L1722, T1Y2 — y1$2)-

Una forma de recordar la férmula (2.3), es observar que se obtiene formalmente como el desarrollo por la
primer fila del siguiente determinante?

i j k
1 21|, |T1 21|., |T1 N . )

T oy 2| = Y M- ' J+ Yl = (y122 — z1y2)i + (2122 — 2122)j + (2192 — y1x2)k.

Ty Y2 2 Y2 22 T2 22 T2 Y2

Observacion 2.1.9. Si tomamos la férmula (2.3) como definicién de producto vectorial, entonces todas las
propiedades de la proposicién 2.3 se prueban sin problema.

Aplicacién 2.1.1. Siu y v son dos vectores de R? con u # o, entonces la componente de v en la direccion
de u es ﬁ y la componente de v en la direccion ortogonal a u (en el plano de u y v, y dentro de él en el

[[uxo]|
[[ul

semiplano que contiene a v respecto a la recta determinada por o y u) es

Aplicacién 2.1.2. Siu y v son dos vectores no nulos, entonces el drea del paralelogramo generado por u y
v es ||luxwvl.

Definicién 2.1.10. El producto mizto de tres vectores u, v, w es el escalar definido por (u X v) - w.

Usando las férmulas (2.2) y (2.3) se deduce que el producto mixto se calcula mediante la férmula siguiente.
Siu=(z1,y1,21), v = (T2,Y2,22) y w = (3, Y3, 23), entonces

T Y1
(uxv) - w=|ry Y2 2of.
T3 Y3 %3

Usando esta férmula es facil probar que vale (u x v) - w = u - (v X w), para todo u,v,w € R3.

Aplicacién 2.1.3. Siu, v y w son tres vectores no nulos, entonces el volumen del paralelepipedo generado
por u, v y w es el valor absoluto del producto mixto de u, v y w, es decir |(u X v) - w|.

2.2. Rectas y planos

Cuando trabajamos en geometria, a los elementos de R? a veces es mejor pensarlos como puntos y otras
veces como vectores flecha, esto tltimo cuando lo que nos interesa es solo una direccién (es decir el punto
v € R3 lo pensamos como el extremo de una flecha que va del origen a v). En este sentido a veces usaremos
las letras P, @Q, R cuando los pensamos como puntos y u, v, w cuando los pensamos como vectores.

Recta que pasa por un punto y es paralela a una direccién. Sea r la recta que pasa por el punto
P = (a,b,c) y es paralela al vector no nulo v = (v1,ve,v3). Si X = (z,y,2) es un punto arbitrario del
espacio, entonces X € r si y solo si el vector X — P es colineal con v, lo cual equivale a que exista t € R tal
que

X=P+tv & (v,y,2)=(a,b,c)+t(vi,v2,v3). (2.4)

Esta es la ecuacion vectorial de r. Si desarrollamos la segunda igualdad obtenemos

T =a+ tvy
y=>b+tvy . (2.5)
z=c+tvus

“Para quienes no hayan estudiado determinantes, las férmulas que necesitamos son las (3.2) y (3.3), en la seccién 3.2.
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Esta es la ecuacion paramétrica de r y t es el pardmetro de la ecuacién. Si v1, vo y v3 son no nulos, entonces
despejando t obtenemos

_ _ ' 2.6
(% V2 VU3 ( )

Esta es la ecuacion cartesiana de r. Notar que esta ecuacién equivale a cualquiera de los siguientes sistemas

z—a _ y=b z—a _ y=b z—a _ z
v v v v 1
y—lb z—2¢ ~ m—la _ 2—20 ~ y—b __ c (27)

|
o

w0
|§‘

v2 U3

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la recta r que pasa por el punto P = (1,—1,2) y es paralela al vector
v = (4,3,1). Las ecuaciones vectorial, paramétrica y cartesiana de r son, respectivamente

=1+ 4t

-1 1
(x,y,z):(1,—1,2)+t(4,3,1), y=-1+3t ; %:%22_2
z=2+1
La ecuacién cartesiana se puede reescribir de la forma siguiente
T2 =2z—-2 r—4z = -7
7 z
{y?)—H:Z—Q <~ {y—322—7 . (28)

Para saber si un punto estd en la recta, hay que ver si sus coordenadas verifican la ecuacion de la misma.
Por ejemplo, si Q = (9,5,4), entonces x = 9, y =5 y z = 4 es solucién del sistema (2.8) y por lo tanto @
esta en 7.

Ejes coordenados. El eje Ox es una recta que pasa por origen O = (0,0,0) y es paralela al vector
i=(1,0,0). Luego sus ecuaciones vectorial y paramétrica son, respectivamente

r=t
(907Z/>Z) = (O>Oa0) +t(17070); y=20
z=0

=0
En este caso la ecuacion cartesiana de Oz es { © 0 Notar Oz = {(2,0,0) : = € R}.
z =

=0

y=0

z=0
En forma analoga se deduce que la ecuacion cartesiana de Oy es { 0 y la de Oz es {
z =

Recta que pasa por dos puntos. Sea r la recta que pasa por dos puntos distintos P y (. La recta r
pasa por P y es paralela al vector (Q — P, por lo tanto su ecuacién vectorial es:

X=P+t(Q—-P) & X=tQ+(1-1t)P.

Ejemplo 2.2.2. Si P = (1,2,3) y Q = (2,2,2), entonces @ — P = (1,0,—1) y por lo tanto las ecuaciones
de la recta que pasa por Py ) son

r=1+t b r—d
(z,y,2) = (1,2,3) + (1,0, —1); y=2 ; { _
2=3—1 y=2

Plano que pasa por un punto y es perpendicular a una direccién. Sea II el plano que pasa por el
punto P = (x, Yo, 20) y es perpendicular al vector no nulo n = (a,b,c). Un punto X = (z,y, z) estd en II si
y solo si el vector X — P es ortogonal a n, es decir si X verifica

n-(X-—P)=0 & alx—z9)+bly—y)+c(z—2)=0 < ax+by+cz=d,

siendo d = axg + byg + czp. Esta dltima es la ecuacion cartesiana del plano II.
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Ejemplo 2.2.3. Si II es el plano que pasa por P = (1,2,3) y es ortogonal a n = (2,4, —1), entonces su
ecuacion cartesiana se obtiene mediante

2@ —-1)4+4(x—-2)—(2—3)=0 = 2r+4y —2z="1.

Observacion 2.2.4. Notar que la ecuacién cartesiana del plano es una Unica ecuacién ax + by +cz = d, a

. . .. . _ —b _ . .
diferencia de la ecuacién cartesiana de la recta lea = yv—z = Zv—ac, que en realidad es un sistema de dos
z—a _ y—b
: v Vo
ecuaciones ", %2
vy w3

Planos coordenados. El plano horizontal Ozxy es el plano que pasa por O = (0,0,0) y es ortogonal a
k = (0,0,1). Luego su ecuacion cartesiana es z = 0. Andlogamente se deduce que las ecuaciones cartesianas
de los planos Oxz y Oyz son, respectivamente, y =0y z = 0.

Plano que pasa por un punto y es paralelo a dos vectores. Sea P = (xg,%0,20) un punto, y
u = (ug,ug,us) y v = (v1,v2,v3) dos vectores no colineales. Consideremos primero el plano IIy que pasa por
el origen O y es paralelo a u y a v. Un punto X = (z,y, z) estd en Ilj si y solo existen s,¢ € R tales que

X=su+tv < (2,y,2)=s(u1,u,uz)+t(v,v2,v3).

Esta es la ecuacion vectorial de Ily. Consideremos ahora el plano II que pasa por P y es paralelo a u y a v.
Un punto X = (z,y, z) estd en Il si y solo si X — P € Ij. Luego X € II si y solo si existen s, ¢ € R tales que

X=P+suttv <& (2,9,2) = (20,0, 20) + s(u1, uz, u3) + t(v1, va, v3).

Esta es la ecuacion vectorial de II (notar que la ecuacién vectorial de Il es un caso particular de esta). Para
obtener su ecuacién cartesiana, observamos que II pasa por el punto P y el vector u X v es ortogonal a II,
luego la ecuacién de IT es (X — P) - (u x v) = 0. Notar que (X — P) - (u X v) es un producto mixto, luego la
ecuacion cartesiana de I se obtiene desarrollando la siguiente igualdad

T—%o Y—Yo =z — 20
Ul us us =0. (2.9)
U1 U2 U3

Ejemplo 2.2.5. Sea II el plano que pasa por P = (2,1,2) y es paralelo a u = (1,2,3) y v = (2,—-2,1). La
ecuacion vectorial de II es

rT=2+s5+2t
(r,y,2) =(2,1,2) +s(1,2,3) + ¢(2,-2,1) = y=1+2s—2t
z2=24+3s+1
Para obtener la ecuacién paramétrica, desarrollamos
r—2 y—1 z2—-2
0= 1 2 3 |=(x—-2) 2 3—(y—1)1 3+(z—2)1 2 =8z + 5y — 6z — 9.
9 o 1 -2 1 2 1 2 =2

Luego la ecuacién paramétrica de I es 8z + 5y — 6z = 9. Es un ejercicio el verificar que también se llega a
la ecuacion cartesiana despejando s y t en la ecuacién vectorial.

Plano que pasa por tres puntos. Sean P = (z1,y1,21), @ = (2,y2,22) y R = (x3,ys, 23), tres puntos
no alineados. El plano II que pasa por P, @) y R coincide con el plano que pasa por P y es paralelo a ) — P
y R — P, luego de la férmula (2.9) deducimos que la ecuacién cartesiana de II es

rT—r1 Y—yYyi z—2
Tog—x1 Y2 —y1 22—z =0.

T3 —T1 Ys—Yr <3 —Z21
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Interseccién de planos. Es bien conocido que la interseccién de dos planos no paralelos da una recta.
Veremos con un ejemplo cémo obtener su ecuacion.

Consideremos la interseccién r de los planos I1: x+y—2z=4y II': 22 —y — z = 1. Las coordenadas
de los puntos de r tienen que verificar las ecuaciones anteriores, y por lo tanto son las soluciones del sistema

r+y—z=4
{ 2c —y—z=1
Vamos a operar con las ecuaciones del sistema para obtener uno equivalente en que cada ecuacién tenga
solo dos variables.
r+y—z=4 —Jy+z=-7 z=—T+3y
{2x—y—z:1 N{x—2y:—3 N{x:—3+2y

En el primer paso de la equivalencia anterior, a la primer ecuacién la multiplicamos por -2 y le sumamos la
segunda, y a la segunda le restamos la primera. Observar que este sistema es compatible indeterminado con
un grado de libertad. La solucion se puede escribir de la forma

r=-—-3+4 2t
y=t ;
z=-—7+ 3t

siendo t € R libre. Esta ultima es la ecuacién paramétrica de r. Si nos interesa su ecuacién vectorial o
cartesiana, las podemos deducir de la ecuacién paramétrica:
r+3 z2+7

9 YT T3

(x,y,2) = (—3,0,-7)+1(2,1,3) <

Observacion 2.2.6. Notar que la ecuacién cartesiana de la recta

i
o

8
|
S|
|
<
|
(=
|
I\
|
o
——
2|l
S]
I
1
no

y—=b
VX — U = v2a — UV b
{ 1Y 1

z—c v3y — V2z = v3b — vac

U1 V2 v3 v

<
N

en el fondo estd dando la recta como interseccién de dos planos. Por ejemplo, en el caso de la recta r = IINIT
del ejemplo anterior, obtenemos

r'$+3—y—z+7 - {x;?’:y - {x—2y:—3
Luego r aparece descrita como la interseccién de los planos de ecuaciones x — 2y = -3y 3y —z = 1.
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Capitulo 3

Matrices y determinantes

Las matrices y los determinantes son herramientas béasicaa para poder estudiar los espacios vectoriales y
las transformaciones lineales, que estudiaremos en los capitulos siguientes. Los resultados que veremos sobre
matrices son faciles de probar, pero los de determinantes dan bastante més trabajo, asi que omitiremos las
pruebas mas complejas (dando referencias para quien le interese estudiarlas).

3.1. Matrices

Una matriz es una tabla de nimeros, por ejemplo

(72 o %)

es un ejemplo de matriz 2 x 3 (tiene 2 filas y 3 columnas). En general una matriz 2 x 3 tiene la forma

a b c
(def)

con a,b,...,f numeros reales arbitrarios. En general para matrices de tamano relativamente grande es
preferible usar subindices en vez de letras distintas. En ese sentido la matriz anterior la podemos escribir

ail a2 a13
az1 a2 Q23
con a;; € R, para todo i = 1,2, j = 1,2, 3. Notar que en la notacién a;j, el primer indice ¢ indica la fila y el

sgundo indice j indica la columna, a las que pertenece el elemento. Generalizando el ejemplo anterior, dados
dos enteros positivos m y n, diremos que una matriz m x n es una tabla de nimeros de la forma

ail a2 0 Qlp
a1 a2 - A2p
A= . . s
Gm1 Am2 *°  Amp
en que los a;; son nimeros reales!, para todo i = 1,...,m y j = 1,...,n. Observar que una matriz m x n

tiene m filas y n columnas. Los elementos a;; se llaman los coeficientes o entradas de la matriz. En general
una matriz m x n la escribiremos de la forma A = (aij)mxn y cuando no dé lugar a confusiéon usaremos la
notacién abreviada A = (a;;). Si A es una matriz m X n, diremos que el tamano de A es m x n. Al conjunto
de todas las matrices de tamano m x n lo escribiremos M,,, .. Una matriz columna es una matriz de tamano
m x 1 (para algin m) y una matriz fila es una matriz de tamano 1 x n (para algin n):

a1

a21
matriz columna; (an aiy - aln) matriz fila.

Qm1

Los a;; no tienen porqué ser necesariamente nimeros reales, pueden ser nimeros complejos o de otros tipos, pero en estas
notas trabajaremos solo con niimeros reales.
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Definicién 3.1.1. Dos matrices A = (aij)mxn ¥ B = (bij)rxs son iguales y escribimos A = B si m = r,
n=sYy aj = by, paratodoi=1,....myj=1,...,n

Una matriz se dice cuadrada si tiene el mismo ntimero de filas que de columnas, es decir si es de la forma

ai; a2 - Ain

az1 a2 - a2n
A=

anl1 Aap2 - Aapp

Al espacio M,,x, de matrices cuadradas n x n lo escribimos M,,. Si A = (a;;) es una matriz cuadrada n x n,
entonces la diagonal principal de A es la n-upla (a11,a22,...,an,). La matriz identidad I, es la matriz de
tamano n X n que tiene el valor 1 en la diagonal principal y 0 en el resto, es decir que es de la forma:

10 -0
In: )

Si introducimos el stmbolo 4;; llamado la delta de Kronecker definido por

1 sii=j,
bij = L,
0 siis#j
entonces I, = (6;j)nxn. Cuando no de lugar a confusién, usaremos I en vez de I,,.

Matrices cuadradas especiales. Sea A = (a;j)nxn Una matriz cuadrada.
» A es simétrica si a;; = aj;, para todo 4,5 = 1,...,n (es simétrica respecto a la diagonal principal).
» A es antisimétrica si a;; = —aj;, para todo ¢,j =1,...,n.

» A es triangular superior si a;; = 0, para todo i > j (las entradas abajo de la diagonal principal son
nulas).

» A es triangular inferior si a;; = 0, para todo ¢ < j (las entradas arriba de la diagonal principal son
nulas).

= A es diagonal si a;; =0, para todo i # j (las entradas fuera de la diagonal principal son nulas).

Operaciones con matrices.

Trasposicién. Si A = (a;;) es una matriz de tamafio m x n, su traspuesta es la matriz A' de tamaro
n X m obtenida intercambiando las filas con las columnas de A, es decir A" = (b;;) en que b;; = aj;, para
todoi =1,...,ny j =1,...,m. Observar que para cada par (m,n), la trasposicién define una funcién
[+ Myxn — Mpxm mediante f(A) = A, para todo A € My,xn.

Observacion 3.1.2. Valen los siguientes resultados.
» Para toda matriz A es (A")! = A.
» Uma matriz A es simétrica si y solo si A" = A.
= Uma matriz A es antisimétrica si y solo si2 A" = —A.

» Uma matriz A es triangular superior si y solo si A! es triangular inferior.

2La matriz opuesta —A estd definida en el parrafo siguiente.
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Suma y producto por escalar. Las operaciones de suma y producto por escalar que vimos en R? y R3
se generalizan naturalmente a R" = {(x1,...,2,) : x1,...,2, € R}, n entero positivo arbitrario, definiendo

a(xy,...,xn) = (axy,...,azy), (T1,...,2n) + Y1, -Yn) = (@1 + Y1y, Tn + Yn)

para todo a € R, (z1,...,2,), (Y1,--.,yn) € R™. A su vez estas operaciones las podemos generalizar a una
suma y producto por escalar en M, definiendo

a1 a2 - Qin cail caiz - Caip
a1 @2 - Q2 cas1 cazp -+ Caoy
cl . . .= . . . , c€eR;

Gm1 Am2 - Omp Cam1 Cam2 -+ Chmp
a1 a2 - Qg bir b2 -+ bin a1 +bi1 aip+bi2 - ap +biy,
a1 a2 - a2, bar b -+ bop, ag1 +ba1  ae+b -+ ag, +boy,

+ = . . .

aml am2 - Amn bml bm2 e bmn am1 + bml am?2 + me e Amn + bmn

La matriz nula es la matriz que tiene todas sus entradas nulas y la escribimos® O. Si A = (aij) € Mpxn,
entonces su opuesta es la matriz —A = (b;;) € My, xp, definida por b;; := —a;;, para todo i, j. Por ejemplo,

en matrices 2 X 3 es
O_OOO‘_Z—SO_—Q?)O
~\0 0 0)’ -5 1 2) \5 -1 =2)°
Proposiciéon 3.1.3. Las matrices mxn con la suma y producto por escalar definidos anteriormente verifican

las propiedades de espacio vectorial que vimos en la proposicion 2.1.1. O

Observacion 3.1.4. Notar que una n-upla (x1,x2,...,2,) es lo mismo que una matriz fila 1 X n, luego
podemos identificar R™ con Mj«,, v por lo tanto en R™ valen también las propiedades de espacio vectorial.

Producto de matrices. Si A = (ai;) € Myxn y B = (bij) € Mpxyp, entonces su producto es la matriz
AB = (cij) € Mpxp, en que ¢;; estd definido por

n
Cij = aibij + Gigboj + -+ + Ainbpg = Y _ airbrj, (3.1)
k=1
paratodoi=1,...,my j=1,...,p. Para recordar esta formula, es util armar el siguiente diagrama
bn;
all PR ain PEEEEY Cij
El elemento c¢;; se obtiene haciendo una especie de “producto escalar” del vector fila (a1, - ,ain) y €l
vector columna (b;j,-- - ,bp;). Notar que para poder multiplicar una matriz A por otra B, es necesario que
el nimero de columnas de A coincida con el de filas de B.
0120
. . 1 2 3 5 4 5 0
Ejemplo 3.1.5. Si A = <4 5 6) y B = i (1) (1) 8 , entonces AB = <11 10 14 0).

3En general se usa 0 (el nimero cero) en vez de O (la letra o maytscula), pero para evitar confusiones por ahora usaremos
la letra O para la matriz nula. Observar ademéas que hay una matriz nula para cada tamano m X n.
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Observacion 3.1.6. Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamafio, entonces podemos realizar los
productos AB y BA. Por ejemplo, si

11 2 1 8 4 00
A‘<—2 —2)y3_<6 3> ~ AB_<—16 —8>YBA_<0 0)'

Este ejemplo muestra varias particularidades del producto de matrices:
= es AB # BA, luego el producto de matrices no es conmutativo;
= es BA= O, pero AB # O;

m es BA =0, siendo A # O y B # O; esto implica para el producto de matrices no vale la propiedad
cancelativa.

Proposicién 3.1.7. Propiedades del producto de matrices.

1. A(BC) = (AB)C, para todo A € My, xpn, B € My,xp, C € Myy, (asociativa).

2. A(B+C)=AB+ AC, para todo A € My,xn, B € Myxp, C € Myy, (distributiva).

3. (A+ B)C = AC + BC, para todo A € Myxn, B € Mpyxn, C € Myx, (distributiva).

4. Al =1,A=A y AO = OA = O, para todo A € My, «n, siendo cada O una matriz nula de tamano
adecuado®

5. A(cB) = (cA)B = c¢(AB), para todo A € Mpxn, B € Myxp y c € R. O

Observacion 3.1.8. 1. La propiedad asociativa permite escribir ABC' = (AB)C = A(BC) y en general
escribir A; - -+ A, para un producto de n matrices (que se puedan multiplicar).

2. El tnico caso en que dadas dos matrices A y B, podemos calcular A+ B y AB, es cuando A y B son
dos matrices cuadradas del mismo tamaio.

3. Como vimos anteriormente, la férmula para el producto de matrices es complicada, pero para matrices
diagonales queda simple

ail 0 0 b11 0 0 a11b11 0 0
0 agy v 0 0 b22 e 0 0 a22b22 ce 0
0 0 - apn 0 0 - by 0 0 cor Gpnbpn

Definicién 3.1.9. Si A € M,, y k € N, definimos la potencia k-ésima A* de A mediante: A° = I (la matriz
identidad) y A¥*! = A*A, para todo k € N. Es decir, A’ = I, Al = A, A2 = AA, A3 = AAA, etc.

Observacion 3.1.10. Es un ejercicio el probar que valen las siguientes propiedades
1. (A+B)t = A+ Bt y (cA)t = cA!, para todo A, B € Myxn y c € R,
2. (AB)! = B' A" para todo A € My,xn ¥ B € Myxp.

Definicion 3.1.11. Decimos que una matriz cuadrada A € M, es invertible si existe una matriz B € M,
tal que AB = BA = I (la matriz identidad).

Proposiciéon 3.1.12. Si A, B,C € M, verifican AB = CA = I, entonces B = C y por lo tanto A es
invertible. O

Corolario 3.1.13. Si A € M, es invertible, entonces la matriz B € M, que verifica AB = BA = I es
unica. 0

4Observar que en general en la igualdad AO = OA = O, las tres matrices O tienen distinto tamaiio.
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Por el corolario anterior, si la matriz A € M,, es invertible entonces existe una tnica matriz B que verifica
AB = BA = I; esta matriz se llama la inversa de A y se escribe B = A~!. Luego la inversa A~! de A (en
caso de existir) queda caracterizada por ser la tinica matriz que verifica AA™! = A71A =T,

Proposiciéon 3.1.14. Sean A, B,C € M, siendo A una matriz invertible. Entonces valen
AB=C & B=A'C; BA=C < B=CA' O

El siguiente resultado muestra que vale la propiedad cancelativa del producto de matrices, con la condi-
cion de que la matriz que multiplica a ambos lados sea invertible.

Corolario 3.1.15. Sean A, B,C € M,.
1. SiAB =0 o0 BA=0 y A es invertible, entonces B = O.
2. Si AB=AC o BA=CA y A es invertible, entonces B =C. O

Corolario 3.1.16. Si A, B € M, verifican AB = O, siendo A # O y B # O, entonces A y B no son
invertibles. O

Ejemplo 3.1.17. En la observacién 3.1.6 vimos que si A = (2 ;) y B = <_12 _12> , entonces AB = O.

Esto implica que A y B no son invertibles.

Observacion 3.1.18. Probar que una matriz es invertible usando la definicién es posible, pero es muy traba-
joso. Por ejemplo, para una matriz 4 x 4, implica a resolver un sistema de 16 ecuaciones con 16 incégnitas.
Mas adelante veremos que este problema se simplifica con el uso de los determinantes.

A continuacién veremos algunos casos en que es facil estudiar la invertibilidad.
1. Claramente la matriz identidad I es invertible y vale I=! = I.
2. Si una matriz tiene una fila o columna formada solo por ceros, entonces no es invertible.

3. Una matriz diagonal es invertible si y solo si todas las entradas de la diagonal principal son no nulas.

En ese caso es )
- -1

ay; 0 - 0 agl 0 - 0
0 a2 0 0 a2_21 0
0 0 (nn 0 0 Gy

FEl siguiente resultado determina todas las matrices invertibles de tamano 2 x 2.

Proposiciéon 3.1.19. Sea A = (‘; 2) una matriz arbitraria. Entonces A es invertible si y solo si ad—bc # 0.
Si ad — be # 0, entonces la inversa de A es

1 d —b
A7l = .
ad — be (—c a )
d —b

Dem. Si A es la matriz nula, el resultado es obvio. En caso contrario, si escribimos A= ( T ), entonces
vale AA = AA = (ad — be)I. De esta relacién se deduce la tesis. O

Proposicién 3.1.20. 1. Si A, B € M, son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~™' = B~1A~L,

2. Si A es invertible, entonces A™' es invertible y (A_l)_l =A. O
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3.2. Determinantes
En este tema trabajaremos solo con matrices cuadradas.

Observar que en la proposicién 3.1.19 probamos que una matriz A (‘; Z) es invertible si y solo si

ad—bc # 0. El nimero ad — be se llama el determinante de la matriz A = (2 %) y se escribe det(A) = ad —be.

Luego la proposicién 3.1.19 se puede reescribir diciendo que una matriz A = (‘; g) es invertible si y solo si
: -1 _ 1 d —b
su determinante es no nulo, y en ese caso vale A™" = IH(A) (7 " )

En general, el determinante de una matriz cuadrada A € M,, es un nimero que escribimos det(A) o |A|
y que para n = 1,2, 3 se define por lo siguiente.

n=1. Si A= (a), entonces det(a) := a.

n=2. SiA= (‘CZZ), entonces

a b
= ad — be. 3.2
‘o (32)
ail a2 ai3
n=3. SiA=|ao ao a3 |, entonces
aszyp asz2 ass
ail a2 a3
. a2 a3 a1 a3 a1 a2
a1 a2 G23| 1= ail —a + a3
azz  as3 azy ass azr a3z
a3y asz ags
= (11022033 — Q11023032 — 012021033 + 12023031 + A13021A32 — Q13022031 - (3-3)

Método de Sarrus. Es un método que solo sirve para calcular determinantes de matrices 3 x 3. Consiste
en construir una tabla repitiendo las dos primeras filas de la matriz A, abajo de A:

ail a2 aig
a1 a2 a3

El determinante se obtiene sumando los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo, y luego restando los productos de las diagonales que van de derecha a izquierda y de
arriba hacia abajo. El resultado queda

det(A) = 011622033 + a21a32013 + 031612023 — 413022031 — 023032011 — (33012021,

que claramente coincide con la férmula (3.3).

Observacion 3.2.1. El método de Sarrus no es el mejor método para calcular determinantes y solo lo ex-
plicamos acéd por razones historicas y de cultura general. En la gran mayoria de los casos, el método que
veremos a continuacién es mas rapido y eficiente (ver la observacién 3.2.11 y los ejemplos siguientes).

La férmula general para el determinante de una matriz n x n se define recursivamente, generalizando
el método que usamos para definir la formula en el caso n = 3. Para la misma necesitamos introducir los
cofactores, que definimos a continuacién.

Consideremos A = (a;;) una matriz n x n. Para cada ,j = 1,...,n, sea A;; la matriz (n — 1) x (n — 1)
obtenida suprimiendo la fila ¢ y la columna j de A. El cofactor correspondiente al lugar (i, ) de la matriz
A es el ntimero A;;j := (—1)" det ([1,])
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a1l a2 Q13
Por ejemplo, para una matriz A = | as1 a9s a3 | , los cofactores A1, Aoy Aqs, son

azy asz2 a3

a22 a93 a21 @23
A = = a9oa33 — a23a32, Ao = — = —a21033 + G23a31,
aszz ass azir ass
Ao, @21 az|
11 — = a21G32 — A220a31-
aszr as2

Notar que la férmula (3.3) se puede escribir usando cofactores

ail a2 a3
az1 az agz| = a1 + anliz + a1zAis.
asi asy ass

Esta es la férmula que vamos a generalizar. Si A = (a;j) € My, entonces el determinante de A se define en
forma recursiva mediante

det(A) = a11A11 + CL12A12 + -+ alnAln = Z alelj. (3.4)
j=1

Si A es una matriz n x n, entonces se dice que det(A) es un determinante de orden n. La férmula anterior
nos dice que para calcular un determinante de orden n, tenemos que calcular n determinantes de orden
n — 1. Luego, como sabemos calcular determinantes de orden 3, entonces podemos calcular determinantes
de orden 4, sabiendo estos podemos calcular los de orden 5, y siguiendo asi podemos calcular determinantes
de orden n, para cualquier entero positivo n.

Ejemplo 3.2.2. El determinante de la matriz identidad I,, vale 1, para todo n. Esto se prueba facil por
induccién en n, usando la férmula (3.4).

Observacion 3.2.3. A partir de la férmula (3.4) se puede obtener una férmula explicita para el determinante
de una matriz n X n, que para el caso n = 3 es la férmula (3.3). Para los lectores que tengan conocimientos
de permutaciones, la férmula del determinante de una matriz A = (a;;) € M, es

det(A) = Z Sg(a)ala(l)a2a(2) T (U)ana(n)'
oES,

En la férmula anterior, S, es el conjunto de todas las permutaciones de n elementos (pensadas como
biyecciones del conjunto {1,2,...,n} en si mismo) y sg(o) = £1 es el signo de la permutacién o. La férmula
del determinante tiene n! (factorial de n) sumandos; por ejemplo, para una matriz 5 x 5 tiene 120 sumandos.
Como es de imaginar esta férmula no es muy eficiente para el calculo y tampoco tiene demasiada utilidad
en la teoria, asi que no vamos a seguir mas por esta linea.

A continuacion veremos algunas propiedades de los determinantes, que en particular sirven para simpli-
ficar los céalculos.

Proposiciéon 3.2.4. Propiedades del determinante.
1. Si la matriz B se obtiene intercambiando un par de filas de la matriz A, entonces det(B) = — det(A).

2. Si la matriz B se obtiene multiplicando una fila cualquiera de una matriz A por una constante c,
entonces det(B) = cdet(A). Es decir:

ai;p - Qln aip -+ Qln
CQa;1 s CQin| = C| Q41 s Ain | -
Gn1 *+*  Qnn an1 - Qnpn
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3. FEl determinante es aditivo respecto a cada fila.

ail T A1n aip -+ Qlp air -+ Qln

!/ / / /
ail + ail e ain + ain - ail e ain + ail st am
anl T Ann anl - Qnpp anl -+ Qpn

4. Si A tiene una fila i en la cual todos los elementos son nulos salvo el a;;, entonces det(A) = a;;A;j.

Dem. Las pruebas son por induccién en n, usando la férmula (3.4) (ver en [F] el teorema 4.3, el lema
de la pagina 202 y el teorema 4.5). O

Corolario 3.2.5. Casos en que el determinante es nulo.
1. Si una matriz tiene una fila formada solo por ceros, entonces su determinante es nulo.
2. St una matriz tiene dos filas iguales, entonces su determinante es nulo. 0

Corolario 3.2.6. Si en una matriz le sumamos a una fila un maltiplo escalar de otra fila, entonces su
determinante no varia. O

Corolario 3.2.7. Sea A = (a;;) € M,. Para cada i = 1,...,n el determinante de A se puede calcular
desarrollando a partir de la fila i:

det(A) = ainAji + applip + -+ + aipnlip = Z a;jAj. (3.5)
=1

Dem. Se deduce de la parte (4) de la proposicién 3.2.4, aplicada al siguiente desarrollo:

ailz a2 - Aln ail a2 - A1n ail a2 - Aln ailz a2 - A1n
a1 Qo ain| =lan O O[+|0 apo 0|+ +10 0 Qin O
anl Aanp2 - Qapp anl Aap2 -  Qpp Gnp1 Aan2 - Adpn anl Aap2 -  Qpp

Proposicién 3.2.8. Para toda matriz cuadrada A vale det(A?) = det(A).

Dem. Ver en [F] el teorema 4.8. O

Como la trasposicién intercambia las filas con las columnas, entonces la proposicién anterior implica que
todas las propiedades que vimos para filas, valen también para columnas. Las resumimos en el siguiente
corolario.

Corolario 3.2.9. Propiedades del determinante respecto a las columnas.

1. Si la matriz B se obtiene intercambiando un par de columnas de la matriz A, entonces det(B) =
—det(A).

2. Si una matriz tiene una columna formada solo por ceros, entonces su determinante es nulo.
3. St una matriz tiene dos columnas iguales, entonces su determinante es nulo.

4. Sila matriz B se obtiene multiplicando una columna cualquiera de una matriz A por una constante c,
entonces det(B) = cdet(A). Es decir:

al]. “e e Ca].j “e e aln a’].]. P a’l] e a’lTL

anl N Can] e ann anl PPN an] e ann

22



5. El determinante es aditivo respecto a cada columna.

/
ail e alj + alj . a1n ail . alj e a1n a1 . e alj - a1n
: = : L+ :
/ /
anl e a’TLj + anj . e ann 0/7’7,1 e anj e a’l’lTL anl e anj ce ann
6. Si en una matriz le sumamos a una columna un multiplo escalar de otra columna, entonces su deter-
meinante no varia.

7. Si A es tal que en una columna j todos los elementos son nulos salvo el a;j, entonces det(A) = a;; ;.

8. Sea A = (aij) € My. Para cada j =1,...,n el determinante de A se puede calcular desarrollando a
partir de la columna j:

det(A) = alelj + GQjAQj + -+ anjAnj = Z aiinj. L]
=1

Corolario 3.2.10. Si A es una matriz triangular superior o inferior, entonces su determinante se obtiene
multiplicando los elementos de la diagonal principal. En particular esto vale para las matrices diagonales. [

Observacion 3.2.11. La técnica para calcular determinantes consiste en aplicar reiteradamente el corolario
3.2.6 o la propiedad 6 del corolario 3.2.9, hasta llegar al determinante de una matriz que tiene solo un
elemento no nulo en una fila o columna. Luego se reduce su orden mediante la propiedad 4 de la proposicion
3.2.4 o la 7 del corolario 3.2.9 (usando también las otras propiedades para ir simplificando los cdlculos).
Reiterando este procedimiento, terminamos reduciendo el cdlculo de un determinante de orden n al célculo
de un determinante de orden 2.

Ejemplos 3.2.12. A continuacién veremos ejemplos de cédlculo de determinantes. En lo que sigue, si por
ejemplo escribimos Fo — Fy quiere decir que a la fila 2 le estamos restando la fila 1, andlogamente C5 4+ 2Cy
quiere decir que a la columna 3 le estamos sumando la columna 4 multiplicada por 2. Notar que en las sumas
o restas anteriores siempre escribimos primero la fila o columna que es modificada. Solo vamos a aclarar,
este tipo de operaciones, identificar las otras queda a cargo del lector.

1.
1 57 1 5 7 3 1
03 1=0 3 1 :‘_8 _11’:33+8:25.
2 2 3 0 -8 —11
El primer paso fue F3 — 2F7.
2.
2 3 5 2 3 5 2 3 5 2 3 5 0 -1 11
6 10 4|=2(3 5 2|=20|13 5 2/=201 2 -3|=2011 2 -3
50 20 30 50 20 30 5 2 3 5 2 3 5 2 3
0 -1 11
=20{1 2 -3 :—20‘:; 1;':—40‘;11 191‘:—1400.
0 -8 18

El tercer paso es F» — F (para obtener ag; = 1), el cuarto F} — 2F5 y el quinto F3 — 5F5.

-2 1
7T 8
0 -1
0 -1

W N Ot =
— = Ol
NN ©O© W

El determinante final es nulo por tener dos filas iguales.

23



2 1 01 0 5 25 . 0 0 1

-1 12—_1212——(—1)—124——124—_12——12
0 -1 2 4 |0 -1 2 4] e 24l |5 2.4 15 2 '
1 3 1 2 0 5 2 4

d.

2 9 5 7 2957 -7 9 5 7 -7 371 5 7 37 5 7
4232:4232:2232:2—632:__632
7T 4 2 3 74 2 3 3 4 2 3 3 -8 2 3 8 2 3
9 6 3 2 5 4 00 1 4 00 10 00

37 5 2 25 11 0

=—|-6 3 -1|=—-]-6 3 1:—‘_2154 151‘:279.
-8 2 1 -14 5 0

El primer paso es Fy — Fy, luego C; — Cy (para obtener ajq4 = 1), luego Cy — 4C1, reducimos a orden
3, C3 — Cy, F1 +2F, y F5+ F» (dos cambios al mismo tiempo).

Observacion 3.2.13. Hay que tener cuidado porque el determinante no se comporta bien respecto a las
operaciones de suma y producto por escalar, es decir en general es

det(A + B) # det(A) + det(B); det(cA) # cdet(A), c € R.
Sin embargo el determinante preserva el producto de matrices, como lo muestra la siguiente proposicién.
Proposicién 3.2.14. Para todo A, B € M,, vale det(AB) = det(A) det(B).
Dem. Ver en [F] el teorema 4.7. O
Corolario 3.2.15. Si A € M, es invertible, entonces vale det(A) # 0 y ademds det (Afl) = ﬁ(%l)' O
Lema 3.2.16. Sea A € M,. Si A;; son los cofactores de A y definimos

t

A A o Ay A Ao - Ay
e Aoy Agp - Ay, B Ag Ay - Apo
Anl A112 e Ann Aln AQn e Ann

entonces vale AA = AA = det(A)I, siendo I € M, la mariz identidad.

Dem. Sea AA = (cij). Entonces para todo i,j =1,...,n, es

n
Cij = Z @ik A ji-
k=1

Luego ¢;; = Y 5y aixAix = det(A) (desarrollo a partir de la fila i), para todo i = 1,...,n. Por otro lado, si
i # j, entonces ¢;; = > p_; airAji = 0, porque esta suma corresponde al desarrollo a partir de la fila ¢ del
determinante de una matriz que tiene dos filas iguales (la i y la j). En conclusién es ¢;; = det(A)d;; y por
lo tanto AA = det(A)I. La prueba de AA = det(A)I es andloga, usando desarrollos por columnas en vez de
por filas. O

Teorema 3.2.17. Una matriz A € M, es invertible si y solo si det(A) # 0. En caso afirmativo, la matriz
inversa se obtiene mediante
t

Ann A -0 A Ar Aoy -0 Ap

1 1 Agr Ay -+ Agy 1 Az Az -- Apg
Cdet(d) | i | det(4) : :

A Ao - A, Ay, Doy - A,
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Dem. El directo se deduce del corolario anterior. Para el reciproco, si det(A) # 0, entonces del lema
anterior se deduce que vale

A (det(A)—lA) - (det(A)—lA) A=1,

luego (por definicién) la matriz A es invertible y su inversa es A~' = det(A) ' A. O

Observacion 3.2.18. Notar que la féormula para la inversa del teorema 3.1.19 es un caso particular de la
férmula anterior.

Corolario 3.2.19. Si A, B € M,, verifican AB = I, entonces A y B son invertibles, y son inversas una de
la otra.

Dem. Si AB = I, entonces det(A) det(B) = 1y por lo tanto A y B son invertibles. Usando esto es facil
probar que de AB = I se deduce B=A"'y A= B"% O

Método para obtener la matriz inversa.

El teorema 3.2.17 nos permite saber si una matriz es invertible o no, y en caso de serlo nos da una
férmula para calcular su inversa. Lamentablemente la férmula para la inversa implica calculos muy largos,
por lo que solo es practica para matrices 2 X 2. Sin embargo existe un algoritmo simple para calcular la
inversa que no necesita usar la férmula anterior. Para explicar como es este algoritmo, necesitamos definir
las operaciones elementales.

Definicion 3.2.20. Sea A € M, «,. Se llaman operaciones elementales en A a las siguientes:
1. Intercambiar dos filas o columnas de A.
2. Multiplicar una fila o columna de A por una constante no nula.
3. Sumarle a una fila o columna un multiplo de otra fila o columna, respectivamente.

El algoritmo para hallar la inversa consiste en lo siguiente. Supongamos que tenemos una matriz A € M,
que sabemos es invertible y queremos hallar A~!. Lo que hacemos es escribir la matriz A y a su derecha
la matriz identidad I € M,,. Luego, y esto es importante, elegimos si vamos a trabajar con columnas o
con filas. Si por ejemplo decidimos trabajar con columnas, entonces solo vamos a poder seguir trabajando
con columnas y no podemos trabajar con filas. De la misma forma, si empezamos trabajando con filas no
podemos pasar a trabajar con columnas. Hecha la eleccién anterior, por ejemplo digamos que decidimos
trabajar con columnas, entonces vamos a realizar operaciones elementales en las columnas de la matriz A,
y cada vez que hagamos una operacion en A la repetimos en la matriz I. La idea es realizar operaciones en
A hasta transformarla en la matriz identidad I, cuando se llegd a este punto, la matriz I se transformé en
AL

A continuacién veremos algunos ejemplos donde estudiamos la invertibilidad de matrices y calculamos
las inversas. En lo que sigue usaremos las mismas notaciones de los ejemplos 3.2.12. Ademds, escribiremos
Fy +» F3, para decir que intercambiamos la fila 2 con la fila 3, y andlogamente para columnas.

2 3 1
Ejemplos 3.2.21. Sea A= | -1 0 —1|. Primero estudiamos su invertibilidad.
1 1 1
2 3 1 1 3 1 1 3 1
-1 0 — = 00 -1 = —-01 1|=1
11 1|90 1 1| oo 1
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Como det(A) # 0, deducimos que A es invertible. Para calcular su inversa tenemos que elegir primero si
trabajar con columnas o con filas. En este caso trabajaremos con columnas.

2 3 11 0 O

-1 0 =10 1 0] Ci—0Cs
1 1 1|0 0 1

1 3 1|1 0 O

0 0 -1]0 1 0] Cy—0Cs
0 1 1}|-1 0 1

1 2 1)1 0 0

0 1 =10 1 0] C3—0C
0o 0 1 |-1 -1 1

1 2 1 0 -1

0 1 =110 1 0 |Cy—2C4
0o 0 1 |-1 -1 2

1 0 0|1 -2 -1

0 1 -1 1 0 | Cs3+Cy
o 0 1 |-1 1 2

10 0|1 -2 =3

0 1 0 1 1

o o 1|-1 1 3

1 -2 -3
Luego lainversaes At = 0 1 1
-1 1 3
2 2 1
Sea A= -2 —1 —2|.Dejamos como ejercicio el probar que vale det(A) = 1, luego A es invertible.
1 0 1

Mostraremos cémo hallar su inversa operando con las filas. También iremos un poco mas rapido, haciendo
a veces més de una operaciéon por paso.

2 2 1 10 0
-2 -1 =210 1 0 F & F3
1 0 1,70 0 1
10 1,70 0 1
-2 -1 -2] 0 1 0 | Fo+2F y F3—2F]
2 2 1,1 0 O
10 1,70 0 1
0 -1 0o 1 2 F3 4+ 2F,
0o 2 -—-1|1 0 =2
10 1,0 0 1
0 -1 0 0 1 2 (—1)F2 y (—1)F3
o o0 —-1(1 2 2
10 1,70 0 1
0O 1 0|0 -1 =2 F — I3
o o0 1 |-1 -2 =2
10 o011 2 3
0O 1 o000 -1 =2 F — I3
o o0 1 |-1 -2 =2
1 2 3
Luego la inversa es A~ = -1 -2
-1 -2 =2
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3 1 1
Sea A = |2 3 2]. Dejamos como ejercicio el probar que vale det(A) = 6, luego A es invertible.
3 3 3

Trabajaremos con columnas.

3 1 1 1 0 0
2 3 2 0 1 0 01 — 03 y 02 - 03
3 3 3 0 0 1
2 01 1 0 0
012 0 1 0 10
00 3] -1 -1 1
10 1] 1/2 0 0
0 1 2 0 1 0 Cs — C1
00 3|-1/2 -1 1
10 0|12 0 -1/2
0 1 2 0 1 0 Cs — 20,
00 3|-1/2 -1 3/2
1 00|12 0 -1/6
010/ 0 1 -2/3 1Cs
00 1|-1/2 -1 7/6
/2 0 -1/6
Luego la inversa es A~ = 0 1 —2/3
-1/2 -1 7/6
Observaciones 3.2.22. 1. Notar que en los ejemplos anteriores lo que hicimos primero fue transformar la

matriz A en una matriz triangular (triangular superior en todos los casos, pero podria ser también
triangular inferior) y luego llevarla a una forma diagonal. Es importante verificar siempre que la matriz
hallada es realmente la matriz inversa (haciendo el producto), dado que es muy fécil cometer algin
error de cuentas.

2. Conviene remarcar que cuando aplicamos el algoritmo anterior, tenemos que elegir trabajar con filas o
columnas, pero no podemos mezclar. Es decir, si trabajamos con filas y columnas, cuando a la izquierda
lleguemos a la matriz identidad, la matriz de la derecha no va a ser necesariamente la matriz inversa.

3. La justificacién de este algoritmo requiere bastante trabajo y no la vamos a hacer (ver la seccién 3.2
de [F]).

3.3. Meétodo de Cramer

El método de Cramer es una técnica para resolver sistemas de ecuaciones cuadrados. Consideremos un
sistema

a4+ -+ a1, = b
: (3.6)
11+ + ATy, = by
Sean
ailr - Qln air 0 ali—1 bioaiipr o0 aip
A= A= S | i=1,.n
Gpl - Qpp apl -+ Qpg—1 bn Qni+1  *°°  Qpp

Notar que A; es el determinante obtenido sustituyendo en A la columna i por la columna de resultados®.

Teorema 3.3.1 (Cramer). Consideremos el sistema (3.6) y los determinantes A, Ay, ..., A, definidos arri-
ba. Luego,

®No confundir los determinantes A; con los cofactores A;;, que no tienen nada que ver aunque se escriben parecido.
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1. si A # 0, entonces el sistema (3.6) es compatible determinado y la solucion es x; = %, para todo

1=1,...,n;
2. si A =0y existe algin i = 1,...,n tal que A; # 0, entonces el sistema (3.6) es incompatible;
3. st A=Ay =---=A, =0, entonces el sistema (3.6) no es determinado; puede ser incompatible o

compatible indeterminado.

Dem. Esta prueba la veremos méas adelante, en la seccién 5.3. O

Observacion 3.3.2. La aplicacion del teorema anterior para resolver un sistema de ecuaciones es lo que se
conoce como el método de Cramer. Cuando se aplica este método y resulta A = A = --- = A, = 0,
entonces el sistema es incompatible o compatible indeterminado, pero en general el método no permite
distinguir entre estos dos casos y hay que aplicar escalerizacién para determinarlo. El tnico caso en que
sf discrimina es cuando el sistema es homogéneo® (que siempre es compatible). En ese caso el método de
Cramer nos dice que un sistema homogéneo cuadrado admite soluciones no triviales si y solo si A = 0.

3zt —y+ =z 2
Ejemplos 3.3.3. 1. Consideremos el sistema ¢ 2x+3y+2z = 0 .Es
dr—y+2z = 2

3 -1 1 2 -1 1 321 3 -1 2
A=1[2 3 2(=6; A1=|0 3 2/=6 Ay=[2 0 2/=0;, Az3=1[2 3 0|=-6.
4 -1 2 2 -1 2 4 2 2 4 -1 2

Como A = 6 # 0, el sistema es compatible determinado. Usando la férmula x; = %, deducimos que

la solucibones x =1, y=0y z = —1.
r—y+2z = -1
2. Consideremos el sistema ¢ 3x+2y—z2 = 1 .Es
dr+y+z = 1
1 -1 2 -1 -1 2
A=1|3 2 -1|=0, Ay=]1 2 —1|=-3.
4 1 1 1 1 1

Luego el sistema es incompatible.

z+ty+z =1 r+y+z = 1
3. Consideremos los siguientes sistemas ¢ *+y+2z = 1 y< z+y+2z = 0 .En ambos casos
r+y+z = 1 r+y+z = -1

es A = Ay = Ay = Ag = 0, pero es claro que el primer sistema es compatible indeterminado y el
segundo es incompatible. Esto ejemplifica la dltima afirmacién del método de Cramer.

Observacion 3.3.4. El método de Cramer no es muy eficiente como forma de resolver un sistema de ecua-
ciones, ya que en general es mas rapido escalerizar que calcular determinantes. Sin embargo tiene algunas
ventajas para fines tedricos y cuando se quiere estudiar un sistema de ecuaciones que involucra parametros,
ya que “limpia” los calculos. En la seccion siguiente veremos también que el método de Cramer es 1til para
el estudio de la dependencia lineal en espacios vectoriales.

SRecordar que un sistema es homogéneo si todas sus ecuaciones aparecen igualadas a cero. Ver la seccién 1.2.
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Capitulo 4

Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales generalizan el plano y el espacio, y permiten trabajar en mayores dimensiones.
Es una estructura muy general, que tiene aplicaciones en la mayoria de las areas de la matematica.

4.1.

Definiciones y propiedades basicas

Un espacio vectorial es un conjunto V en el cual estan definidas dos operaciones

VxV35v RxV 5V
(u,v) wu+v’ (a,v)—>a-v

que llamamos suma y producto por escalar, que verifican las siguientes propiedades:

1.

2.

7.

8

u+ v = v+ u, para todo u,v € V (conmutativa);

u+ (v+w) = (u+v)+ w, para todo u,v,w € V (asociativa);

. Existe un elemento o € V tal que v+ 0 = 0 +v = v, para todo v € V (existencia de neutro);

. Para cada v € V existe un elemento u € V, tal que v +u = u + v = o, para todo v € V (existencia de

opuesto);

1-u = u, para todo u € V;

.a-(u+v)=a-u+a-v, para todo a € R, u,v € V;

(a+b)-v=a-v+b-v, para todo a,b € R, v € V;

a-(b-v)=(ab)-v, para todo a,b € R, v e V.

A los elementos de V les llamamos wvectores y en general los escribimos con las letras u, v, w, ..., mientras
que a los de R les llamamos escalares y los escribimos con las letras a, b, c, . ...

Ejemplos 4.1.1. 1. EI plano R?, el espacio R?, en general el espacio R™, n > 1, y las matrices M,,xn,

2.

3.

son espacios vectoriales con las operaciones vistas anteriormente.
El conjunto de los niimeros reales R es un espacio vectorial, con su suma y producto habituales.

Si ) # D C R es un subconjunto, entonces el conjunto Fun(D,R) de las funciones que van de D a R
es un espacio vectorial, definiendo la suma y producto por escalar en la forma usual: si f,g: D - R
son funciones y a € R, entonces f+¢g: D - Ry a-f: D — R son las funciones definidas por

(f+9)(x) = f(x) +g(x),  (a-)():=af(z),

para todo x € R.
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4. El conjunto de las sucesiones de ntumeros reales con la suma y producto por escalar usuales, tiene
estructura de espacio vectorial. Recordar que si = (Zn)nen € ¥ = (Yn)nen son dos sucesiones de
numeros reales y a € R, entonces las operaciones anteriores estan definidas por z + y := (2, + Yn)nen

ya-x:i= (axn>n€N-
Proposicion 4.1.2. En un espacio vectorial valen siempre las siguientes propiedades.
1. Existe un unico elemento o € V que verifica la propiedad 3 y se le llama el vector nulo de V.

2. Para cada v € V existe un dnico elemento en V que verifica la propiedad 4 y se le llama el opuesto
de v y lo escribimos —v. El opuesto queda caracterizado por verificar v + (—v) = (—v) +v = o.

Siu,v,w € V werifican u + v = u+ w, entonces v =w (cancelativa de la suma).
Para todo v € V wale 0-v = o.
Para todo a € R vale a -0 = o.

Sia€eR yu,v eV son tales que a-u=1v con a # 0, entonces u=a"" - v.

N S v e

Sia€eR yveV verifican a-v = o, entoncesa =0 o v =o. O
Se define la resta de dos vectores v y v mediante u — v := u + (—v).

Proposicién 4.1.3. La resta verifica las siguientes propiedades.
1. Valeu=v—w si y solo si u+ w = v, para todo u,v,w € V.
2. Vale —v = (—1) - v, para todo v € V.

3. Valea-(u—v)=a-u—a-v, para todo a € R, u,v € V. L]

Nota: Por comodidad de notacién, de ahora en adelante al producto por escalar lo vamos a escribir av en
vez de a - v. También a menudo abreviaremos “espacio vectorial” escribiendo solo “espacio”.

En lo que sigue V es siempre un espacio vectorial.

4.2. Subespacios
Definicion 4.2.1. Un subespacio de V' es un subconjunto W C V que verifica las siguientes propiedades:
oe W, wy, w2 € W = wy +we € W; a€e€R, weW =aweW.

La siguiente proposicién da una forma mas rapida de chequear la condicién de subespacio.

Proposicion 4.2.2. Sea W un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces W es un subespacio de V'
st y solo si se verifica
0e W, wy,wy €W, a € R= wy +aw, € W. [

Ejemplos 4.2.3. 1. En todo espacio V, los subconjuntos {0} y V' son subespacios. Todo subespacio de
V distinto de ellos se dice que es propio. El subespacio trivial es {o}.

2. En R?, toda recta que pasa por el origen, es decir todo conjunto de la forma W = {(z,y) € R? :
ax + by = 0} con a y b no simultdneamente nulos, es un subespacio.

3. En R3, toda recta y todo plano que pasen por el origen, son subespacios.

4. Las matrices triangulares superiores y las triangulares inferiores son subespacios del espacio de las
matrices cuadradas.
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5. Recordar que un polinomio es una funcién p : R — R de la forma p(z) = ag+ a1z + - - - + a,x™, en que
ag, af - - ., G, son numeros reales fijos. Si p es un polinomio de la forma anterior con a, # 0, entonces
decimos que p tiene grado m. Al conjunto de todos los polinomios lo escribimos R[z] y al conjunto
formado por el polinomio nulo y todos los polinomios de grado menor o igual a n lo escribimos Ry, [z].
Asi R, [z] € R[z] C Fun(R,R) son subespacios, para todo n =0,1,....

6. Si I es un intervalo abierto de R y escribimos
CI)={f:1—R: fescontinua} y D(I)={f:I—R: f esderivable},
entonces D(I) C C(I) C Fun(Z,R) son subespacios, para todo intervalo abierto I.
7. El espacio vectorial R no tiene subespacios propios.
8. Los siguientes subconjuntos de R? no son subespacios:
Wi={(z,y): z+y=1}  Wo={(z,9): zy=0}  Ws={(z,9): ©=20ey=>0}.
El interés en los subespacios viene dado por la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.4. Si W C V es un subespacio, entonces W es un espacio vectorial con las operaciones
de V restringidas a W. O

Luego todos los subespacios que vimos anteriormente son también ejemplos de espacios vectoriales.

Definicion 4.2.5. Una combinacion lineal de un conjunto finito vy, ..., v, de elementos de V, es un vector
de la forma aqvy + - - - + anvy, siendo a1, ..., a, escalares arbitrarios.

Dados v1,...,v, € V, consideremos el conjunto

[V1,...,0n] i={a1v1 + -+ apvn ¢ a1,...,a, € R}

es decir, [v1,...,v,] es el conjunto de todas las combinaciones lineales de vy, ..., v,.
Proposicién 4.2.6. Para todo vi,...,v, € V se cumple que [v1,...,v,] es un subespacio de V. Ademds,
todo subespacio W que contenga a vy, ..., v,, contiene también a vy, ..., v,]. Luego [vy, ..., v,] es el “menor”
subespacio de V' que contiene a vy, ..., Up. O
Definicién 4.2.7. El conjunto [v1,...,v,] se llama el subespacio generado por los vectores vi,...,v, 0
también el subespacio generado por el conjunto {v1,...,v,}.
Ejemplos 4.2.8. 1. Si v € R3 es un vector no nulo, entonces [v] = {tv: t € R} es la recta por el origen

que pasa por v.

2. Si u,v € R? son dos vectores no colineales, entonces [u,v] = {su +tv : s,t € R} es el plano por el
origen que pasa por u y v (o paralelo a u y v).

4.3. Dependencia lineal

Definicién 4.3.1. Sean vy, ..., v, elementos de V. Decimos que vy, ...,v, son linealmente dependientes y
que el conjunto {vy,...,v,} es linealmente dependiente (LD) si existen escalares no todos nulos aq, ..., a,
tales que ajvy + - - - + apv, = 0. En caso contrario decimos que vy, ..., v, son linealmente independientes y
que el conjunto {v,...,v,} es linealmente independiente (LI).

La combinacién lineal trivial de vy, ...,v, €s

Ovy + -+ - + 0v, = 0.

Luego {v1,...,v,} es LI si y solo si la tnica combinacién lineal de vy, ..., v, que da el vector nulo es la
trivial, y es LD si y solo si existe una combinacién lineal no trivial de vy, ..., v, que da el vector nulo.
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Observaciones 4.3.2. 1. Si en un conjunto X = {vy,...,v,} se cumple que existe algin ¢ tal que v; = o,
entonces X es LD.

2. El conjunto {v} es LD si y solo si v = o.

3. El conjunto {u,v} es LD si y solo si existe un escalar a tal que u = av 0 v = au (esto es un caso
particular del siguiente resultado).

Proposicién 4.3.3. Un conjunto {vi,...,v,} es LD (n > 2) si y solo si existe algin vector v; que es
combinacion lineal de los restantes vi,...,V;—1,Vit1,.-.,Un. O

Ejemplos 4.3.4. 1. Consideremos el conjunto X = {(—4,1), (1,1), (1,—1)} C R2. Para estudiar su
dependencia lineal, tenemos que ver si la tnica solucién de la ecuacion

a—4b+c¢ =

0
a(l,—1) +b(—4,1) +¢(1,1) = (0,0) < { vt bic = 0
es la trivial. Operando, obtenemos que la solucién del sistema es a = %b, c = %b v b queda libre.
Luego el sistema es compatible indeterminado y por lo tanto X es LD. Observar que tomando b = 2

obtenemos (a, b, c) = (5,2, 3). Luego vale
5(17 _1) + 2(_47 1) + 3(1a 1) = (07 O)

A partir de esta férmula vemos que podemos escribir cualquier vector de X como combinacién de los

restantes; por ejemplo
-2 -3
1,-1) = —(—4,1 —(1,1).
( ? ) 5 ( ? )+ 5 ( ? )

2. Sea X = {(1,1,1), (1,2,1), (2,3,3)} C R3. Para estudiar su dependencia lineal, planteamos la ecuacién
a(1,1,1) +b(1,2,1) + ¢(2,3,3) = (0,0,0). (4.1)

El conjunto X es LI si y solo si la tnica solucién de (4.1) es la trivial a = b = ¢ = 0. La ecuacién (4.1)
equivale al sistema homogéneo
a+b+2c = 0
a+2b+3c = 0
a+b+3c = 0
11 2
Calculando el determinante de la matriz asociada al sistema obtenemos |1 2 3| = 1. Luego el teorema
11 3
de Cramer implica que la Unica solucién que admite el sistema es la trivial, y por lo tanto X es LI.

3. Sea X = {(2,1,3), (-1,3,2), (1,11,12)} C R3. Razonando como en el caso anterior, planteamos la

ecuaciéon
a(2,1,3) + b(—1,3,2) + ¢(1,11,12) = (0,0,0), (4.2)
y X es LI si y solo si la unica solucién de (4.2) es la trivial. La ecuacién (4.2) equivale al sistema
homogéneo
2a —b+c = 0
a+3b+1lc = 0
3a+2b+12¢ = 0
2 -1 1
Calculando el determinante de la matriz asociada al sistema obtenemos |1 3 11| = 0. Luego el
3 2 12

teorema de Cramer implica que el sistema admite alguna solucién no trivial, y por lo tanto X es LD.
Para obtener la combinacién lineal no trivial hay que resolver el sistema. Realizando los cdlculos se
obtiene que una solucion es

2(2,1,3) + 3(—1,3,2) — (1,11,12) = (0,0,0),
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4. Sea X = {1, 1+ =, 1+x+ 2} C Ry[z]. Si escribimos la combinacién lineal
al +b(l+z)+c(l+z+2?) =0,

entonces reordenando obtenemos

a+b+c = 0
a+btc+(b+ezt+ca’=0 = b+c = 0
0

Claramente la tnica solucion del sistema es la trivial, por lo tanto X es LI.

5. Es facil de probar que la base canénica {i,j,k} de R? es un conjunto LI.

6. Generalizando el caso anterior, también es ficil de probar que el conjunto {e1, ez, - ,e,} C R™ es LI,
siendo
€1 = (1707 70)7 €2 = (0717 7O>7 o, Ep = (0707 71)
Proposicién 4.3.5. Sean A = {v1, -+ ,on} y B={v1, -+ ,Un,Vns1, "+ ,Um}, con m > n. Entonces:

1. Si A es LD, entonces B es LD.

2. Si B es LI, entonces A es LI O

El siguiente resultado nos da una condicién para “agrandar” un conjunto LI y que siga siendo LI.
Proposicién 4.3.6. Si {v1, - ,v,} es LI y vp41 ¢ [v1,...,vn], entonces {vi,--+ v, Upt1} es LL

Dem. Sean aq,...,a,4+1 escalares tales que ajvy + -+ + apvp + Apr1Vpe1 = o. Si fuese any1 # 0,
entonces podriamos despejar v,41 de la igualdad anterior y obtendriamos que v,11 es combinacion lineal
de v1,--- ,v, en contra de nuestras hipétesis. Luego es an,+1 = 0 y por lo tanto vale ajvy + - - - + apv, = o.
Como {vy, - ,v,} es LI, deducimos que es a; = - -+ = a,, = 0. Luego ay,...,an,an+1 son todos nulos. [

4.4. Generadores y bases

Definicién 4.4.1. Sea B = {v1,...,v,} un subconjunto de V. Decimos que B es un conjunto generador de
V si todo vector de V' se puede escribir como combinacién lineal de vy, ..., vy, es decir si [vy,...,v,] = V.
Si ademas B verifica que todo vector de V se escribe en forma tinica como combinacién lineal de v, ..., vy,

entonces decimos que B es una base de V.

Ejemplo 4.4.2. Consideremos los siguientes subconjuntos del espacio R?:

Bi = {(27 _4)7 (_376)}7 By = {(172)}7 Bs = {(172)7 (17 1)7 (_375)}7 By = {<172)7 (27 1)}
Los conjuntos B; y B2 no son generadores, B3 es generador pero no es base y By es base.
Proposicion 4.4.3. Un conjunto B es una base de V' si y solo si B es un conjunto generador y es LI. [

Ejemplo 4.4.4. Consideremos el espacio vectorial V = {(:U, y,2) ER3: 20 +y+2= 0} (es un plano que
pasa por el origen de R3). Si (x,y,2) € V, entonces 2z +y + z = 0 y por lo tanto z = —2x — y. Luego
podemos escribir

(x,y,2) = (z,y, -2z —y) = (2,0, —2x) + (0,y, —y) = =(1,0,—2) + y(0,1, —1).

Esto nos dice que el conjunto B = {(1,0,—2), (0,1,—1)} es un generador de V (notar que (1,0,—-2) y
(0,1,—1) pertenecen a V, como se deduce tomando (z,y) = (1,0) o (x,y) = (0,1), respectivamente).
Ademis es facil de probar que B es LI, luego B es una base del plano V.

En algunos espacios en que trabajamos habitualmente, hay ciertas bases estandar a las que se les suele
llamar la base candnica del espacio. En los siguientes ejemplos se describen estas bases.

33



Ejemplos 4.4.5. 1. La base candnica de R™ es el conjunto B = {e1,ea, - ,e,} definido en el ejemplo
4.3.4.6. Notar que las bases canénicas {i,j} de R? y {i,j,k} de R3, son casos particulares de esta

construccion.
2. La base canénica de R, [z] es el conjunto {1,z,...,z"}.
3. La base candnica de My,xn, es el conjunto {e;; : i =1,...,m, j =1,...,n}, donde e;; es la matriz

m X n que tiene todas sus entradas nulas, salvo la entrada (7,j) que vale 1. Por ejemplo, la base
canénica de My = Maxo es B = {e11, €12, €21, €22}, siendo

Lo (L Oy o _(0ry 00y (00
11—007 12—007 21—107 22—01-

Teorema 4.4.6. En un espacio vectorial, la cantidad de elementos de un conjunto LI siempre es menor o
igual que la cantidad de elementos de un conjunto generador.

Dem. Sea A = {vi1,...,v,} un conjunto LI y G = {wy,...,wy,} un conjunto generador del espacio V.
Queremos probar que es n < m.

Como v1 € V y G es generador de V', entonces existen ay, ..., a, € R tales que v1 = ajwy + - + amWp,.
Si fuesen a; = - -+ = a,, = 0, entonces seria vy = o, pero esto es imposible porque v; € Ay A es LI. Luego
alguno de los escalares es no nulo. Eventualmente reordenando los elementos de G, podemos suponer que es
a1 # 0. Luego

1 —ay —am
U1 = a1wi + awy + - - + apW, = w1:;UI+ T wy + -+ W

1 1 ay
Veremos que G; := {vy,wa, ..., wy} es un conjunto generador de V. Sea v € V' un vector arbitrario. Como
G es un conjunto generador de V, entonces existen by,..., b, € R tales que v = bywy + - - - + by wy,. Luego

1 - —Um
U=b1<v1+<a2>w2+'-~+( a >wm>+b2w2+"'+bmwm

ai ai a1
:b1U1+<bz—b1a2>w2+'--+<bm—b1am>wm-

a a a

Esto muestra que todo vector de V' se puede escribir como combinacion lineal de G;.

La prueba sigue por induccién. Partimos de que existe k > 1 tal que Gg := {v1, ..., Vg, Wiy1, ..., W} €8

un conjunto generador de V. Como vg+1 € V' y G es un conjunto generador, entonces existen ¢, -+ , ¢y, € R
tales que

Ukl = C1U1 + -+ + Uk + Chp1Whp1 + -+ + CpWp- (4.3)

Si fuese cx11 = -+ = ¢, = 0, entonces serfa vy = c1v1 + -+ - + cxvg, contradiciendo que A es LI. Luego

existe algtin ¢, con k+ 1 < i < m tal que ¢; # 0. Como antes podemos suponer que es cx11 # 0, y por lo
tanto podemos despejar wg41 de (4.3) obteniendo

—c —c 1 —c —c
Wit = <1> vp (’“) Uk+vk+1+< k+2>wk+2+---+< m)wm. (4.4)
Ck+1 Ck+1 Ck+1 Ck+1 Ck+1

Veremos que Gii1 := {v1, ..., V%, Ukt1, Wkt2, .- ., Wp } s un conjunto generador de V. La idea de la prueba
es la misma que antes. Para simplificar la notacién, la férmula (4.4) la escribiremos

Wiy1 = d1v1 + -+ + dpvg + dpp1 V41 + dppoWigo + - -+ dpwi.

Sea v € V un vector arbitrario. Como Gy es un conjunto generador de V', entonces existen z1,...,T, € R
tales que v = zjv1 + - - + TRUE + Tpr1Wit1 + - - + TpWpy,. Luego

v =201 + -+ TpUg + T (d1vr + -+ dpvg + dpp1Vk1 + dppoWig + o F dpwm) + -0+ Twn,
= (21 + 2pq1dr) v1 + -+ (@ + T dy) Vi + Tpp1dip11Vk 41 + (Thp1dip2 + Thgo) Wego + -+
+ (Xpr1dm + Tm) Wi

Esto muestra que todo vector de V' se puede escribir como combinacién lineal de Ggy1.
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Luego probamos que para cada k = 1,2,... se cumple (eventualmente reordenando los elementos de G)
que Gr, = {v1,..., Uk, Wkt1,..., Wy} es un conjunto generador de V. Si fuese n > m, entonces podriamos
sustituir todos los elementos de G por elementos de A para obtener que el conjunto G,,, = {v1, ..., v, } genera
a 'V, siendo A = {v1,...,Um, Vm+1,-..,Un}. Pero esto es imposible porque en ese caso el elemento vy, +1 € A
seria combinacién lineal de v, ..., v, contradiciendo que A es LI. Luego necesariamente es n < m. O

Corolario 4.4.7. Si By = {v1,...,v,} y B = {w1,...,wn} son dos bases de V, entonces n = m. O

Definicién 4.4.8. Si un espacio vectorial V' admite una base B = {vi,...,v,}, entonces diremos que V
tiene dimension finita y que la dimension de V es n, lo cual escribimos dim(V) = n. En caso contrario
diremos que V' es de dimension infinita. Si V' es el espacio trivial V' = {0}, entonces definimos dim V' = 0.

En los ejemplos que siguen usamos las notaciones de los ejemplos 4.4.4 y 4.4.5.
Ejemplos 4.4.9. Espacios de dimensién finita.

1. El conjunto {ej, e, -+ ,e,} es base de R", luego dim(R"™) = n, para todo n.

2. El conjunto {1,...,z,2"} es base de R,[z], luego dim(R,[z]) = n + 1, para todo n.

3. El conjunto {e;; : i =1,...,m, j=1,...,n} es base de M,xy, luego dim(Mp,x,) = mn, para todo
m,n.

4. El conjunto B = {(1,0,-2), (0,1,—1)} es base del plano V = {(z,y,2) € R¥: 2z +y+ 2 =0}, luego
dim(V) = 2.

Ejemplos 4.4.10. Ejemplos de espacios que tienen dimensién infinita son: los polinomios R[z], las funciones
continuas C'(I) y las funciones derivables D(I), I intervalo abierto de R.

Nota: De ahora en adelante asumiremos siempre que los espacios con los que estamos trabajando son de
dimensién finital.

Proposiciéon 4.4.11. En un espacio vectorial siempre vale que la cantidad de elementos de un conjunto LI
es menor o igual que la dimension del espacio y que la cantidad de elementos de un conjunto generador es
mayor o igual a la dimension del espacio. O

Proposicién 4.4.12. Sea V un espacio de dimension n y A = {vi,...,vn} un subconjunto LI de V.
Sabemos que es m < n.

1. Sim < n, entonces existen vpyy1,...,v, €V tales que B = {v1,...,Vm, Um+t1,...,Un} €s base de V.
2. Sim =n, entonces A es base de V.

Dem. (Idea de la prueba.) Sim < n entonces A no puede ser base de V', y por lo tanto no es un conjunto
generador de V. Luego existe un vector v,,+1 € V tal que vy 41 € [v1, ..., vn]. Aplicando la proposicién 4.3.6
deducimos que {v1,...,Vm, Umt1} es LI. Si m 4+ 1 = n, entonces ya terminamos. Si m + 1 < n repetimos
el razonamiento con {vi,...,Un, Umt+1} en lugar de A y asi seguimos. La misma idea sirve para probar la
segunda parte de la tesis. O

Proposicién 4.4.13. Si G = {v1,...,Um, Umt1} es un conjunto generador de V y vp41 es combinacion
lineal de vy, ..., vy, entonces G' = {v1,...,vm} es también un conjunto generador de V. 0

Proposicion 4.4.14. Sea V un espacio de dimension n y G un conjunto generador de V' con p elementos.
1. Si p > n, entonces existen n elementos vy, ...,v, de G, tales que G' = {v1,...,v,} es base de V.

2. Sip=mn, entonces G es base de V.

Va a ser claro que muchas de las definiciones que veremos se aplican también a los espacios de dimensién infinita, pero como
los espacios que nos interesan son los de dimensién finita, ponemos esta hipétesis general para no tener que estarla aclarando
en los resultados que solo tienen sentido o solo valen para dimensién finita.
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Dem. Si p > n, entonces G es LD y por lo tanto tiene algin vector que es combinacién lineal de los
restantes. Aplicando la proposicién anterior obtenemos un generador contenido en G con un elemento menos.
Luego se sigue repitiendo el proceso. Con la misma idea se prueba la segunda parte. OJ

Ejemplo 4.4.15. El conjunto G = {(1,0), (2,0), (0,1)} es un generador de R?. Los conjuntos {(1,0), (0,1)}
v {(2,0), (0,1)} estdn contenidos en G y son bases de R2. Observar que el conjunto {(1,0), (2,0)} esta
contenido en G, pero no es base de R2.

Corolario 4.4.16. Sea V un espacio de dimension n y A un subconjunto de V que tiene n elementos.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

s A es un conjunto generador de V;
= A es un conjunto LI;
= A es una base de V. O

Ejemplo 4.4.17. Consideremos el espacio Ro[z] y el conjunto A = {1, 1 +z, 1+ x + 22} C Ry[x]. Es facil
de probar que A es LI, y como tiene 3 elementos y dim Ry[z] = 3, deducimos que A es base de Rg[z].

La siguiente proposicion nos da un criterio simple para saber si un conjunto es base de R™.

Proposicién 4.4.18. Sea B = {v1,...,v,} un subconjunto de R"™ y sea A el determinante de la matriz

nxXn cuyas columnas son los vectores vy, ..., v, escritos verticalmente. Si A # 0, entonces B es base de R™.
ail -+ Glin

Dem. Sean vi = (aj1,...,an1), "+, Vp = (Any-- - ann) ¥y A = : S| Sixg,..,x, €R
(2273 N ¢ 2777

verifican xivy + - - - + T,v, = 0, entonces es

aj1ry +--+apmr, = 0
21(a11y .- yan1) + - F xp(@in, -« yann) = (0,...,0) <

ap1T1 + -+ appty, = 0

Como es det(A) = A # 0, entonces el método de Cramer implica que el sistema anterior es compatible
determinado y por lo tanto la tnica solucién que admite es la trivial z; = --- = x, = 0. Esto implica que B
es LI, y como tiene n vectores, del corolario anterior se deduce que B es base de R". Ul

Proposicion 4.4.19. 5i V es un espacio de dimension finita y W es un subespacio de V', entonces W es
un espacio de dimension finita y dim(W) < dim(V).

Dem. Si W es el subespacio trivial, el resultado es obvio. Supongamos ahora W # {o}. Sea A =
{wy,...,wy} un subconjunto LI de W. Entonces m < dim(V). Si A es generador de W, entonces ya
esta probado. Si no, entonces existe w,+1 € W que no es combinacién lineal de wi, ..., w, y por lo tanto
Ay = {wi, ..., Wy, Wyt1} es también un subconjunto LI de W. Luego seguimos iterando este procedimiento,
y es claro que en algin momento se termina. O

Subespacios de R? y de R3. Lo que interesa es determinar los subespacios propios (los otros son obvios).

Subespacios propios de R%. Como dim (RQ) = 2, si W es un subespacio propio de R?, entonces dim(W) =
1. Luego W = {tv : t € R}, con 0 # v € R?, es una recta que pasa por el origen.

Subespacios propios de R?. Como dim (R3) = 3, si W es un subespacio propio de R3, entonces dim(W) =
1,2. Si dim(W) = 1, entonces W = {tv : t € R}, con 0 # v € R3, es una recta que pasa por el origen; si
dim(W) = 2, entonces W = {tu + sv : t € R}, con {u, v} C R? un conjunto LI, es un plano que pasa por
el origen.
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4.5. Suma directa

Sea V' un espacio vectorial y Wy, Wa dos subespacios de V. Definimos su interseccion W1 NWs y su suma
W1 + Ws, mediante

WlﬁWQ::{’UGV: UEle’UGWQ}, W1+W2::{w1+w2: wy € W, WQGWQ}.

Proposicion 4.5.1. Si W1, Wy son dos subespacios de V', entonces W1 N Wy y W1 4+ Wy son también
subespacios de V. O

Observacion 4.5.2. Dados dos subespacios W1, Wa, su interseccion W1 MWy es el mayor subespacio contenido
en Wy y Wy, mientras que Wi 4+ Wy es el menor subespacio que contiene a Wy y Wa.

Ejemplos 4.5.3. Consideremos el espacio R3.
1. Si Wi ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy) y W2 = {(z,y,2) : y =0} (plano Oxz), entonces

WinWy={(z,y,2) : y=2z=0} (eje Ox), Wi+ Wy = R3,

2. SiWy ={(z,y,2) : y=2=0} (eje Ox) y Wo = {(z,y,2) : =2 =0} (eje Oy), entonces
Wi N Wy ={(0,0,0)}, Wi+ Wy ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy).
Definicion 4.5.4. Sean Wy, W5 dos subespacios de un espacio V. Decimos que un subespacio U de V es
suma directa de Wy y Wo y escribimos U = W & Wy si se cumple U = Wy + Wo y Wi N Wy = {o}.

Ejemplo 4.5.5. Si consideramos los ejemplos 4.5.3, deducimos del primero que el espacio R? es suma del
plano Oxy con el plano Oxz, pero esta suma no es directa, y del segundo que el plano Oxy es suma directa
de la recta Ox y la recta Oy.

Proposicion 4.5.6. Si Wy, Wy son dos subespacios de V', entonces V.= Wy @& Wy si y solo si todo vector
de V' se escribe en forma tunica como suma de un vector de Wi con uno de Ws. O

Proposicién 4.5.7. Sean W1, Wy dos subespacios de V' tales que V.= W1 @& Wa. Si By = {v1,...,un} ¥
By = {w1,...,wn} son bases respectivas de W1 y Wa, entonces su unidn

B={v,...,0p,w1,..., Wy}
es una base de V. ]
Corolario 4.5.8. Sean W1, Wy dos subespacios de V tales que V = W7 & Wy. Entonces
dimV =dim Wy +dim W,. 0O

Corolario 4.5.9. Sean W1, Wy dos subespacios de V' tales que W1 N Way = {o}.
Si dim V' = dim Wy + dim Ws, entonces V = W1 & Ws. O

Este udltimo corolario nos da un método facil para probar que un espacio es suma directa de dos subes-
pacios dados.

Ejemplo 4.5.10. Consideremos el espacio R? y los subespacios
Wi={(@y2): 20+y+2=0} vy Wo={(@y2): y=2=0}
Si (z,y,2) € W1 N Wa, entonces vale

{2w+y+z:0 = z=y=2=0 = (z,y,2)=(0,0,0).

y:z:o

Luego W1 N Wy = {(0,0,0)}. Por otro lado W; es un plano y Wy una recta, asi que es dimW; = 2 y
dim Wy =1 y por lo tanto dim W, +dimWy =2+1=3 = dim R3; luego R? = W, @ W,.
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Observacion 4.5.11. Dados dos subespacios W1, Wy de V', no alcanza con que valga dim V' = dim W7 4+dim W
para que la suma sea directa, hay que probar que también vale W7 N Wy = {o}. Por ejemplo, si el espacio
es R? y consideramos los subespacios

le{(l‘,y,z): ZZO} y WQ:{(:‘U’Z%Z): y:z:()}’

entonces W7 es un plano y Ws una recta, y por lo tanto dim W; + dimWs =2+ 1 =3 = dim R3. Pero W,
esta contenido en Wy, luego Wy + Wo = W C R3 y por lo tanto no puede ser Wy @& Wy = R3.

Observacion 4.5.12. La suma directa de dos subespacios se generaliza a una cantidad finita cualquiera de
subespacios (y también para infinitos subespacios), pero esta construccién es un poco mas complicada que
en el caso en que son solo dos y no la vamos a desarrollar en estas notas. Quien esté interesado en el tema,
puede leerlo en las paginas 265-267 de [F].

4.6. Coordenadas y cambio de base

Definicién 4.6.1. Sea V un espacio y B = {v1,...,v,} una base ordenada de V', es decir una base para
la cual fijamos un orden de sus elementos. Sabemos que si v € V, entonces existen unicos x1,...,T, € R
tales que v = z1v; + - -+ + x,v,. En este caso escribimos coordp(v) = (z1,...,2,) y decimos que la n-upla
(x1,...,2,) € R™ son las coordenadas del vector v en la base B.

En lo que sigue de esta seccién supondremos siempre que las bases son bases ordenadas.

Ejemplos 4.6.2. 1. El conjunto By = {(1,1), (1,—1)} es una base de R2. Si (z,y) € R?, es

r+y
2

(1,1) +

x — T+Y T—
() = (-1 = coordgl(x,y):< ) y)

2 72
2. Si ahora consideramos la base By = {(1,—1), (1,1)} de R%. Si (z,y) € R?, es

r—y T+y

2

(z,y) = (1,=1) +

(1,1) = coordBQ(x,y):<x_y $+y>

2 72

Notar que By y By coinciden como conjuntos, pero no como conjuntos ordenados. Por eso es que las
coordenadas en la base By son distintas que en la base Bs.

3. Si ahora B es la base canénica {(1,0), (0,1)} de R?, entonces
(2,9) = 2(1,0) +9(0,1) = coords(z,y) = (x,y), V(z,y) € R”.

Luego las coordenadas de un vector en la base canénica de R? coinciden con el propio vector. Esta es
la gran ventaja de trabajar con la base canénica frente a otra base.

4. Generalizando el caso anterior, es inmediato observar que si B = {ej,...,e,} es la base canénica de
R™, entonces coordg(z1,...,2s) = (z1,...,%s), para todo (z1,...,x,) € R™.
5. Si consideramos la base canénica B = {1, z,...,z"} de R,[z], entonces
coordp (ao +a1x+ asz® + -+ anx”) = (ag, a1, az, -+ , ap) € R

para todo polinomio ag + a12 + asx? + - - + a,z™ € R, [z].

A continuacién veremos cémo se relacionan las cordenadas de un mismo vector en dos bases distintas.
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Antes introducimos una notacién. Si vy,...,v, son vectores de R™, entonces [v1]---|vy,] es la matriz
m X n obtenida escribiendo los vectores v1, ..., v, en forma vertical. En este caso decimos que v, ..., v, los
pensamos como vectores columna, es decir como matrices mx 1. Por ejemplo, si v; = (1,2,3) y vo = (0, —4,5),
entonces

1 0
[U1|’U2] = 2 —4
3 95
Sean B = {vy,...,vp} y C = {wy,...,w,} dos bases de un mismo espacio V. Consideremos la matriz
cuadrada ¢[Id]p € M,, definida por
c[Id]g = [coorde(v1) | coorde(va) | - - - | coorde (vy,)]
en que coorde(vy), coorde(v2), - -, coorde(vy,) son las coordenadas en la base C de los vectores de la base B
escritos en forma vertical; es decir, si
ail -+ Qln
V1 = a11w1 + a21W2 + - -+ Gp1Wnp coorde(v1) = (a11,a21, ..., an1) Aol -+ ag
n
= = C[Id]B =
Up = A1pW1 + A2pW2 + « - - + AppWy, COOI‘dc(Un) = (a1n7 az1y ..., ann)
ap1 - Qpp

La matriz ¢[Id]s se llama la matriz de cambio de base? de B a C.

Proposicién 4.6.3 (Férmula de cambio de base).
Sean B y C dos bases de un mismo espacio V. Si v es un vector de V', entonces las coordenadas de v en las
bases B y C se relacionan mediante

coorde(v) = ¢[Id]g coordp(v). (4.5)
En la formula anterior se entiende que coorde(v) y coordg(v) son vectores columna. O

Ejemplo 4.6.4. Consideremos el espacio R? y la base B = {(5,2), (2,1)}. Si escribimos un vector genérico
(x,y) en funcién de la base B obtenemos

(z,y) = (x — 2y)(5,2) + (—2x + 5y)(2,1) = coordp(z,y) = (x — 2y, —2z + 5y).

Consideremos ahora la base C = {(2,1), (1,1)}. Si escribimos los elementos de B como combinacién lineal
de la base C obtenemos

(5,2) = 3(2,1) — (1,1), (2,1)=(2,1)+0(1,1) = coorde(5,2) = (3,~1), coorde(2,1) = (1,0).

Luego la matriz de cambio de base de B a C es

clld]g = (coorde(5,2) | coorde(2,1)) = <_31 (1)) .

Usando la férmula anterior, las coordenadas de un vector genérico (x,y) en la base C se obtienen aplicando
la férmula de cambio de base

3 1 -2 _
coorde(z,y) = ¢[Id]g coordg(x,y) = <_1 0> <_x2$ +y5y> _ <_ﬂj: +y2y>

Luego
coorde(z,y) = (z —y, —z+2y) = (z,y)=(z—y)(2,1)+ (—z+2y)(1,1).

De esa forma, conociendo las coordenadas de un vector en la base B y la matriz de cambio de base de B a
C, obtuvimos las coordenadas del vector en la base C.

2Cuando estudiemos matrices asociadas a transformaciones lineales, va a quedar claro porqué es que a la matriz de cambio
de base de B a C la escribimos de la forma ¢[Id]s.
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Ahora veremos c6mo se relacionan las matrices de cambio de base ¢[Id]g y g[ld]¢. Para eso necesitamos
el lema siguiente.

Lema 4.6.5. Si una matriz cuadrada A € M, verifica Av = v para todo v € R™ (v wvector columna),
entonces A =1.

Dem. Dada A € M,,«,, es facil de probar que la columna, i-ésima de A es la matriz columna Ae;, siendo
{e1,...,en} la base canénica de R™. Entonces como vale Ae; = e;, para todo i = 1,...,n, deducimos

A=[Aeq|---|Aey] =[e1] - len] =1. O

Proposicion 4.6.6. Sean B y C dos bases de un mismo espacio V. Entonces la matriz de cambio de base
clld]g es la inversa de la matriz de cambio de base g[ld]c.

Dem. Sea v € V. Entonces
coordg(v) = p[lId]¢ coorde(v) = g[ld]e (¢[ld]s coordp(v)) = (g[Id]c ¢[Id]g) coordp(v).

Como {coordg(v) : v € V} =R", entonces el lema 4.6.5 implica que es p[ld]¢ ¢[Id]g = I,. Luego se aplica
el corolario 3.2.19. O

Ejemplo 4.6.7. Consideremos el espacio R? y la base C = {(1,1), (1, —1)}. Vanos a ver cémo escribir
un vector genérico (z,y) como combinacién lineal de la base C, sin tener que resolver ningun sistema de
ecuaciones. Sabemos que las coodenadas de (z,y) en la base canénica B = {(1,0), (0,1)} son coordp(z,y) =
(x,y). Luego la matriz de cambio de base de C a B es

[ld]e = (coordp(1,1) | coordg(l, —1)) = <1 _11> .

Notar que la primer columna de la matriz g[Id|¢ es el primer vector de la base C escrito en forma vertical y
lo mismo sucede con la segunda columna. Entonces la matriz de cambio de base de B a C es

dmw—@mmr“—ﬁ j)l—<¥§.ﬂz>

Luego la férmula de cambio de base (4.5) nos dice que para todo (z,y) € R? es

= (5 ) () (5)

Tty ==y
2

es decir coorde(z,y) = ( , T) y por lo tanto vale

T+ Y

(.Z',y) =

para todo (z,y) € R2.

Ejemplo 4.6.8 (Giro de coordenadas). Este ejemplo estd pensado en las aplicaciones fisicas del cambio de
coordenadas, asi que para los vectores usaremos una notacién mas al estilo de fisica.

Trabajaremos el plano R2. Sea B = {i, j} la base canénica de R?. Queremos saber cémo cambian las
coordenadas cuando rotamos nuestro sistema de coordenadas un dngulo 6 en sentido positivo (antihorario).
El nuevo sistema de coordenadas va a tener una base C = {ig, jg}, en que ig y jg son los rotados de i y j,
luego

igp =cosfi+senfj, jo= —senfi—+cosbj. (4.6)

Si consideramos un vector arbitrario v, entonces v va a tener ciertas coordenadas (z,y) en la base B y otras
coordenadas (X,Y") en la base C, es decir

v=xi+ yj y v = Xig+ Yjp.
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Lo que queremos saber es cémo es que se relacionan (z,y) con (X,Y). Con las notaciones de esta seccidn,
es coordp(v) = (x,y) y coorde(v) = (X,Y). La matriz de cambio de base de B a C la deducimos usando las
férmulas (4.6):

-1
B[Id]cz<cos9 —sen9> N c[Id]B:<COSG —5en0> :(cose sen9>'

senf)  cosf senf)  cosf —senf cosd

Luego la férmula de cambio de base nos dice que vale

(X)_ < cos @ sen9> (x) N X =xcosf + ysenb

Y —senf cosf Y Y = —zsenf + ycosb

Estas tultimas férmulas son las que estabamos buscando. Nos dicen que si la expresién de v en la base
canénica B es v = zi + yj, entonces su expresién en la base C es

v=(xcosh +ysenh)ig+ (—zsend + ycosf)jp.
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Capitulo 5

Transformaciones lineales

En esta seccion estudiaremos las funciones entre espacios vectoriales que preservan la estructura lineal.
Como antes, asumiremos siempre que los espacios vectoriales son de dimension finita, aunque va a ser claro
que varias de las definiciones y resultados valen en general.

5.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicion 5.1.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales. Una funciéon T : V. — W es una transformacion
lineal si verifica:

» T(u+v)=T(u)+T(v), para todo u,v € V;
» T(av) = aT(v), paratodoa e Ry v e V.

La siguiente proposicién da una forma rapida para chequear si una funcién entre dos espacios es una
transformacién lineal.

Proposicion 5.1.2. Sean V y W dos espacios vectoriales. Una funcion T : V — W es una transformacion
lineal si y solo si verifica:
T(au+v) = aT(u) + T(v),

para todo u,v €V ya € R . 0

Ejemplos 5.1.3. Ejemplos de transformaciones lineales.

1. La funcién nula T : V — W definida por T(v) = 0, para todo v € V (V y W son dos espacios
vectoriales arbitrarios).

2. La funcién identidad Id : V' — V definida por Id(v) = v, para todo v € V' (V es un espacio vectorial
arbitrario).

3. Simetria respecto al eje Ox. La funcién T : R? — R? definida por T(z,y) = (x, —y), para todo
(z,y) € R%.

4. La funcién T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z + vy, © — y, 3y), para todo (x,y) € R2.

5. La funcién T : R? — R? definida por T'(z,vy,2) = (z,y), para todo (z,y, z) € R3, es la proyeccion de
R3 sobre R2.

6. La funcién T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z,y,0), para todo (x,y) € R?, es la inclusion de R?
en R3.

7. La funcién T : My, xpn — My definida por T(A) = A? (la traspuesta), para todo A € My, xp.
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Los siguientes son ejemplos de transformaciones lineales en espacios de dimension infinita.

8. Si I C R es un intervalo abierto y C*°(I) := {f : I — R : f es derivable de todos los érdenes},
entonces la funcién T : C°°(I) — C°°(I) definida por T'(f) = f’ (la derivada) es una transformacién
lineal.

9. Si [a,b] es un intervalo cerrado de R y consideramos C([a,b]) := {f : [a,b] = R : f es continua},
entonces 1" : C([a,b]) — R definida por T'(f) = ff f(z) dz es una transformacion lineal.

La siguiente proposicién resume las propiedades béasicas de las transformaciones lineales.
Proposicién 5.1.4. Sea T : V — W una transformacion lineal. Vale lo siguiente.
1. Siay,...,ap €Rywvy,...,vp €V (n=1,2,...), entonces
T(aivr + -+ apvy) = a1T(v1) + -+ + an T (vy). (5.1)
2. T(0) =0 (la imagen por T del vector nulo de V' es el vector nulo de W ). O

Notar que de la férmula (5.1) se deducen las siguientes igualdades
T(—v) = —T(v), T(u—1v)="T(w)—T(),

para todo u,v € V.

Observacion 5.1.5. A cada matriz A € M,,«, le podemos asociar una funcién L4 : R™ — R™, definida por
L4(v) = Awv, para todo v € R™. En la férmula anterior se entiende que el vector v en Av estd escrito como un
vector columna (para poderlo multiplicar por la matriz A) y el resultado Av es también un vector columna;
mas formalmente Av es el producto de la matriz A € M., «x» por la matriz columna v € M, «1 y su resultado

es la matriz columna Av € M,,x1. Explicitamente, si A = (a;;) y v = (x1,...,2y), entonces
1 ailr - Qln 1 a1171 + -+ + A1
Lal i |=1|: ] = :
In Gm1 - Gmn In Am1T1 + ** + QpnTpn
es decir
La(zy,...,zp) = (a1121 + -+ @1nTny -y Qi1+ -+ + QGnTy),
2 3
para todo (z1,...,2,) € R™. Por ejemplo, si A= [1 2 |, entonces L : R? — R? estd definida por
0 -1
2 3 2z + 3y
x x
LA(>: 1 2 <>: T+ 2y =  La(z,y) = 2z + 3y, = + 2y, —y).
y 0 1) \W y

Volviendo al caso general, notar que para toda matriz A € M,,«, vale
Lj(au+v) = A(au +v) = A(au) + Av = a(Au) + Av = aLa(u) + La(v),

para todo a € R, u,v € R”; luego L4 : R™ — R™ es una transformacién lineal.

El siguiente resultado muestra que toda transformacién lineal de R™ en R™ es de la forma L4, para
cierta matriz A.

Proposicién 5.1.6. Si T : R" — R™ es una transformacion lineal, entonces existen escalares a;; € R,
i=1,....,m, j=1,...,n tales que

T(x1,...,xp) = (@121 + 4+ QnTny - oy GpiZ1 + -+ GunTn),
para todo (x1,...,z,) € R™. Luego T = Ly, siendo A € My« definida por

A=[T(e1)|---|T(en)], {e1,...,en} base candnica de R™.
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Dem. Sean T'(e1) = (a11,---,am1), --., T(en) = (a1n,--.,amn). Entonces

T(w1,...,2n) =T (7161 + -+ 2pes) = 21T (1) + - + 20T (€n)

- xl(alb CI aaml) +---+ »Tn(alna cee ,(Zmn)
= (allxl + -+ a1nTn, oo, Gm1T1 + o+ amnxn)-
Esto prueba la primer afirmacién. La segunda es inmediata. O
Observar que si T' = Ly, entonces evaluando 7' en la base candnica obtenemos A = [T'(e1)|---|T(en)].

Luego dada una transformacién lineal T : R™ — R"™, existe un Unica matriz A tal que T' = L 4.

Ejemplo 5.1.7. Sea T : R? — R3 la transformacioén lineal definida por T'(z,y) = (z + vy, z — v, 3y). Es

1 1
T7(1,0) =(1,1,0) y T(0,1) = (1,—1,3), luego T'= L4 siendo A= [1 -1
0 3

La proposicién anterior describe las transformaciones lineales de R™ en R™. Para espacios vectoriales
arbitrarios tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.8. Sean V y W dos espacios vectoriales. Sea B = {vi,...,v,} una base de V y wy, ..., wy,
vectores arbitrarios en W. Entonces existe una tunica transformacion lineal T : V — W tal que T(v;) = wj,
para todo 1 = 1,...,n. Esta funcion estd definida por

T(z1v1 + -+ + Tpvn) = T1w1 + -+ + Tpwy, (5.2)
para todo x1,...,xT, € R.

Dem. Si existe una transformacion lineal T' : V' — W que verifique T'(v;) = w;, para todo i, entonces
para todo z1,...,x, € R es

T(xivr + -+ xpvy) = 21T (v1) + - + 2, T(vy) = z1w1 + -+ - + Tpw,.

Esto prueba la unicidad.

Para probar la existencia, como B es base de V, entonces todo vector de V se escribe en forma tnica
como combinacion lineal de vy, ..., v,. Luego tiene sentido definir una funcién T : V. — W mediante la
féormula (5.2), y es facil de probar que T' definida de esta forma es una transformacién lineal. O

Ejemplo 5.1.9. Nos preguntamos si existe una transformacién lineal 7' : R? — R3 tal que 7(1,1) = (2,3, 3)
y T(1,-1) = (0,—1,1). Como B = {(1,1), (1,—1)} es una base de R?, entonces la proposicién anterior nos
dice que siempre existe esa transformaciéon lineal y que es unica. Para encontrarla tenemos que ver cémo
escribir un vector arbitrario (z,y) de R? como combinacién lineal de la base B, es decir hallar sus coordenadas
en esa base. Esto lo vimos en el ejemplo 4.6.2.1: coordp(z,y) = (L;W, %) Luego la transformacion lineal
T estd definida por

r+y
2

(2,3,3) + x2;y(0,1,—1) =(z+vy, z+ 2y, 2x+y),

T(z,y) =T <:”2+y(1, 1+ 2 ; Ya, —1)) _

es decir, T(z,y) = (x +y, @ + 2y, 22 + y), para todo (z,y) € RZ.

Observacion 5.1.10. No siempre existe una transformacion lineal como en el ejemplo anterior. Por ejemplo,
si existiese una transformacién lineal T : R? — R? tal que T'(1,0) = (2,3,3) y T(2,0) = (0, —1,1), entonces
valdria

(0,—1,1) = T(2,0) = 2T(1,0) = 2(2,3,3) = (4,6,6) 4.

Por otro lado, si buscamos una transformacién lineal T : R? — R3 tal que 7'(1,1) = (2, 3, 3), entonces existen
infinitas transformaciones lineales que lo verifican. Alcanza con completar el vector (1,1) a una base de R?
y aplicar la proposicién 5.1.8 (el ejemplo anterior es un caso particular de esta construccion).

Recordar quesi f: X - Y y g:Y — Z son dos funciones entre conjuntos, entonces su compuesta es la
funcién go f : X — Z definida por (go f)(z) = g(f(x)), para todo z € X.
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Proposicién 5.1.11. SiT:V =W y S: W — U son dos transformaciones lineales, entonces la funcion
compuesta SoT : V — U es una transformacion lineal. 0

Proposicién 5.1.12. Sean A € Myxn y B € Mpxy,. Consideremos las transformaciones lineales corres-
pondientes L : R®™ — R™ y Lp : R™ — RP. Entonces la funcion compuesta Lp o L4 : R™ — RP verifica
LpoLs=Lpy.

Dem. (LpoLa)(v) =Lg(La(v)) =B(Av) = (BA)v = Lpa(v), para todo v € R". O
Observacion 5.1.13. La proposicién anterior es la razén por la cual el producto de matrices se define por la
férmula (3.1). Es decir el producto de matrices esta definido para que valga Lo Lg = Lpa.

5.2. El nucleo y la imagen.

Definicién 5.2.1. Sea T : V — W una transformacién lineal. El nicleo de T es el conjunto! Ker (T) C V
y su imagen o recorrido es el conjunto Im(7T") C W, definidos por

Ker (T) :={veV: T(v) = o}, Im(T) :=={weW: JveV tal que w =T(v)}.

Proposicién 5.2.2. Si T :V — W es una transformacion lineal, entonces Ker (T') es un subespacio de V
y Im(T) es un subespacio de W. O

Recordar que una funcién entre dos conjuntos f : X — Y se dice inyectiva si x # ' implica f(x) # f(z'),
sobreyectiva si para todo y € Y existe un x € X tal que f(x) =y, y biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

La siguiente proposicion relaciona el nucleo de una transformacién lineal con su inyectividad.

Proposicion 5.2.3. Si T : V. — W es una transformacion lineal, entonces T es inyectiva si y solo si
Ker (T') = {o}. O

Observacion 5.2.4. Es claro que una transformacién lineal T': V' — W es sobreyectiva si y solo si Im(7T") =
W. Luego conociendo el nicleo y la imagen de una transformacién lineal T, sabemos si T' es inyectiva,
sobreyectiva o biyectiva.

Observacion 5.2.5. Sea T : V' — W una transformacién lineal. Es fécil de probar usando la férmula (5.1) que
si A= {v1,...,v,} es un subconjunto LD de V, entonces T(A) = {T'(v1),...,T(v,)} es un subconjunto LD
de W. Por otro lado si consideramos la transformacién lineal 7' : R? — R? definida por T(z,v,2) = (z,v),
entonces el conjunto A = {(1,2,1), (1,2,3)} € R? es LI, pero T(A) = {(1,2), (1,2)} C R? claramente es LD.
Observar también que si consideramos la transformacién lineal 7' : R? — R? definida por T'(z,y) = (z,y,0),
entonces G = {(1,0), (0,1), (1,1)} es un conjunto generador de R?, pero T(G) = {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,0)}
no es un conjunto generador de R?. Luego en general las transformaciones lineales no llevan conjuntos LI
en conjuntos LI, ni conjuntos generadores en conjuntos generadores. Sin embargo la proposicion siguiente
muestra que si la transformacion lineal verifica ciertas condiciones, entonces las propiedades anteriores si se
cumplen.

Proposicién 5.2.6. Sea T : V — W una transformacion lineal y A = {v1,...,v,} un subconjunto de V.

1. Si T es inyectiva y A es un subconjunto LI de V', entonces T'(A) es un subconjunto LI de W .

2. Si A es un conjunto generador de V, entonces T'(A) es un conjunto generador de Im(T). Luego si T
es sobreyectiva y A es un conjunto generador de V', entonces T'(A) es un conjunto generador de W.

3. Si T es biyectiva y A es una base de V', entonces T(A) es una base de W.

Dem. Observar que la tercer afirmacién se deduce de las dos anteriores. Asi que necesitamos probar solo
las dos primeras.

Supongamos que 7' es inyectiva y A = {vy,...,v,} es un subconjunto LI de V. Queremos probar que
T(A) ={T(v1),...,T(v,)} es un subconjunto LI de W. Sean ay,...,a, € R tales que
a1 T(v1) + -+ + a,T(v,) = 0. Entonces

T(av1+--+apvy,) =0 =  av1+---+apv, €Ker (T)={0} = av1+---+ayv,=0.
Como A es LI, se concluye que es a; = --- = a,, = 0. Luego T'(A) es LI

'La abreviacién Ker viene de la palabra kernel que es el término que se usa en inglés para denominar el niicleo.
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Veamos ahora la segunda afirmacién. Sea A = {v1,...,v,} un conjunto generador de V. Si w € Im(T),
entonces existe v € V tal que w = T'(v). Como A es un conjunto generador de V', entonces existen ay, . .., a, €
R tales que v = aqv1 + - - - + a,v,. Luego

w=T(v)=T(a1v1 + -+ apvy) = a1T(v1) + - - + a,T(vy).

Esto muestra que todo elemento de Im(T") es combinacién lineal de T'(A). O

Observacion 5.2.7. Si T : V — W una transformacion lineal arbitraria y B es una base de V', entonces
podemos afirmar que 7'(B) es un conjunto generador de Im(7"), pero no es necesariamente una base (ver el
ejemplo siguiente).

Ejemplo 5.2.8. Consideremos la transformacién lineal T : R? — R* definida por
T(x,y,2)=(x4+y+z,x+y—2z2x+2y+2z, —x—y+ 2). (5.3)

Para determinar el nticleo de T tenemos que resolver el sistema homogéneo

z4+y+z = 0 z+y+z = 0 r+y+z = 0
z+y—2z = 0 r+y—z = 0 2z = 0 N
20+2+22 = 0 0 =0 0 =0 R
—rz—y+z = 0 0 =20 0 =0
Luego Ker (T) = {(z, —2,0) : € R} =[(1,—1,0)] y es claro que {(1,—1,0)} es base de Ker (7).

Para saber si un vector (a, b, c,d) € R* est4 en la imagen de T, tenemos que averiguar si existe un vector
(z,y,2) € R3 tal que (a,b,c,d) = T(x,y,z), es decir si el sistema

r+yt+z = a

r+y—z = Db
2r+2y+22z = ¢ (5-4)

—r—y+z = d

es compatible. Luego Im(T") es el conjunto de los vectores (a,b,c,d) € R?* tales que el sistema de arriba es
compatible. En nuestro caso, si a la tercer ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —2 y a la cuarta
le sumamos la segunda, obtenemos que el sistema anterior es equivalente al siguiente

r+y+z = a
r+y—z = b
0 = ¢—2a
0 = d+b
Luego para que el sistema tenga solucién, necesariamente debe ser ¢ = 2a y d = —b, y es claro que si esto
sucede, entonces de las dos primeras ecuaciones siempre podemos despejar z, y, z (no en forma tnica). Luego
el sistema (5.4) es compatible si y solo si ¢ = 2a y d = —b, por lo tanto la imagen de T es
Im(T) = {(z,y,2,t) € R*: 2 =2z, t=—y}. (5.5)

Notar que determinar Im(7’) trabajando con el sistema (5.4) fue bastante més complicado que para Ker (T').
Una forma alternativa para hacerlo, consiste en aplicar la segunda parte de la proposicién 5.2.6. Si conside-
ramos B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} la base canénica de R?, entonces es

T(1,0,0) = (1,1,2,-1); T(0,1,0) = (1,1,2,—1); T(0,0,1) = (1,-1,2,1).

Luego el conjunto T'(B) = {(1,1,2,-1), (1,1,2,—1), (1,—1,2,1)} es un generador de Im(T") y claramente
es LD. Entonces T'(B) contiene una base de Im(7'), que en este caso es {(1,1,2,—1), (1,—1,2,1)}. Luego la
imagen de T es el subespacio generado por este conjunto, es decir

Im(T) = [(1,1,2,-1), (1,-1,2,1)]. (5.6)

Es un ejercicio el verificar que las dos formas de describir Im(7") dadas por (5.5) y (5.6), coinciden.
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El resultado siguiente se utiliza con frecuencia.

Teorema 5.2.9. Sea T : V — W wuna transformacion lineal. Entonces vale
dim Ker (T') + dimIm(7") = dim V.

Dem. Sea By = {vi,...,v,} una base de KerT. Como {vi,...,v,} C V es LI, entonces existen
Wi, ..., Wy en V tales que By = {v1,...,vp,w1,..., Wy} es una base de V. Luego

{T(v1),...,T(vpn), T(w1),...,T(wm)}

es un conjunto generador de Im(7"). Pero T'(vy) = --- = T'(vy) = 0, luego Bs = {T'(w1),...,T(wm)} es
también un conjunto generador de Im(7"). Veamos que B3 es LI. Sean a; ...,a,, € R tales que a17(wy) +
-+ apT'(wy,) = 0. Luego

T(aiwi + -+ apwy,) =0 = aqwi; + -+ apwn, € Ker (T) = [vy, ..., 0,].
Entonces existen by ...,b, € R tales que
awi + -+ Wy = bivg + -+ bpvy, = bivr + -+ by + (—ar)wi + - -+ (—am)wpm = 0.

Como Bs es base de V', deducimos que es by =---=b, = a1 =+ = ay, = 0. Luego Bs es LI y por lo tanto
es base de Im(T). Entonces?

dimKer (T) + dimIm(7T) = #B1 + #B3 =n+m = #By =dim V. O

Observacion 5.2.10. Dada una transformacién lineal T' : V- — W, la nulidad de T es la dimensién de su
nucleo y el rango de T es la dimensién de su imagen. Luego el teorema anterior puede reescribirse diciendo
que dada una transformacion lineal, la dimensién de su dominio es igual a la suma de su nulidad con su
rango.

Ejemplo 5.2.11. Sea T : R3 — R? definida por
T(z,y,2) = (x +y+2z,z+2,y+2).

Razonando como en el ejercicio 5.2.8 deducimos que {(—1,—1,1)} es una base de Ker (T") y que el conjunto
G = {(1,1,0), (1,0,1), (2,1,1)} es un generador de Im(7) . Luego dimKer (T) = 1 y como dimR3 = 3,
entonces el teorema anterior implica dimIm(7") = 2. Como el conjunto generador G de Im(7T) tiene tres
elementos, para obtener una base de Im(7") alcanza con tomar dos elementos de G que sean LI; en este caso
cualquier par de esos elementos lo verifica, luego

{(1,1,0), (1,0,1)}, {(1,1,0), (2,1,1)}, {(2,1,1), (1,0,1)}
son bases de Im(7").

Definiciéon 5.2.12. Un isomorfismo entre dos espacios vectoriales V' y W es una transformacion lineal
biyectiva T : V — W.

Ejemplo 5.2.13. Si la dimensién de un espacio vectorial V' es n y B es una base de V, entonces la
transformacion lineal T': V' — R™ definida por T'(v) = coordp(v), para todo v € V, es un isomorfismo.

Recordar que si f : X — Y es una funcién biyectiva, entonces f establece una correspondencia uno a
uno entre los elementos de X y los de Y, y por lo tanto nos permite definir su funcion inversa f~1:Y — X
mediante f~!(y) = z si y solo si y = f(x). La funcién inversa de f queda caracterizada por ser (en caso de
existir) la tinica funcién f~1:Y — X que verifica

foft=idy y flof=idx. (5.7)

En particular esto implica que f~!:Y — X es biyectiva y su inversa es f, es decir ( f _1)_1 = f.

2El sfmbolo # quiere decir la cantidad de elementos del conjunto.
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Proposicién 5.2.14. Si T :V — W es un isomorfismo, entonces su funcion inversa T~ : W — V es una
transformacion lineal y por lo tanto es también un isomorfismo.

Dem. La funcién inversa T—! : W — V estd definida por T~ (w) = v si y solo si w = T'(v), para todo
veEV, weW. Sean wy,ws € W y a € R. Consideremos v; = T~ (w) y v2 = T~ !(ws). Como T es lineal,
es

T(avi 4+ v2) = aT(v1) + T(v2) = awy + wy = T_l(awl + wo) = avy + vy = aT_l(wl) + T_l(wg). O
De la tercera parte de la proposicién 5.2.6 se deduce la siguiente.
Proposicion 5.2.15. Si existe un isomorfismo T : V. — W, entonces dimV = dim W. O

Por la proposicién anterior, solo puede existir un isomorfismo entre espacios que tengan la misma dimen-
sién. El siguiente resultado muestra que si pasa esto ultimo, entonces para probar que una transformacién
lineal entre estos es un isomorfismo, alcanza con probar que es inyectiva o sobreyectiva.

Teorema 5.2.16. T : V — W wuna transformacion lineal entre dos espacios que tienen la misma dimension.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es inyectiva,
2. T es sobreyectiva,
3. T es un isomorfismo.

Dem. Es claro que si T es un isomorfismo, entonces 7" es inyectiva y biyectiva. Luego solo hay que probar
que T es inyectiva si y solo si T' es sobreyectiva.

Recordar que en el teorema 5.2.9 probamos que vale la siguiente férmula
dimKer (T') + dimIm(7") = dim V. (5.8)

Si T es inyectiva, entonces Ker (T') = {0} y usando (5.8) deducimos dim Im(7") = dim V. Como por hipétesis
es dimV = dim W, concluimos que T' es sobreyectiva.

Si T es sobreyectiva, es Im(7T) = W y por lo tanto dimIm(7") = dim W = dim V. Entonces usando de
nuevo (5.8) deducimos dim Ker (7') = 0; luego T es inyectiva. O

El siguiente resultado describe los isomorfismos de R™ en R™.
Proposiciéon 5.2.17. 1. Si existe un isomorfismo T : R™ — R™, entonces n = m.

2. Si consideramos una transformacion lineal Ly : R™ — R"™, entonces L es un isomorfismo si y solo si
la matriz A es invertible (det A #0). En ese caso vale (L) ™" = La-1.

Dem. La primera afirmacion es inmediata a partir de la proposiciéon 5.2.15. Consideremos la segunda.
Si A es invertible, entonces la proposiciéon 5.1.12 implica

LAOLA71 :LAfl OLA ZLIZId,

luego L4 es biyectiva y su inversa es L 4-1.
Supongamos ahora que Ly : R™ — R™ es biyectiva. Sabemos que su inversa (L A)_l : R" — R" es
también una transformacion lineal y por lo tanto existe una matriz B € M, tal que (L A)_1 = Lp. Luego

Id=Lso(La) ' =LsoLp=Lap.

Asies Lap = Id y por lo tanto AB = I (usando el lema 4.6.5). Luego A es invertible y B = A~!. O
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5.3. Aplicaciéon a sistemas de ecuaciones

En esta seccién aplicaremos técnicas de dlgebra lineal para el estudio de sistemas de ecuaciones. Consi-
deremos el sistema,

a1+t apr, = b
(5.9)
Am1T1 + + GnTn = by
Si definimos
ain - Qi T b1
A= eMmXTw X = GMnXI; B = eMley
am1 - Amn Tn bm
entonces el sistema (5.9) es equivalente a la ecuacién matricial
AX = B. (5.10)

La ventaja de (5.10) es que tiene una sola incégnita (matricial). Para el estudio de (5.9) conviene considerar
el sistema homogéneo asociado:

111 + -+ apry, = 0
(5.11)
amiti+ -+ amnrn = 0
y la correspondiente ecuacién matricial
AX =0, (5.12)

siendo O la matriz nula de tamafio m x 1. Recordar que el sistema homogéneo siempre admite la solucién
trivial 1 = -+ = x,, = 0, por lo que siempre es compatible. Lo que interesa en este caso es saber si admite
alguna solucién no trivial, es decir si es indeterminado. Sea £p el conjunto de soluciones de la ecuacién
AX = By &p el conjunto de soluciones de la ecuacién AX = O, es decir

Ep={X eR": AX = B}, Eo={X eR": AX =0},
Observar que si consideramos la transformacion lineal L4 : R” — R™ defnida por L4(X) = AX, entonces

E=Ker(La)y Es = (La)"' ({B}) (el conjunto de las preimagenes de B por medio de la funcién L ).

Observacion 5.3.1. La igualdad & = Ker (Ly) implica que & es un subespacio de R™. Por lo tanto si
& # {0}, entonces & es un conjunto infinito. Es decir, si el sistema homogéneo (5.11) es indeterminado
(admite alguna solucién no trivial), entonces tiene infinitas soluciones.

La siguiente proposicién describe cémo se relacionan g y £p.
Proposicién 5.3.2. 1. Si X1, X9 € Ep, entonces X1 — Xg € &Ep.
2. 85t X1 €€ yXoe&o, entonces X1 + Xo € Ep.
3. SiEp £ 0y Xy €&p, entonces Ep ={X1+ X : X € &}. O

Observacidon 5.3.3. La primer parte de la proposicién anterior muestra que si el sistema (5.9) admite mas de
una solucién (es indeterminado), entonces el sistema homogéneo (5.11) admite alguna solucién no trivial y
por lo tanto tiene infinitas soluciones. Luego la tercer parte de la proposicién anterior implica que el sistema
(5.9) también tiene infinitas soluciones. Es decir, esto prueba que un sistema indeterminado (homogéneo o
no) siempre tiene infinitas soluciones.

Notar que el sistema (5.9) puede ser compatible o no, pero en caso de ser compatible, entonces es
determinado si y solo si la tnica solucién que admite el sistema homogéneo asociado (5.11) es la trivial, y
esto depende solo de la matriz A y no de la columna de resultados B.

En la proposicién y corolario siguientes mantenemos las notaciones anteriores.

Proposicién 5.3.4. Sin > m, o m = n y det A = 0, entonces el sistema homogéneo (5.11) admite
soluciones no triviales.
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Dem. Consideremos primero el caso n > m. Aplicando el teorema 5.2.9 obtenemos
dimKer (L) + dimIm(Ly) = n.
Como Im(L4) es un subespacio de R™, es
dimIm(Lg) <m<n = dimIm(Ls)<n = dimKer(Ls)=n—dimIm(Ls) > 0.
Luego & = Ker (L4) # {0}.

Consideremos ahora el caso m = n y det A = 0. Como det A = 0, entonces el corolario 5.2.17 implica
que L4 : R" — R" no es un isomorfismo. Luego el teorema 5.2.16 implica que L4 no es un inyectiva y por
lo tanto & = Ker (L4) # {0}. O

Corolario 5.3.5. Sin >m om =n y det A =0, entonces el sistema (5.9) es incompatible o compatible
indeterminado.

Observacion 5.3.6. En palabras, el corolario anterior dice que si en un sistema de ecuaciones, el nimero de
variables es mayor que el de ecuaciones o hay tantas ecuaciones como variables pero el determinante de la
matriz del sistema es nulo, entonces el sistema es incompatible o compatible indeterminado.

A continuacién veremos la prueba del método de Cramer, estudiado en la seccion 3.3. Consideremos un
sistema cuadrado

anzi+ -+ amTn = b
(5.13)
Ap1T1 + -+ AppTpn = by
Sean
ailp -+ Gln aj; -0 ari—1 b a0 am
A= A= : : : ,i=1,...,n
Gn1 - QOnn 10275 I ¢ | by Qni+1l - Qpn
Teorema 5.3.7 (Cramer). 1. Si A # 0, entonces el sistema (5.13) es compatible determinado y la solu-
cion es xr; = %, para todot=1,...,n.
2. Si A =0y existe algin i =1,...,n tal que A; # 0, entonces el sistema (5.13) es incompatible.
3. SiA=A;=---=A, =0, entonces el sistema (5.13) no es determinado; puede ser incompatible o

compatible indeterminado.

Dem. Sean A = (a;;) la matriz del sistema, A= (A;;)" la matriz definida en el lema 3216y X =
(1,...,2p). Recordar que vale AA = AA = Al. Si multiplicamos la ecuacién AX = B por A obtenemos

I Al
AX=B = AAX=AB & AX=AB & Al :|=]": & Azi=A;, Vi=1,...,n.
Tn JANS

La segunda afirmacion de la tesis se deduce inmediatamente de la dltima igualdad. Observar que si A # 0,
entonces de AA = AI, se deduce que A es invertible y por lo tanto las ecuaciones AX = By AAX = AB
son equivalentes. Luego la primer afirmacion se deduce también de la 1ltima igualdad.

La tercer afirmacion se deduce de que vale A = 0, y por lo tanto se aplica el corolario 5.3.5. O

5.4. Matriz asociada

Sea T': V — W una transformacién lineal Si B = {v1,...,v,} y C = {w1,...,wy} son bases ordenadas
de V' y W respectivamente, entonces la matriz asociada a T en las bases By C es la matriz ¢[T)|g € Myxn
definida por

c[Tg = [coorde (T'(v1))| - - - [coorde (T'(vn))] -
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Explicitamente, si

coordc (T(vl)) = apiwi + agrwe + - -+ + A1 W,

coorde (T(Un)) = A1pW1 + G2pW2 + - + AmnWm,

entonces
ail -+ Qln
a1 -+ Q2n
clT)s =
am1 -+ Qmn

Escribiendo un vector arbitrario v como combinacién lineal de la base B y usando la linealidad de T, se
deduce que vale

coorde (T'(v)) = ¢[T]g coordp(v), (5.14)

para todo v € V. En la férmula anterior, coordg(v) y coorde (T (v)) estdn pensados como vectores columna.

Observacion 5.4.1. Si consideramos la transformacién lineal identidad Id : V' — V| y B y C son dos bases
de V, entonces ¢[Id]z es la matriz de cambio de base que estudiamos en la seccién 4.6.

Observacion 5.4.2. Si T : R™ — R™ es una transformacion lineal, B C R" y C C R™ son las bases canénicas
y A = ¢[T], entonces la férmula (5.14) implica

para todo v € V. Esta es la férmula de la proposiciéon 5.1.6.

Por otro lado, si T : V. — W es una transformacién lineal, B C V' y C C W son bases y A = ¢[T]z,
entonces la férmula (5.14) se puede escribir

coorde (T(v)) = L4 (coordp(v)),

para todo v € V. Esta formula nos dice que si identificamos un vector con sus coordenadas en la base
correspondiente (v € V' con coordg(v) y w € W con coorde(w)), entonces la transformacién lineal 7' : V. — W
se identifica con la transformacion lineal L4 : R™ — R™, siendo A = ¢[T]5.

Ejemplos 5.4.3.
1. Sea T : R? — R? definida por

T(z,y) = (x+y,x+ 2y, 2z +y) (5.15)

Consideremos la base B = {(1,1), (1,—1)} y la base canénica C = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Luego
2 0
T(l’ 1) = (27373) y T(]-a _1) = (07 _]-7 ]-) = C[T]B =13 -1
3 1

Observar que en este caso el calculo fue facil porque al ser C la base canénica, es coorde(2,3,3) =
(2,3,3) y coorde(0,—1,1) = (0,—1,1).

2. Consideremos la transformacion lineal del ejercicio anterior 7' : R? — R3 definida por la férmula (5.15).
Sean las bases B = {(1,1), (1,—1)} de R? y C = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} de R3. Calculando las
coordenadas de un vector genérico (x,y, z) en las base C, obtenemos

(x7yvz) :2(1,1,1)+(y—z)(1,1,0)+(:J:—y)(l,O,()) = COOch($,y,2) = (z,y—z, x—y).
Luego
coorde (T(l, 1)) = coorde(2,3,3) = (3,0,—1), coorde (T(l, —1)) = coorde(0,—1,1) = (1,-2,1).

Entonces la matriz asociada es ¢[T]p=| 0 —2



3. Consideremos las bases B = {(1,0), (1,1)} de R? y C = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} de R3. Supongamos
que T : R? — R? es una transformacién lineal de la cual sabemos que su matriz asociada en estas
bases es

1 2
cTlp=10 1
10

Nos interesa saber como obtener T'. Lo primero es hallar las coordenadas de un vector genérico (z,y)
en la base B. En este caso es

(z,9) = (z —y)(1,0) +y(1,1) = coords(w,y) = (z —y, y)

2 <x—y> r+vy

1 = Y

0 Y T —y

x—y)(l,0,0) = (2$+y, 954‘221/7 :L'+y)

1
= coorde (T (z,y)) = | 0
1
+

= T(z,y)=(z+y)(1,1,1) +y(1,1,0) + (

Luego la transformacion lineal 7' est4 definida por T'(x,y) = (2 + vy, = + 2y, = + y), para todo (z,y) € R2.

Proposicion 5.4.4. Sean T : U — V y S : V. — W dos transformaciones lineales. Consideremos bases
BcU,CcV yDcCW. Entonces vale

D[S o T]B = D[T]C ’C[S]B~
Dem. Es andloga a la prueba de la proposicién 5.1.12. O

El siguiente resultado muestra cémo se relacionan las matrices asociadas a una misma transformacién
lineal en bases distintas.

Corolario 5.4.5. Sea T : V — W wuna transformacion lineal. Sean By, Bo bases de V' y C1,Cy bases de W.
Entonces

Ca [T]Bz —C [Id]cl G [T}[ﬁ "B [Id]32 )

siendo ¢,[Id]c, v B, [Id]|B, las matrices de cambio de base. O

Proposicion 5.4.6. Sea T : V — V wuna transformacion lineal y B,C bases de V. Entonces T es un
isomorfismo si y solo si la matriz ¢[T|p es invertible. En ese caso vale

Dem. Recordar el corolario 5.2.17 y la observacién 5.4.2. OJ

Observacion 5.4.7. Notar que la proposicién 4.6.6 es un caso particular de la proposiciéon anterior.
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