21 de septiembre de 2018
ESPACIO DUAL

ANDRES ABELLA

Sean V' y W espacios vectoriales. Si S,T : V — W son dos transformaciones lineales y ¢ € K, definimos
las funciones S+ T :V — W y ¢TI : V — W mediante

(S+T)(v):=85w)+T(v); (T)(v):=cT(v), YveW
Es un ejercicio el probar que S+ T : V — W y T : V — W son también transformaciones lineales. Al

conjunto de transformaciones lineales de V' en W lo escribimos £(V, W). La prueba del siguiente resultado
es rutinaria.

Proposicién 1. Si V y W espacios vectoriales, entonces L(V, W) con las operaciones anteriores es también
un espacio vectorial. O

Como el cuerpo K es un espacio vectorial, entonces para todo espacio vectorial V' podemos considerar
V*:= L(V,K), que por lo que vimos anteriormente tiene también estructura de espacio vectorial. El espacio
V* se llama el espacio dual de V.

Ejemplos 2. 1. Si V. = K" y para cada i = 1,...,n definimos «; : K" — K por «a;(z1,...,2,) = x4,
para todo (z1,...,7,) € K", entonces a, ..., a, € (K")".
2.1V =M,y A= (aij) € M,, definimos la traza de A por tr (A) = > I, ai;. Haciendo variar A en
M, obtenemos la funcién traza tr : M,, — K. Es facil de probar que vale tr € (M,,)*.
3. SiV =C[0,1] ={f:[0,1] = R: f es continua} y definimos « : C[0,1] — R por a(f) = fol f(x) dx,
entonces a € C[0, 1]*.

De ahora en adelante asumiremos que los espacios son de dimensién finita.

Si V' es un espacio vectorial y B = {e1,...,e,} es una base de V, entonces definimos ef, ... e} : V - K

mediante
(1) ej(zre1 4+ + znen) = 4,
para todo z1,...,x, € Ky todoi =1,...,n. Es claro que vale e],...,e; € V*. Observar que ej,..., ey,
quedan caracterizadas por ser las transformaciones lineales de V en K que verifican

“(e;) = & 1 sii=j Vi i =1

e;(e;) =8 = i,j=1,...,n.
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Proposicién 3. Sea B = {ey,...,ep} una base de V yei,... e € V* definidos como antes. Entonces,

n *

1. para todo v € V vale v =", ef(v)e;;
2. para todo o € V* wale v = Y 1| aufei)er.
Dem. Sea v € V. Como B es base de V, entonces existen x1,...,x, € K tales que v = Z?:l z;e;. La
férmula (1) nos dice que es €] (v) = x;, para todo i = 1,...,n. Luego v = Y1 | ef(v)e;.
Sea ahora a € V*. Si v € V, usando la primer parte obtenemos

n

a(v) = a (Z ef(v)ez’) = alefwe) =) e(vale) =Y ale)ef(v) = <Z a(@i)@i‘) ().
i=1 1=1

i=1 i=1 i=1
Como esto vale para todo v € V, deducimos que es v = " | a(e;)er. O
Proposicién 4. Sea B = {e1,...,en} una base de V y ei,..., e € V* definidos como antes. Entonces

B* :={ej,... e} es una base de V*.
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Dem. La segunda parte de la proposicién anterior muestra que B* es un conjunto generador de V*.
Probaremos que B* es LI. Sean ay, . ..,a, € K tales que Y " ; a;el = 0. Luego evaluando en la los elementos
de la base B, obtenemos

n n n
0= (Zamj‘) (6]‘) = Zaie;‘(ej) = Zaiéij = ay, V] = 1, Loy
i=1 i=1 =1

Esto prueba que B es LI y por lo tanto es base de V*. ([

El conjunto B* se llama la base dual de B.

Ejemplo 5. Si B = {ej,...,e,} es la base candnica de K", entonces €], ..., e} € (K")* estdn definidos por
ef(z1,...,xy) = x;, para todo (x1,...,z,) € K™

Si V. y W son espacios vectoriales T : V. — W es una transformacién lineal, entonces definimos T™ :
W* — V* mediante
T*(B):=pBoT, VBeW".
Es decir, (T*(8)) (v) = B(T(v)), para todo v € V.

Proposicion 6. Si V y W son espacios vectoriales T : V. — W es una transformacion lineal, entonces
T : W* = V* es también una transformacion lineal. ([

La siguiente proposicion describe algunas propiedades de la correspondencia T' +— T™*.

Proposicién 7. 1. Para todo espacio V, vale (Idy)* = Idy« : V* — V*.
2. SiU,V,W son espacios vectorialesy S : U =V yT : V — W son transformaciones lineales, entonces
(ToS)*=5*oT*.
3. 5T :V — W es un isomorfismo, entonces T* : W* — V* es un isomorfismo y (T*)f1 = (T_l)*.

Dem. La primer afirmacion es obvia. Para la segunda, es
(ToS)(a)=ao(ToS)=(aoT)oS=S(aoT)= S*((T*(a)) =(S"oT") (), VYae W™
Para la tercera, al ser 7o T~! = T—1 o T = Idy, aplicando las dos partes anteriores obtenemos
(ToT™) =(T oT) =(1dy)* = (T7) oT"=T"c(I™") =1Idy-.
Luego de esta tdltima igualdad se deduce que T™ es invertible y (T*)_1 = (T *1)*. ([

Proposicién 8. Sean V y W espacios vectoriales y T : V. — W wuna transformacion lineal. Sean B una
base de V y C una base de W. Entonces

5:[T*)ex = (c[T]s)"-
Dem. Sean B = {e1,...,en} y C={f1,..., fm} Es ¢[T]g = (ai;) siy solo si T(e;) = > ", aijfi, Vi=
1,...,ny es g<[T*]c+ = (bi;) siy solo si

(2) T*(f7) = bjel, Vi=1,....n
j=1

Por otro lado aplicando la segunda parte de la proposicién 3 es

T*(f7) =Y (T (D) e)es =D i (T(ey) €5 =) fF (Z akjfk) €] D akifi(fi)e

jfl j=1 j=1 k=1 j=1k=1

_§§akjlk€_§alj]

7=1 k=1

Comparando esta expresién de T' *( f7) con la de (2), deducimos que es a;; = bj;, para todo 1, j. O



