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1. (30 puntos)

Se considera la matriz

9 T
A - (110 130) S MQ(R)
10 10

a) Hallar los valores propios y los subespacios propios de A.
b) Calcular A", para todo n € N.

c¢) Calcular! 1fm,, ., A™.

2. (35 puntos)
Sea V un R-espacio vectorial con producto interno de dimensién 3 y 7' € £(V') un operador normal
que no es autoadjunto.
a) Probar que T tiene un valor propio Ag € R.
b) Sea W = Ker (T — Ao Id)*. Probar que W es T-invariante y T*-invariante.
¢) Probar que vale MG(\g) = 1.

A 0 O
d) Probar que existe una base Bde V talque [T|g= | 0 x y | para ciertos z,y € R con y # 0.
0 —y =z

Sugerencia: es sabido que si una matriz A = (7 Y) € M2(R) es normal y no es simétrica, entonces
t=z,z=-yey#0.
3. (35 puntos) Sea T : R* — R* la transformacién lineal definida por
T(z,y,2,t) = (22, =3z —y, 2+ 3y + 2z, —x —y + 1), Y(z,y,2,t) € R™

a) Hallar la forma de Jordan J de T
b) Hallar el polinomio minimal de 7.
¢) Hallar una base D de R* tal que J = [T]p.

'El limite se calcula tomando limites en cada entrada de la matriz.



1.

)
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Solucién.
Los valores propios son 1y 1/5. Los subespacios propios son
Ey = [(77 1)]’ E1/5 = [(17 _1)]

Es A = QDQ™ !, siendo
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El polinomio caracteristico X7 (t) es un polinomio real de grado 3, por lo cual admite alguna raiz
Ao (teorema de Bolzano).

Sea W = Ker (T — Mg Id)*. Como T es normal, si v € V verifica T'(v) = \v, entonces T*(v) = \v.
De acé se deduce facilmente que W es T-invariante y T*-invariante.

Sabemos que vale 1 < MG(\g) < 3.

Si MG(Ag) = 3, entonces T' = Ao Id que es autoadjunta #.

Si MG(Xg) = 2, entonces V = Ker (T'— Ao Id) & W, con dim W = 1. Como W es T-invariante de
dimensién 1, entonces es un subespacio propio de Ty por lo tanto uniendo una base ortonormal
de Ker (T' — Ao Id) con una base ortonormal de W obtenemos una base ortonormal de V' (porque
son subespacios ortogonales); luego T seria autoadjunta (k = R) 7.

Asi que la tnica posibilidad es MG(\g) = 1.

Como W es T-invariante y T*-invariante, y T' es normal, se deduce que T|y € L(W) es normal.
Si Tlw € L(W) fuese autoadjunto, el mismo argumento de la parte anterior (MG(\g) = 2)
implicaria que T' es autoadjunto #. Luego T'|yw € L(W) es normal y no es autoadjunto.

Es V = Ker (T — M\gId) @ W, con dimW = 2, W = Ker (T — A Id)* y T|w € L£(W) normal
y no autoadjunto. Sea C una base ortonormal de W. Entonces [T'|W]¢ es una matriz normal no
simétrica, luego es de la forma descrita en la sugerencia. Sea 0 # vy € Ker (T'— Ao Id). Entonces
B :={vo} UC es una base B de V tal que

A 0 0
Tls=10 =z y
0 —y =z

para ciertos z,y € R con y # 0.



3.

a) La matriz asociada a T" en la base canénica C es

2 0 0 0
-3 -1 0 0
[Tle = 2 3 20
-1 -1 0 1

Es X7 (t) = (t — 2)%(t + 1)(t — 1). Calculando obtenemos
r(T-2I)=3 = MG(2)=1,

luego hay un bloque de jordan para el valor propio 2 y por lo tanto la forma de Jordan de T es

21 0 O
02 0 O
7= 00 -1 0
00 0 1

b) El tamafio del mayor bloque de Jordan correspondiente a un valor propio, da el exponente de ese
valor propio como raiz del polinomio minimal. Luego mr(t) = Xp(t) = (t — 2)2(t + 1)(t — 1).

¢) Operando obtenemos

Ker (T — I) = [(0,0,0,1)], Ker (T +1I)=[(0,2,—2,1)];
Ker (T —2I) = [(0,0,1,0)], Ker (T —2I)? =[(0,0,1,0), (—1,1,0,0)].

Ademss (7' — 21)(—-1,1,0,0) = (0,0,1,0). Luego

D ={(0,0,1,0), (—1,1,0,0), (0,2,—2,1), (0,0,0,1)}.



