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1. (30 puntos)
Sea V un C-espacio vectorial con producto interno y de dimensién finita. Sea T € L(V') autoadjunto.
Probar.

a) Los operadores T'+ iId y T' — iId conmutan entre si.

b) Valen ||T'(v) + > = |T(v)[]* + [lv]* v [T(v) — iv|]* = |T(v)]|* + [[v]]?, para todo v € V.

¢) Los operadores T'+ild y T' — i Id son invertibles.
)

d) El operador S := (T +iId)o (T —iId)~! es una isometria.

2. (30 puntos)

Sea V' de dimensién finita y ¢ € Bilg(V') no degenerada. Sea ® la forma cuadratica asociada.

a) Probar que si u,v € V son tales que ¢(u, w) = ¢(v,w), para todo w € V, entonces u = v.
b) Sea B ={ei,...,e,} una base p-ortogonal de V.

1) Probar ®(e;) # 0, para todoi=1,...,n.

2) Probar v =>"", ‘pqué?)')ei, para todo v € V.

c¢) Probar que si @ € V*, entonces existe un tnico w € V tal que a(v) = (v, w), para todo v € V.

3. (40 puntos)
Se considera la transformacion lineal T': R® — R definida por

T(x1, 2,23, 24,25) = (1 — T2 — X3, T1 + 2x9, T2 + 33, Tq, 224 + X5),

para todo (1,2, 3,24, 25) € RO,

a) Sea u = (1,0,0,0,0). Probar u € Ker(T — 21d)3.
b) Hallar la forma de Jordan de T

¢) Hallar una base de Jordan correspondiente.



3.

Solucion.

a) Vale (T +i1d)(T —ild) = (T —4Id ) (T +ild) = T? 4+ 1d.
b) T (v) £ iv||? = (T (v) £iv, T(v) £iv) = = [T ()| + [[o]*
¢) Siv e Ker(T £ i1d), entonces
0=|T(v) £ivl* = T@)|*+vl* = |T@I=ll=0 = wv=0.
Luego Ker(T'£il1d) = {0} y al ser V' de dimensién finita, deducimos que T'+iId y T'—i1Id son
operadores invertibles.
d) Es S(T —ild) = (T +ild) = (T —ild)*S* = (T +ild)* = (T +ild)S* =T —ild, luego
S* = (T +ild) (T —ild). Entonces,
S§*S = (T+ild) Y (T—ild )(T+i Id ) (T—i Id) ™! = (T+ild) "N (T+ild )(T—ild )}(T—i 1d) ™' = 1d .

Luego 5*S =1d, lo cual implica que S es una isometria.

a) o(u,w) =p,w), Vvwe V= plu—v,w)=0,YweV = wu—veRad(p)={0}= u=nv.
b) Sea B ={ei,...,ey} una base p-ortogonal de V.

1) Mg(p) = diag(®(e1), ..., ®(en)). Como ¢ es no degenerada, entonces rango() = n, lo cual
equivale a ®(e;) # 0, para todoi=1,...,n.

2) v=>3"aiei = o(v,er) =ap®(ex), Vk=1,...,n= a;= ‘pqgl()éi’“)), Vk=1,...n.

¢) Sea B = {ei,...,e,} una base p-ortogonal de V. Si existe un tal w, entonces w = Y ; wg(uj)i)ei =

Dy gEZ’:%ei. Luego w = Y1, g%fjgei, esto prueba la unicidad. Adema&s

n

vlek,w) = <€k, Z g((zg 6i> = Z ggzz; olex,e;) = aleg), Yk=1,...,n.

=1 i=1

Luego la linealidad de v y de ¢ en su primera variable implican a(v) = ¢(v,w), para todo v € V.

a) Es

(T —2Id)(u) = (—1,1,0,0,0), (T —2Id)*(u)=(0,—1,1,0,0), (T —21d)3(u)=(0,0,0,0,0).
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b) Es T = Ly,siendo A= [0 1 3 0 0|.EsXp(t)=—(t—2)3(t—1)% Vale MG(2) =1y
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MG(1) = 1; luego la forma de Jordan de T es
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La base de Jordan tiene la forma
B = {(T - 2Id)2(u)7 (T - 21d)(u)7 u, (T - Id)(’l)), /U} )

siendo u € Ker(T —21d )?\Ker(T —21d)? y v € Ker(T —1d )?\ Ker(T —Id ). Por la parte anterior
podemos tomar v = (1,0,0,0,0). Es

0O -1 -1 0 0 -1 -2 -2 0 0
1 1 0 00 1 0 -1 00
A-IT=10 1 2 00|, A-D*=|1 3 4 00
0O 0 0 00O 0O 0 0 00
0O 0 0 20 0O 0 0 00
Luego
Ker(T —1d) (z1, 72,23, 24,25) ER® : 27 = 29 = 13 = 24 = 0}

={
Ker(T —1d )2 = {(5131,.732,1'3,3?471'5) € R5 DX =T9 =23 = 0}.
Tomamos v = (0,0,0,1,0). Luego una base de Jordan es

B ={(0,-1,1,0,0), (-1,1,0,0,0), (1,0,0,0,0), (0,0,0,0,2), (0,0,0,1,0)}.



