Capitulo 11

Métodos de Diferencias Finitas

(IT). Ecuaciones parabdlicas
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11.1. Introduccion. La ecuacion de calor

Como ejemplo de EDP parabdlica consideramos la ecuacién del calor unidimensional.

ug(z,t) = a®ugy(z,t), 0<z <L, 0<t<b (11.1)
con C.I.
u(z,0) = f(z), t=0, 0<zx<L, (11.2)
y C.F.
u(0,t) = gt)=c1, =0, 0<t<b (11.3)
u(L,t) = ga(t) =co, =L, 0<t <D

Como sabemos la ecuacién del calor modela la distribucién de temperaturas en un alambre
aislado, cuyos extremos se mantienen a temperaturas constantes c; y co, a partir de una
distribucién inicial de temperaturas a lo largo del alambre f(z). Ya sabemos como calcular
las soluciones exactas -j usando series de Fourier ! -. En este caso utilizaremos esta ecuacién
para resolverlo numéricamente.

11.2. Construcciéon de la ecuacion en diferencias

Dividamos el recténgulo R = {(x,t), 0 <z < L, 0 <t < b}enn—1porm-—1
rectdngulos de lados Az = h, At = k. Como se muestra en la Figura [11.1]. Empezando en
la fila de més abajo, donde ¢t = t; = 0 y la solucién es u(x;,t1) = f(x;), desarrollaremos
un método para calcular las aproximaciones a los valores exactos u(x,t) en los puntos de la
malla {u; ; =~ u(x;,t;), i=1,2,3...,n} para j =2,3,...,m.

Las férmulas en diferencias que usamos para us(z,t) y uz.(x,t)son, respectivamente

(1) = “(x’”kg —uUTY) o) (11.4)

u(x — h,t) — 2u(z,t) + u(x + h,t)
h2

sz(xat) = +O(h2)' (115)

Teniendo en cuenta que el tamano de los rectangulos de la malla es uniforme en cada fila,
Tit1=2;+h 6 ;1 =x;—h, y en cada columna, t;1 = t; + k despreciando los términos
o(k),o(h?), usando la aproximacién u; ; en vez de u(x;,t;) en las ecuaciones [11.4] y [11.5]
y sustituyendo lo que se obtiene en la ecuacién del calor [11.1] tendremos

Ui+l = Wiyj _ pUi1,j = 2Uij + Uit
k h

(11.6)
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Ui, j+1

U1, (1 —2r)u;; Uiy,
Figura 11.1: Esquema de las diferencias progresivas

2

que es una aproximacién a la relacién [11.1]. Por comodidad llamamos r = ah—z en [11.6] y
reordenamos

wijr1 = (1= 2r)uij +7r(wi-1,j + tit15)- (11.7)

La ecuacién en diferencias [11.7] se emplea para calcular las aproximaciones en la fila
(j + 1)-ésima de la malla a partir de las aproximaciones de la fila anterior; hagamos notar
que esta férmula proporciona explicitamente el valor u; j41 en funcién de w;—1 j, ui j y Uit1,;-

La férmula [11.7] es muy sencilla y nos invita a usarla répidamente, sin embargo es im-
portante usar técnicas numéricas estables y la férmula [11.7] no siempre lo es. La férmula

[11.7] 628 estable si, y s6lo si, 0 < r < % Esto significa que el tamano de paso k debe cumplir

k< 202 Si esto no se cumple, entonces puede ocurrir que los errores introducidos en la fila
a

{u; ;} se amplifiquen en alguna fila posterior {u; ,} para algin p > j.

11.3. Primer ejemplo

Usemos el método de las diferencias progresivas para resolver la ecuacion del calor
up(,t) = uge(x,t), 0<x <1, 0<t<0,20, (11.8)

con C.L
u(z,0) = f(r) =4 — 42, t=0, 0<x <1, (11.9)
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y C.F.

u(0,t) = q1(t)=0, =0, 0<¢t<0,20 (11.10)
u(l,t) = g¢g2(t) =0, z=1, 0<¢<0,20.

La primera vez usamos tamanos de Ax = h = 0,2, At =k =0,02 y a =1 de manera que
r = 0,5. La malla tendrd n = 6 columnas de ancho y m = 11 filas de alto. En este caso [11.7]

queda asi
Ui—1,5 + Uit1,5

Uijhl = —— 5 (11.11)

La férmula [11.1] es estable para r = 0,5 y puede ser usada con garantia de éxito para

generar aproximaciones razonablemente precisas a u(z,t). En la tabla adjunta se recogen
las aproximaciones en las filas sucesivas de la malla.

t 21=0,00 | 22=0,20 | 23=0,40 | 24=0,60 | 25=0,80 | zg=1,00
t1= 0.00 | 0.0000 0.640000 | 0.960000 | 0.960000 | 0.640000 | 0.000000
to— 0.02 0.0000 0.480000 | 0.800000 | 0.800000 | 0.480000 | 0.000000

t10= 0.20 | 0.0000 0.072812 | 0.117813 | 0.117813 | 0.072812 | 0.000000

Cuadro 11.1: Solucién de la ecuacién del calor w., (z,t)=u,(z,t) del ejemplo 1

1
La segunda vez, tomamos como tamanos de paso Ax = h = 02y At = k = 30 ~
0,0333333 = r = 0,833333. En este caso la férmula [11.7] queda
Uj j+1 = —0,666665“1',]' + 0,8333333(u,’_17j + U7;+17j) (1112)

y la tabla [11.2] nos muestra la inestabilidad de la férmula [11.12] ya que r > . y los errores
introducidos en una fila se amplificaran en las filas posteriores. Los valores numéricos que
se obtienen, que son aproximaciones a u(x,t) bastante poco precisos para 0 < t < 0,333333,
se recogen en la citada tabla [11.2]

Nota

La precisién de la EDF [11.7] es de orden o(k) + o(h?) y, como el término o(k) tiende a
cero linealmente, no es sorprendente que k£ deba tomarse muy pequeno para obtener buenas
aproximaciones. Aun asi, la necesidad de que el método sea estable plantea considera-
ciones adicionales. Supongamos que las aproximaciones obtenidas en la malla no son
suficientemente precisas y que debemos reducir los tamanos de paso Ax = hg, At = kg.
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t 21=0,00 | 22=0,20 | 23=0,40 24=0,60 25=0,80 | z6=1,0
t1=0.0000 0.0000 0.640000 | 0.960000 0.960000 0.640000 | 0.00000
t2=0.03333 | 0.0000 0.373333 | 0.693333 0.693333 0.373333 | 0.00000

t10=0.3333 | 0.0000 0.192511 | -0.089601 | -0.089601 | 0.192511 | 0.00000

Cuadro 11.2:

. . : ho
Si tomamos como nuevo tamano de paso la coordenada z, simplemente Az = hy = —, y

queremos mantener el mismo valor del cociente r, entonces k1, debe cumplir

i _r(h)? _r(ho)® ko
V7T T 42 T 4

En consecuencia: Hay que doblar el nimero de nodos de la malla en el eje de la variable
x y cuadruplicarlo en el eje de la variable ¢, con lo cual el esfuerzo de ordenador se multiplica
por ocho. Este esfuerzo extra, nos obliga a buscar métodos mas eficaces que no estén sujetos
a restricciones de estabilidad tan exigentes.

11.4. El método de Crank-Nicholson

Este método es un método implicito, no explicito, donde el incremento en el nivel de
complejidad de célculos tendra como contrapartida la garantia de estabilidad sin condiciones
adicionales.

Este esquema implicito, inventado por John Crank y Phyllis Nicholson, se basa en la
construccién de una aproximacién numérica al valor de la solucién de la ecuacién del calor
[11.1] en (z,t+ g) que es un punto situado entre dos filas de la malla. Concretamente, para
ug(z,t + g) usamos la aproximacion que se obtiene a partir de la férmula de diferencias

s (x,t+ ;) _ utt k/i —uUn ) | o) (11.13)

y para Ug.(x,t + g) usamos como aproximacién el valor medio de las aproximaciones a

centradas

Uz (T,1) ¥ Uzz(x,t + k); este valor medio tiene una precisiéon del orden de o(h?)

k 1
Ugs <x,t+2) = ﬁ[u(x—h,t—i—k)—2u(x,t+k:)+u($+h,t—|—k)+

+  u(x — hyt) — 2u(z,t) + u(z + h,t)] + o(h?). (11.14)
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Andlogamente a como lo hicimos para obtener el esquema de diferencias progresivas, susti-
tuimos las expresiones [11.13] y [11.14] en la ecuacién del calor [11.1] y despreciamos los
términos del error o(h?) y o(k?). Entonces, manteniendo la notacién u; ; ~ u(z;,t;), obte-

nemos la ecuacién en diferencias

it = Uiy o Wisljal = 2Uijar + Uigrjar +Uio1j = 205 + Uiy (11.15)
k 2h?
a’k . .
Volvemos a tomar r = e en [11.15] y despejamos los tres valores atin por calcular

Ui—1,j+1, Wi j+1 ¥ Uit1,j+1 escribiéndolos en el miembro de la izquierda de la ecuacién. Esta
reordenacién de los términos de la ecuacién [11.15] produce la siguiente ecuacién en diferen-
cias implicita

—rUi—1, 41+ (24 2r)w jp1 — Uit 41 = (2—2r)u;  +r(wim1 FUit1,), 1 =2,3,...,n—1

(11.16)
Los términos del miembro derecho de la ecuacién [11.16] son todos conocidos, asi que estas
ecuaciones forman un sistema lineal tridiagonal AX = B.

En la figura [11.2] se muestran los seis puntos que se usan en la férmula [11.16] de Crank-

Nicholson asi como el punto intermedio en el que se basan las aproximaciones numéricas.

Ui—1,54+1 Ui4-1,54+1
[} 9
[} I}
Wi—1,5 WUi+1,5

Figura 11.2: Esquema de Crank-Nicholson

Cuando se trabaja con la férmula [11.16] se suele tomar como cociente = 1. En este
2

caso, el tamailo de paso en el eje de la variable es At = k = — y las ecuaciones [11.16] se
a

escriben asi

Ui—1,5+1 T 4Ui7j+1 — Uit1,j+1 = WUi—1,5 + Uit1,5, 1=2,3,...,n—1. (11.17)
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En la primera y en la dltima de estas ecuaciones hay que usar las condiciones de contorno,
es decir

urj = upj41 =0
Upj = Unj1 = Co.

Las ecuaciones de [11.17] se escriben de forma especialmente atractiva en su forma tridia-
gonal AX =B

4 -1 U2, j+1 2C + ug,
-1 4 -1 U341 U2,j + Us,j
-1 4 -1 Ui j4+1 Ui—1,j + Uit1,j
-1 4 Un—1,5+1 Un—2,5 + 202

Cuando se utiliza un ordenador para llevar a cabo el método de Crank-Nicholson, el
sistema lineal tridiagonal AX = B puede resolverse bien por métodos directos, bien de
forma iterativa.

11.5. Segundo ejemplo

Usar el método de Crank-Nicholson para resolver la ecuacién

up(x,t) = ugz(x,t), 0<ax <1, 0<t<0,1 (11.18)
con C.L
u(z,0) = f(z) = sen(mx) +sen(3nz), t=0, 0<z <1 (11.19)
y C.F.
u(z,t) =g1(t) =0, x=0, 0<t<0,1
u(l,t) =go(t) =0, x=1, 0<t<0,1 (11.20)
Solucién

Para mayor simplificacién, tomamos como tamafios de paso Az = h =0,1,At = k = 0,01
de manera que el cociente es r = 1. La malla tendrd n = 11 columnas de ancho y m = 11
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filas de alta. En la tabla [11.4] se muestran los resultados obtenidos con el algoritmo para
0<z; <1, 0<¢; <0,1.

Las aproximaciones obtenidas con el método de Crank-Nicholson son buenas aproxima-
ciones de los valores exactos

u(z,t) = sen(mc)e_’r% + sen(37rx)e_9”2t

que , en la ultima fila, son

H t11 ‘ 0.115285 ‘ 0.219204 ‘ ‘ 0.115285 H
Cuadro 11.3:
: , (=1
La tabla de los valores u(z;,t;) obtenidos por este método para t; = “100
tj T2 :0,1 T3 :0,2 e | T10 :0,9
t1=0.00 | 1.118034 | 1.538842 1.118034
t,=0.01 | 0.616905 | 0.928778 0.610905
t11=0.10 | 0.116144 | 0.220827 0.116144

Cuadro 11.4: Método de Crank-Nicholson para t; = %

11.6. Ejercicios propuestos

Verificar, sustituyendo, directamente en la ecuacién, que, para cada ntmero natural n =

. CAnZn? . .
1,2,3,... la funcién u(x,t) = sen(nmr)e 4" ™t es una solucién de la ecuacién del calor

up(x,t) = dugy(x,t).

Idem con la funcién u(z,t) = sen(nrz)e ™"t es una solucién de la ecuacién del calor
ur(2,t) = a®upy(z,t).

2
1, Qué dificultades podrian aparecer si se usa At = k = g en la férmula [11.7] ?
Usar el método de las diferencias progresivas para calcular las tres primeras filas de la malla
que se construye para la ecuacién del calor que se da (!’calcular a mano o con calculadora !)

up(x,t) = uge(x,t), 0<ax<1, 0<t<0,1
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con C.I.

y C.F.

Tomar h=0,2, k=0,02 y r=0,5.

u(z,0) = f(z) =sen(nz), t=0, 0<x <1

11.5 Considerar la solucién exacta

11.6 Probar que u(z,t) = Z aje_(j”)2 sen(jmx) es una solucién de la ecuacién

11.4

u(z,t) = sen(mc)e_”Zt + sen(37x)

Fijando z, calcular el valor de lim wu(x,t).

que cumple las condiciones de contorno u(0,t) =0, u(1,t) =0 y valores iniciales u(z,0) =

n

j=1

n
Z a; sen(jrx).
j=1

t—o0o

a2
e37r)t.

up(2,t) = uge(2,t), 0<z <1, t>0

Soluciones a los ejercicios propuestos

r1 =00 ]| 20=020 | z3=04 s =006 | x5 =08 | x¢ = 1,0
0.0 0.587785 | 0.951057 | 0.951057 | 0.587785 | 0.0
0.0 0.475528 | 0.769421 0.769421 | 0.475528 | 0.0
0.0 0.184710 | 0.6224745 | 0.622475 | 0.384710 | 0.0




