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Introduccion

Estas son notas para el curso de Algebra Lineal IT de la Licenciatura en Matematica de la Facultad de
Ciencias. Tratan sobre operadores, productos internos y formas bilineales simétricas en espacios vectoriales,
con énfasis en los casos de dimensién finita. Como prerrequisito, se asume que el lector tiene conocimientos
bésicos de espacios vectoriales, transformaciones lineales y matrices asociadas a transformaciones lineales.
Si bien la mayoria de los resultados estan escritos para k-espacios vectoriales en los cuales k es un cuerpo
arbitrario, para que estas notas sean mas amigables todos los ejemplos son para k = R o C. Lo que sigue es
una breve descripcion de cada capitulo.

En el Capitulo 1 se estudian los operadores diagonalizables y sus propiedades bésicas.

En el Capitulo 2 se estudian los espacios vectoriales con producto interno. En particular se prueba la
existencia de bases ortonormales, de complementos ortogonales de subespacios, y el teorema de Riesz.

En el Capitulo 3 se estudian los operadores en espacios con producto interno. Las demostraciones estan
escritas para espacios complejos; las correspondientes a los espacios reales se obtienen como un caso particular
de las anteriores. Si el lector estd interesado solo en los espacios reales, entonces puede olvidarse de las
referencias a los complejos, y las definiciones y demostraciones funcionan esencialmente igual. El tnico
punto donde tendria problemas es en la prueba de que un operador real autoadjunto es diagonalizable sobre
una base ortonormal, dado que la prueba en el caso complejo utiliza el “teorema fundamental del dlgebra”
que no es valido en los reales. Para solucionar esto se dan dos pruebas de ese teorema, una de las cuales no
requiere nimeros complejos.

En el Capitulo 4 se estudian las formas bilineales simétricas y las formas cuadraticas, con énfasis en el
caso real.

En el Capitulo 5 se estudian las relaciones polinomiales que puede verificar un operador. En particular
se introduce el polinomio minimal y se ve el teorema de Cayley-Hamilton.

En el Capitulo 6 se estudia la forma de Jordan. En la primera parte se estudian las propiedades de
las bases de Jordan. En la segunda parte se ven técnicas de calculo para obtener la forma de Jordan en
dimensiones bajas. En la tercera parte se prueba el teorema de Jordan y se ve la forma de obtener bases de
Jordan en el caso general.

El Capitulo 7 es un apéndice en el cual se ven algunos temas necesarios para seguir estas notas y otros
que las profundizan o extienden. Lo que sigue es una breve descripcién de cada una de sus secciones.

= Seccion 7.1. Algunas propiedades de polinomios que no se suelen estudiar en los cursos de ensenanza
secundaria, en particular se ven los polinomios de Lagrange y la identidad de Bézout

= Seccion 7.2. Las matrices elementales y su relacién con la invertibilidad de matrices.

= Seccion 7.3. Las matrices en bloques y sus propiedades bésicas.

= Seccion 7.4. Las operaciones béasicas con subespacios: interseccion, suma y suma directa.
= Seccion 7.5. Las proyecciones y su relacién con las sumas directas de subespacios.

= Seccion 7.6. La descomposicién espectral de un operador. Primero en forma general para un operador
diagonalizable y luego —en el caso de espacios con producto interno— para un operador digonalizable
en una base ortonormal.



= Seccién 7.7. Se aplican las técnicas de producto interno para el estudio de los movimientos del plano
y del espacio.

= Seccion 7.8. Se aplica la teoria de formas bilineales para el estudio de las cénicas en el plano y de las
cudadricas en el espacio.

m Seccién 7.9. Un algoritmo para hallar la forma de Jordan y la prueba de la unicidad de la forma de
Jordan.

= Seccion 7.10. A partir de la forma de Jordan compleja se obtiene la forma de Jordan real.

= Seccién 7.11. Formas multilineales alternadas. Esto se necesita para entender las formas diferenciales,
que se estudian en cursos posteriores.

De este apéndice, para poder leer las notas hay que conocer las secciones 7.3, 7.4 y 7.5. La seccion 7.2 se usa
en el estudio de las formas bilineales simétricas; si no se conoce, entonces se deben admitir ciertos resultados.
De la seccién 7.1, el teorema de Bézout se utiliza en el Capitulo 5, mientras que los polinomios elementales
aparecen en el estudio de la descomposicion espectral. La seccién 7.6 da otra forma de ver a los operadores
diagonalizables y es basica para la extension de las propiedades que vimos de operadores en espacios con
producto interno a espacios de dimensién infinita. Las secciones 7.7 y 7.8 son aplicaciones clasicas del adlgebra
lineal al estudio de problemas geométricos. Las secciones 7.9 y 7.10 profundizan el estudio de la forma de
Jordan y cierran algunas preguntas que quedaban abiertas en el Capitulo 6. La ultima seccién estd pensada
principalmente para su aplicacion en cursos posteriores.

Parte de este material estd inspirado en el libro Linear Algebra, de S. M. Friedberg, A. J. Insel y L. E.
Spence, de la editorial Prentice Hall.
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Capitulo 1
Diagonalizacion

En este tema k es un cuerpo y V' es un k-espacio vectorial no nulo de dimensién finita n. Si B es una
base de V', supondremos siempre que B es una base ordenada es decir una base en la cual hemos elegido un
orden para sus elementos.

A las transformaciones lineales de V en V les llamaremos también operadores. Al espacio de las trans-
formaciones lineales de V' en V' lo denotaremos £(V) y a la transformacién lineal identidad por Id o Idy.
Al espacio de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en k lo denotaremos M, (k) y a la matriz
identidad I o I,.

1.1. Operadores diagonalizables

SiT € L(V)y By C son bases de V, escribiremos ¢[T]5 a la matriz asociada a T de la base B en la
base C y [T|g para p|[T|p. Si A € M, (k), escribiremos L4 a la transformacién lineal de k™ en k™ definida
por La(v) = Av, Vv € k™. Observar que si C = {ey,...,e,} es la base canénica de k" y A € M, (k), es

Siwvg,...,v, €Kk", el simbolo [vi]---|v,] denotard a la matriz cuadrada de orden n cuyas columnas son los
vectores v1, . .., U, escritos en forma vertical. Por ejemplo, si v1 = (1,2) y v2 = (0, 3), entonces [v1|va] =(39).

Definicién 1.1.1. Diremos que dos matrices A, B € M, (k) son semejantes y escribimos A ~ B, si existe
una matriz invertible Q € M, (k) tal que A = QBQ.

Queda como ejercicio el verificar que la relacién de semejanza es de equivalencia en M, (k).
Proposicién 1.1.2. Sean T' € L(V) y B una base de V.

1. Si B es otra base de V', entonces [T|g ~ [T]|5. Explicitamente, [Tz = P [T)|g P!, siendo P = p/[Id]5.

2. Si A e M,(k) es tal que A ~ [T, entonces existe una base B de V tal que A = [T)p.

Dem.

1. Si P = g[ld]g, entonces [T)z = g[Id]|s [T)s s[ld]s = P [T)g P~ .

2. Supongamos 4 = Q [T]pQ!, siendo Q7! = (¢;5) vy B = {v1,...,v,}. Definimos w; := >°1| g;; vi,
para todo j = 1...,n. Como la matriz Q! es invertible, entonces el conjunto B” = {wy,...,wy,} es
una base de V' y g[Id]z» = Q~!. Luego

A=Q[TsQ " = pld]s - [T]s - s[ld]gr = [T]s. O



Corolario 1.1.3. Dos matrices son semejantes si y solo si representan a una misma transformacion lineal.

Dem. Sean Ay B en M,(k) tales que A ~ B. Si consideramos 7' = L4 € L(k"), es A = [T, siendo C
la base candnica de k". Luego B ~ [T'|, y la parte 2 de la Proposicién 1.1.2 implica que existe B base de k"
tal que B = [Tp. El reciproco es la parte 1 de la Proposicién 1.1.2. O

Recordar que una matriz cuadrada A = (a;;) se dice diagonal si a;; = 0, para todo i # j. Las matrices
diagonales son las mas simples para operar, por ejemplo valen las formulas siguientes.

a -~ 0 by --- 0 ajby .- 0 a -~ 0 k (a))F - 0
. . = ; : = .. , Vk;
0 - ay 0 - b, 0 - apb, 0 - ay 0 (an)k
a --- 0 a --- 0 -1 (@)™t .- 0
. =aj---ap; siar---a,#0 = = .
0 - ap 0 - ap 0 s (ap) !

Definicién 1.1.4. Un operador 7' € L(V) es diagonalizable si existe una base B de V en la cual [T)g es
diagonal.

Ejemplo 1.1.5. Sea r una recta del plano R? que pasa por el origen y T la simetria axial respecto a r. Sean
0#ucry0#uveR?tales que u y v son ortogonales. Luego B = {u,v} es una base de R? y la matriz
asociada a 1" en la base B es ([1) 9 ) Luego la simetria axial de eje r es diagonalizable.

Definicién 1.1.6. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.
Proposicién 1.1.7. Sea T € L(V).

1. Si T es diagonalizable y B es una base cualquiera de V, entonces [T|g es diagonalizable.

2. Si existe una base B de V' tal que [T es diagonalizable, entonces T' es diagonalizable.

Dem. Si T es diagonalizable, entonces existe una base C de V' en la cual [T)¢ es diagonal. Si B es una
base cualquiera de V, la parte 1 de la Proposicién 1.1.2 implica que [Tz es semejante a la matriz diagonal

[Tc-

Si existe una base B de V' tal que [T es diagonalizable, entonces [T'|5 es semejante a una matriz diagonal
D. Luego la parte 2 de la Proposicién 1.1.2 implica que existe una base B de V' tal que [T]z = D. O

Corolario 1.1.8. Una matriz A es diagonalizable si y solo si la transformacion lineal L 4 es diagonalizable.

Dem. La matriz asociada a L4 en la base candnica es la matriz A. O

1.2. Valores y vectores propios

Definicién 1.2.1. Dado T' € £(V), un escalar A € k se dice un wvalor propio de T si existe 0 # v € V tal
que T'(v) = Av, el vector v se dice que es un vector propio de T asociado a .

Ejemplo 1.2.2. En el caso en que 7 : R? — R? es la simetria axial del ejemplo 1.1.5, nosotros vimos que
existian vectores no nulos u y v tales que T'(u) = uy T(v) = —v; luego u y v son vectores propios de T' con
valores propios 1 y —1, respectivamente.



Notar que para la definicién de valor y vector propio de no se necesita dimensién finita.

Ejemplo 1.2.3. Sea C*(R) = {f : R — R | f tiene derivada de todos los érdenes}. Definimos T €
L(C*(R)) por T(f) = f'. Entonces A € R es un valor propio de T si y solo si existe f # 0 tal que
f'= X f, es decir si y solo si f es una solucién no nula de la ecuacién diferencial ' = \z; luego todo A € R

es un valor propio de Ty los vectores propios correspondientes a A son las funciones de la forma f(t) = ce,

Ve # 0.

Proposicién 1.2.4. Un operador T € L(V') es diagonalizable si y solo si existe una base B de V' formada
por vectores propios de T. En ese caso las entradas diagonales de [T|p son valores propios de T'.

Dem. El operador T' € L(V') es diagonalizable si y solo si existe una base B tal que [Tz es de la forma

AN oo 0
Tls=| = . . (1.1)

0 - A,
Si B={vi,...,v,}, entonces vale (1.1) si y solo si T'(v;) = A; v;, para todo i = 1,...,n, es decir, si y solo si
los elementos de B son vectores propios de T'. O

Ejemplo 1.2.5. Considerar el caso de la simetria axial vista en los ejemplos 1.1.5 y 1.2.2.

Definicién 1.2.6. Dada A € M,(k), un escalar A € k se dice un valor propio de A si existe 0 # v € k"
tal que Av = Av, el vector v se dice que es un wvector propio de A asociado a A. Es claro que los valores y
vectores propios de la matriz A coinciden con los del operador L 4.

Corolario 1.2.7. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si y solo si existe una base B de k™ formada por

vectores propios de A. En este caso, si B ={v1,...,vn} Yy A1,..., Ay son los valores propios correspondientes,
es
AN - 0
A=QDQ™', siendo D=| : . y Q=vi] - |vn].
0 - A\

Dem. La primera afirmacién se deduce de la proposicién anterior aplicada al operador L4 : k™ — k™.
Para la segunda, si C es la base canénica de k™, es A = [Lalc = ¢[ld|p - [Lals - 5ldlc = QDQ ™. O

Ejemplo 1.2.8. Sea A =(}3) € M,(R). Consideremos v; =(1,—1) y v2 =(3,4). Observar que B = {v1, vo}
es una base de R? y que Av; = —2v; y Avg = 5vg, luego A es diagonalizable y vale

Ga)-(A DD

1.3. Polinomio caracteristico

Proposicién 1.3.1. Si A, B € M, (k), son matrices semejantes, entonces det(A) = det(B).

Dem. Sea Q) € M, (k) invertible tal que A = QBQ~'. Entonces
det(A) = det (QBQ™") = det(Q) det(B) det (Q ') = det(Q) det(B) det(Q) ™! = det(B). O

Luego usando la proposiciéon 1.1.2 se deduce el siguiente resultado.



Corolario 1.3.2. Si T € L(V) y B, C son dos bases de V, entonces det([T]g) = det([T]c) - O
Visto el corolario anterior, tiene sentido la definicion siguiente.

Definicién 1.3.3. Si T € L(V), definimos su determinante por detT := det([T]g) siendo B una base
cualquiera de V.

Ejemplo 1.3.4. Sea V =Ry[x| y T € L(V) definida por T(p(a:)) =p/(x). SiB= {1,1‘,1’2}, es

[T)5 = =  detT =0.

o O O
S O =
S N O

Proposicién 1.3.5. Sean T, S € L(V).
1. Vale det(T' o S) = detT det S.
2. El operador T es invertible si y solo si detT # 0 y en ese caso det (Tﬁl) = (det T)_l.
3. Para todo X en k y toda base B de V wale det(T' — A1d) = det(A — A\ I), siendo A = [T].
Dem. Sea B una base de V.

(1). det(T o S) = det([T" o S]g) = det([T']5[S]B) = det([T]r) det([S]p) = det T' det S.
(2). La primera afirmacién se deduce de lo siguiente

detT#0 <& det([T]g) #0 <« [T)g esinvertible < T es invertible.
Si T es invertible, entonces det(7~1) = det([Tﬁl]B) = det([T]gl) = det([T]z) " =(detT) "

(3). Si A €k, es det(T'— A1d) = det([T — A\1d]|g) = det([T]|p — A [Id]p) = det(A — X I). O
Definicién 1.3.6. Si A € M, (k), definimos su polinomio caracteristico por
Xa(t) :==det(A—tI) € Kklt].
Si T € L(V), definimos su polinomio caracteristico por
Xp(t) :=det(T — t1d) € k[t].

Observacion 1.3.7. De la Proposicién 1.3.5 se deduce que si A € M, (k), T' € L(V) y B es una base de V,
entonces
Xr(t) = X[T]B(t)’ Xa(t) = XLa (t).

Notar que si
ailr ot Qin aip —t - G1n
A=+ | e xam =
anl - Onpn anl cee app —t

Es un ejercicio el probar que vale la férmula siguiente
Xa(t) = (=1)"t" + (=1)" T tr (A) "L + -+ det(A).

Luego gr X4(t) =nsi A€ My(k) ygr Xp(t) =nsiT € L(V)y dimV =n.



Ejemplo 1.3.8. Si A=(}1),es Xa(t) ="', | =t?—2t—3.

Ejemplo 1.3.9. Si T € L(Ry[z]) estd definida por T'(p(z)) = p'(x), (ejemplo 1.3.4) entonces

Proposicién 1.3.10. Sea T € L(V) y X € k. Son equivalentes:
1. El escalar A es un valor propio de T'.
2. Ker (T'— A1d) # {0}.
3. El operador T — \1d no es invertible.
4. El escalar X es raiz de Xp(t).

Dem.

Aesvalor propiode T JFv#£0: T(v) = v < FJv#0: veKer(T — Nd)
< Ker (T'— Md) # {0} <« T — Ald no es inyectiva
< T — Mld no es biyectiva < T — Ald no es invertible
edet(I'=Md)=0 < Xp(A\)=0. O

Observacion 1.3.11. De la prueba anterior se deduce que si A es un valor propio de T' € L(V'), entonces
v € V es un vector propio de T correspondiente a A si y solo si v # 0y v € Ker (T — A1d).

Corolario 1.3.12. SiT € L(V) y dimV = n, entonces T tiene a lo mds n valores propios.

Dem. Los valores propios de T son las raices de Xp(t), y como este polinomio tiene grado n, entonces
tiene a lo més n raices. O

Definicién 1.3.13. Si A € M, (k), escribiremos Ker (A) := {v € K" : Av = 0}. Notar Ker (4) = Ker (L4),
siendo L4 € L(K™) la transformacién lineal asociada a la matriz A.

Con la definicién anterior tenemos que si A € M, (k) y A es un valor propio de A, entonces v € k™ es un
vector propio de A correspondiente a A siy solosiv #0y v € Ker (A — \I).

Ejemplo 1.3.14. Consideremos la matriz A =(} 1) del ejemplo 1.3.8. Es X 4(t) = t?—2t -3 = (t—3)(t+1),
luego A tiene valores propios \; = 3y A2 = —1. Operando obtenemos Ker (A — 3I) = [(1,2)] y Ker (A + I) =
[(1,-2)]. Notar que B = {(1,2),(1,—2)} es LI, luego B es una base de R? formada por vectores propios de
A. Esto implica que A es diagonalizable y vale

PN (30 (11
A=QDQ ,81endoD—<O _1)yQ—<2 _2>.
Ejemplo 1.3.15. Sea T' € L(Rz[z]) definida por T(p(x)) = p'(z) (Ejemplo 1.3.9). Es X7 (t) = —t3, luego 0

es el tnico valor propio de T'. Los vectores propios de T son los polinomios constantes no nulos, luego no
existe una base de Ra[z] formada por vectores propios de T'y T no es diagonalizable.



Recordar que si B = {v1,...,v,} es una base de V, entonces el mapa coordenadas coordp : V. — k"
definido por
coordg(v) = (z1,...,&,) si v =mzv; + -+ Tp0p,

es un isomorfismo lineal.

Proposicién 1.3.16. Sea T' € L(V), B una base de V, A = [T|g y A un valor propio de T. Entonces
v € V' es un vector propio de T correspondiente a \ si y solo si coordp(v) € k™ es un vector propio de A
correspondiente a .

Dem. Utilizando que coordg : V' — k™ es un isomorfismo, tenemos que dado v € V, es v # 0 si y solo si
coordg(v) # 0y

T'(v) = Av « coordg(T'(v)) = coordg(Av) < [Tz coordp(v) = A coordp(v)
< Acoordg(v) = Acoordg(v). O

Ejemplo 1.3.17. Sea T € L(Rz[z]) definida por T(p(x)) = p(z) + xp'(x) + p'(x). Considerando la base
C = {1,z,2%} de Ra[z], es

1 1
A== 0 2 = Xp(t) = Xa() = —(t— D)t —2)(t - 3),
0 0

w N O

luego los valores propios de T son 1, 2 y 3. Operando con la matriz A obtenemos:
Ker (L4 —1d) =[(1,0,0)], Ker (L —2Id) =[(1,1,0)], Ker (L —3Id)=[(1,2,1)].
Luego aplicando la proposiciéon anterior deducimos
Ker (I'—1d) = [1], Ker(T —2Id) = [L+z], Ker (T —3Id) = [1 + 2z + 2?].

El conjunto B = {1, 1 +z, 1 + 2z + 22} es LI y por lo tanto B es una base de Ry[x] formada por vectores
propios de T'; luego T es diagonalizable y la matriz asociada a T" en la base B es

1 00
Ts=[0 2 0
00 3

Ejemplo 1.3.18. Rotacidn. La rotacién de dangulo 6 (0 < 6 < 27) es la transformacion lineal Ry : R? — R?
definida por Ry(x,y) = (x cosf —y senf, x senf +y cosf). Es

R(,< z > :( cosf - —senf >< z ) Xr, (1) = 2 — (2cos0)t + 1.

Y senf cosf Y
El discriminante de la ecuacién t2 — (2cos @)t +1 = 0 es
A=4cos’) —4 = 4((:0520— 1) <0.

Observar que A = 0 si y solo si § = 0,7. Si § = 0, es Ry = Id y todos los vectores no nulos de R? son
vectores propios de Ry con valor propio 1. Si § = 7, es Ry = —Id (simetria central de centro en el origen) y
todos los vectores no nulos de R? son vectores propios de Ry con valor propio —1. Si @ # 0,m, es A <0y
Ry no tiene valores propios por lo cual no es diagonalizable.

Teorema 1.3.19. Sea T € L(V), A1,..., \x valores propios distintos de T y v1,...,v; vectores propios
correspondientes. Entonces {vi,...,vx} es LI

Dem. Lo probaremos por induccién en k.

10



Si k =1, entonces {v;} es LI porque como v; es un vector propio, es v # 0.

Supongamos que el resultado es cierto para k — 1 > 1 y sean Aq,..., \; valores propios distintos de T y
v1, ...,V vectores propios correspondientes. Sean aq,...,a; € k tales que
av1 + -+ ag_qvp_1 + apvg = 0. (1.2)
Aplicando T en ambos lados de la ecuacién (1.2) y teniendo en cuenta que vy, ..., v, son vectores propios
obtenemos
1A U1+ -+ Q1 Ap_1V—1 + ap v = 0. (1.3)

Multiplicando la ecuacién (1.2) por —\j obtenemos
— ARV — + — A1 ARUk—1 — G UL = 0. (1.4)
Sumando la ecuacién (1.3) y la (1.4) obtenemos
ar(M — Aot + -+ ap—1(Ag—1 — Ap)vg—1 = 0.
Por la hipétesis de induccién el conjunto {vq,...,vp_1} es LI, luego
ar(A1 — Ag) = =agp—1(Ag—1 — k) = 0.

Como \; # M\ paratodoi=1,...,k—1, es

ap = - =0ag-1 =0.
Substituyendo a1, ...,ar_1 por 0 en la ecuacién (1.2) obtenemos axvy = 0 y como vi # 0, es ap = 0; esto
completa la prueba de que {vy,...,v;} es LL O]

Corolario 1.3.20. Si la dimension de V esn y T € L(V) tiene n valores propios distintos, entonces T es
diagonalizable.

Dem. Si Aq,..., )\, son los valores propios de Ty v1,...,v, son vectores propios correspondientes,
entonces la proposicién anterior implica que B = {v1,...,v,} es LI y por lo tanto B es una base de V
formada por vectores propios de T'. Luego la proposicion 1.2.4 implica que T es diagonalizable. O

Ejemplo 1.3.21. Si A = (11), es X4(¢) = ¢(t — 2). Luego A es diagonalizable y vale A ~ ({9).

Observacion 1.3.22. La matriz identidad y la matriz nula son ejemplos de matrices diagonales -luego dia-
gonalizables- que tienen un solo valor propio, 1 y 0 respectivamente. Estos ejemplos nos muestran que el
corolario anterior nos da una condicién suficiente pero no necesaria para que un operador sea diagonalizable.

Definicién 1.3.23. Decimos que un polinomio no constante f(x) € k[z] se escinde en k[X] si existen
escalares a,aq, ..., a, tales que f(x) = a(x—ay) - - - (x—a,) (pueden haber elementos repetidos en ay, . . ., a,).

Observacion 1.3.24. Para abreviar diremos “f(z) se escinde en k” en vez de “f(z) se escinde en k[z]”.
También a veces diremos simplemente “f(x) se escinde” cuando no sea necesario especificar el cuerpo k.

Observar que si f(x) se escinde en k, entonces agrupando los términos repetidos obtenemos f(z) =
a(x —by)™ -+ (x —b)", con n; > 1, para todoi =1,...,r, siendo by,...,b, las distintas raices de f.

Ejemplo 1.3.25. 1. 22 — 1= (z + 1)(z — 1) se escinde en Q.

2. 2% — 2 no se escinde en Q.
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3. 22 -2 = (a: + \@) (x — \/i) se escinde en R.
4. 2+ 1y (2z* + 1) (z — 2) no se escinden en R.
5. 22+ 1= (z +i)(x — 1) se escinde en C.

Observacion 1.3.26. En C[z]| todo polinomio no constante se escinde. Este es el llamado teorema fundamental
del dlgebra. La prueba de este resultado se encuentra en cualquier texto de analisis complejo.

Proposicién 1.3.27. Sea T € L(V). Si T es diagonalizable, entonces X7 se escinde.

Dem. Sea B una base de V en la cual [T]5 es diagonal.

ai
[T)s = = Xp(t) = (a1 — 1) (an —t) = (1)t —a1) - (t — ap). O

Qn
Corolario 1.3.28. Sea T' € L(V). Si X1 no se escinde en k, entonces T no es diagonalizable. O

Ejemplo 1.3.29. Si A = (%) € My(R), es Xa(t) = t* + 1 que no se escinde en R, luego A no es
diagonalizable en M>(R). Observar que si consideramos A € M3(C), es Xa(t) =t +1 = (t —i)(t + 1) que

se escinde en C, luego A es diagonalizable en M3(C) y es semejante a (6 91)

Observacion 1.3.30. Que el polinomio caracteristico se escinda en k es una condicién necesaria pero no
suficiente para que un operador sea diagonalizable (ver més adelante el ejemplo 1.4.3).

1.4. Multiplicidad geométrica y algebraica
Definicién 1.4.1. Sea T' € L(V) y A un valor propio de 7.
1. El subespacio propio asociado al valor propio A es E) := Ker (T' — Ad).
2. La multiplicidad geométrica de X\ es MG(\) := dim E.
3. La multiplicidad algebraica de X es MA(X) := max {h: (t— \)" divide a X7 (t)}.

Si A € M,(k) y A es un valor propio de A, entonces se define la multiplicidad algebraica y geométrica de A
como las correspondientes al operador L4 € L(k™).

Observacion 1.4.2. Sea T € L(V).
1. El escalar 0 es un valor propio de T si y solo si Ker (T") # {0}; en ese caso es Fy = Ker (7).

2. El subespacio propio asociado a un valor propio A consiste en el vector nulo y los vectores propios
correspondientes a A.

3. Si A es un valor propio de T es
MG(\) =dimKer (T — MId) = dim V — dim Im(7T — AId) = dim V' — rango(T — \Id).
En particular si A € M,,(k) y A es un valor propio de A, entonces MG(A) = n — rango(A — \I).

4. Si X es un valor propio de T', es M A(\) = m siy solo si Xp(t) = (t — X\)™p(t) con p(\) # 0.
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5. Si Xp(t) se escinde y se escribe de la forma X7(t) = (=1)"(t — A1)™ -+ (t — Ap)™ con \; # Aj sii # j,
entonces M A()\;) = n;, para todo i =1,..., h.

El siguiente es un ejemplo de un operador que no es diagonalizable pero su polinomio caracteristico se
escinde.

Ejemplo 1.4.3. Sea T' € L(Rg[z]) definida por T'(p(z)) = p'(z). En el ejemplo 1.3.15 probamos que
X7(t) = —t3, luego 0 es el tinico valor propio de 7'y Ey = Ker (T') = R C Ry[z]. Entonces MA(0) = 3 y
MG(0) = 1. Observar que si fuese T' diagonalizable, al ser 0 su tnico valor propio, la matriz en la cual se
diagonalizaria serfa la matriz nula, por lo cual T seria el operador nulo. Como T # 0, deducimos que 7' no
es diagonalizable.

Ejemplo 1.4.4. Sea

30 0 O
03 0 0
0 0 -1 0

Es X4(t) = (t — 3)%(t* 4+ 1), luego 3 es el tnico valor propio de A. Notar MG(3) = 4 — rango(A — 31) =
4—2=2. Luego MA(3) = MG(3) = 2.

Teorema 1.4.5. Sea T € L(V) y A un valor propio de T', entonces
1< MG\ < MA(N).
Dem. Como A es un valor propio de T', es Ey # {0} y luego MG(X\) > 1.

Sean B; una base de E) y B2 un conjunto LI de V' disjunto con B; tales que B = B; U Bs es una base de
V. Observar que T'(v) = A\v para todo v € By, luego la matriz asociada a T' en la base B es una matriz en

bloques de la forma
MM, B

siendo m = #B; = dim E)\, = MG(\). Notar que [T]p es una matriz en bloques, luego

(A=t B | _ oy m
xr(t) = | A7 B S - 810 - 1] = (- X
Como puede ser X¢(A) = 0, deducimos M A(X) > m = MG()). O

Corolario 1.4.6. Sea T € L(V') y A un valor propio de T, entonces MA(X) = 1 implica MG(\) =1. [

En lo que sigue usaremos la suma directa de subespacios (§7.4).

Proposicién 1.4.7. Sea T' € L(V) y Ai,..., A\, valores propios distintos de T'. Entonces Ey,, ..., Ey, son
subespacios independientes.
Dem. Sean vy € Ey,...,v; € E), tales que v + -+ + v, = 0. Si existiese algin ¢ € {1,...,k} tal que

v; # 0, eventualmente reordenando los subindices existirfa algun [, 1 < [ < k, tal que v; # 0, para todo
t=1,...,0yvy = =v, =0. Luego es

'U1+"'+Ul:07 (15)
con v; # 0, para todo i = 1,...,l. Para cada i € {1,...,l} es 0 # v; € E),, luego v; es un vector propio
de T correspondiente al valor propio \; y por lo tanto el teorema 1.3.19 implica que {v1,...,v;} es LI. Esto
contradice (1.5). Luego es v1 = --- = vy = 0y por lo tanto Ey,, ..., E), son subespacios independientes. [
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El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para que un operador sea diagonalizable.

Teorema 1.4.8. Sean T € L(V) y A1,..., A\, sus valores propios. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

1. El operador T es diagonalizable.

2. El polinomio Xt se escinde y MG(\;) = MA()N;) para todoi=1,..., h.
3. Vale V=" E,,.

4. Vale V=0@8" B,

Dem. Observemos primero que la proposicién 1.4.7 nos dice que E), ..., E), son subespacios indepen-
dientes y por lo tanto su suma es directa. Luego las afirmaciones 3 y 4 son equivalentes.

(1 = 2). Como T es diagonalizable, sabemos que X7 se escinde y que V admite una base B formada por
vectores propios. Agrupando los vectores propios correspondientes a cada valor propio, podemos suponer
que esta base es de la forma B = {U%, . ,v,ln, e ,v{l, e nh} siendo Ay,..., A, los valores propios de T,
con \; # \j si i # j. Luego

A1

A1

A

Ak
Notar que cada valor propio \; aparece exactamente n; veces en [T'|g. Luego

Xr(t) = (At — £+ O — )7 = (1) (= A)™ - (£ — \)™.
Observar que por la forma de la matriz [T]g es {v},..., v} } C E),, luego MG(\;) > n; = MA();). Pero
siempre vale MG(\;) < MA()\;), luego MG(\;)) = MA()\;), para todoi=1,...,h.

(2=4). Sea Xp(t) = (=1)"(t — A1)™ -+ (t — Ap)™ con \; # Aj si ¢ # j. Entonces

h
dim(@E)\i> ZdlmEA —ZMG ZMA an—gr Xp(t) =dimV = @EA =V
=1

=1

(4 = 1). Si B; es una base de E), para todo ¢ = 1,...,h, entonces B = B; U---U Bj, es una base de V
formada por vectores propios de T'. Luego la proposicion 1.2.4 implica que T es diagonalizable. O

La siguiente es una aplicacién interesante del teorema anterior para probar un resultado que no es obvio
a partir de las definiciones.

Proposicién 1.4.9. Sean A, D € M, (R) tales que D es una matriz diagonal, Si A ~ D en M,(C), entonces
A=~ D en M,(R).

Dem. Sies A~ D, entonces es XA (t) = (—=1)"(t—Ay)™ -+ - (t— Ap)™, siendo A1, ..., A\ € R las distintas
entradas diagonales de D, y n; = n — rango(A — \;I), para todo i = 1,...,h. Como es A — \;I € M,(R)
y el rango de una matriz real es el mismo pensada en M, (R) o M, (C), entonces deducimos que A ~ D en
M,,(C) equivale con A ~ D en M, (R). O
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Capitulo 2

Espacios con producto interno

En este tema el cuerpo de base k serd R o C. Diremos que un k-espacio vectorial es real si k = R y que es
complejo si k = C. Como es usual pensamos R C C. Recordar que si z = a + ib € C, entonces su conjugado
es z=a—1b € C. Notar que z ¢ R C Csi y solosi z = z.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

El producto interno es la generalizacién del concepto de producto escalar a un espacio vectorial arbitrario.

Definicién 2.1.1. Sea V un espacio vectorial. Un producto interno en V es una funcién (, ): V xV — k
que verifica:

1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w € V.

[\)

. (au,v) = alu,v), Ya €k, u,v V.
3. (u,v) = (v,u), Yu,v € V.
4. (v,v) >0, Vv #0.

Un espacio con producto interno es un par (V,(, )) en el cual V es un espacio vectorial y (, ): V xV =k
es un producto interno en V.

Observacion 2.1.2. 1. Sik =R, la condicién (3) queda en (u,v) = (v,u), Yu,v € V.
2. Las dos primeras condiciones nos dicen que todo producto interno es lineal en la primera componente.

Notar que si el espacio es real entonces también es lineal en la segunda componente, pero si el espacio
es complejo esto deja de ser cierto (ver la proposicién 2.1.6).

Ejemplo 2.1.3. En k™ el producto interno usual es

n
(1, mn), W1, Yn)) =TI+ 222+ -+ T Y = g i Yi-
i=1
Cuando consideremos a k™ como espacio vectorial con producto interno nos estaremos refiriendo siempre al

producto interno usual, a menos que explicitemos lo contrario. En el caso k = R, al producto interno usual
también se le suele llamar producto escalar y la férmula anterior queda

n
(@1 ), W1 n)) =21+ T2y2 + o+ T = Y Ti Ui
i=1

Notar que este producto es la generalizacién del producto escalar de R? y R3.
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El siguiente ejemplo es una generalizacién del anterior.

Ejemplo 2.1.4. Si A = (a;;), B = (bij) € Mynxn(k), entonces definimos (A4, B) = 37", a;;b;;. Es fécil

de probar que la férmula anterior define un producto interno en M,,xn (k). Observar que si identificamos
M sn (k) con k™" mediante el isomorfismo 1" : M, xn (k) — k™" definido por

T((azj)) = (alla--'valna aamlw"aamn)v

entonces este producto en M,,«,(k) coincide con el producto interno usual de k™.

Ejemplo 2.1.5. Sea C([0,1]) :=={f:[0,1] = R: f es continua}, entonces

1
(f.9) = /0 F(6) () dt

define un producto interno en C ([O, 1}) Probaremos solo la propiedad 4, que es la tinica que requiere cierta
elaboracién. Sea f € C([O, 1]) tal que f # 0. Esto ultimo implica que existe xo € [0,1] tal que f(zg) # 0.
Supongamos zy € (0,1). Como f? es continua, entonces existen € > 0y § > 0 tales que (xg— 9, x9+9) C [0, 1]
v f2(z) > €, para todo = € (xg — 0,20 + 6). Luego

1 zo—9 r0+9 1 040
<f,f>:/0 f2(t)dt:/0 f2(t)dt+/ ’ f2(t)dt + f2(t)dt2/ ’ f2(t) dt > 26e > 0.

0—0 To+0 To—0

Los casos xgp = 0y g = 1 se prueban en forma andloga.
Notar que si en vez de funciones continuas consideramos funciones integrables, entonces la propiedad 4
deja de valer y el anterior no es un producto interno.

De ahora en adelante V' = (V, (, )) es un espacio con producto interno.
Proposicion 2.1.6. Valen las siguientes propiedades.

1. (u,v 4+ w) = (u,v) + (u,w), para todo u,v,w € V.

2. (u,av) = alu,v), para todo u,v € V y a € k.

3. (v,v) =0 si y solo si v=0.

4. Si (v,u) =0 para todo v € V, entonces u = 0.

5. Si (v,u) = (v,w) para todo v € V, entonces u = w.

Dem.

L. (u,v+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).

2. (u,av) = (av,u) =a(v,u) =a(v,u) = au,v).

3. Para que sea menos confuso, en esta parte escribiremos o al vector nulo. Por un lado, es (0,0) =
(00, 0) = 0(0,0) = 0. Por el otro lado, si v # o, entonces (v,v) > 0 y por lo tanto (v,v) # 0. Luego el
unico caso en que vale (v,v) =0 es cuando v = o.

4. Si (v,u) = 0 para todo v € V, entonces tomando v = u es (u,u) = 0, luego u = 0.
5. Si (v,u) = (v,w) para todo v € V, entonces es 0 = (v,u) — (v,w) = (v,u — w) para todo v € V; luego

es u —w = 0 y resulta u = w. O

16



Observacion 2.1.7. De la afirmacion 3 de la proposicion anterior se deduce que la condicién 4 de la definicién
de producto interno equivale a las dos siguientes.

(v,v) >0, YoeV y (v,v)=0 = v=0.

Definicién 2.1.8. Si v € V, definimos su norma por ||v|| := /(v,v). La norma define una funcién || || :
V=R

Ejemplo 2.1.9. Si V =" es [|(1,....2a) || = /Ja1[* + ool + - 4 [aaf? = /S0, Jai2

Observacion 2.1.10. Si z = a+ib € C con a,b € R, entonces Re(z) = a e Im(z) = b son su parte real e
imaginaria, respectivamente. Observar que para todo z € C vale
|Re(2)| < |z], |Im(2)| <z, z4+Z=2Re(z), z—-2z=2ilm(z) y 2zZ=|z%
Proposicion 2.1.11. Vale la siguiente igualdad
[+ o[> = |Jul|> + 2Re({u, v)) + ||v|[*, Vu,v € V. (2.1)
Dem.
lJu+v|> = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) = [Jul]® + (u,v) + (u,v) + ||v||?
= ||ul* +2Re((u,v)) + ||v]|*. O
Observar que si k = R, la relacién (2.1) queda en
a4 |* = [[ul* + 2 (u,0) + |o|*,  Vu,veV. (22)
Proposicion 2.1.12. Valen las siguientes propiedades.
1. |lav|| = |al ||v]|, para todo v € V y a € k.
2. |Jv]] > 0 para todo v € V y ||v|| =0 si y solo siv=0.
3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
[(w, )| < ull[[v]l,  Vu,veV.
Ademds wvale la igualdad si y solo si {u,v} es LD.

4. Desigualdad triangular.
w0l < f[ull +|[oll,  Vu,veV.

Dem. Las dos primeras afirmaciones se deducen inmediatamente de la definicion de norma. Para probar
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, notar primero que si v = 0, entonces {u,v} = {u,0} es LD y

[{w, 0)| = [{u, 0) = 0 = [[u[[[0]] = [[ul[ ||v]]-

Supongamos ahora v # 0. Aplicando la férmula (2.1) obtenemos

) P e () o) P e (T, ) ol
o= o] =t = 2me (o o) ) + ]| = e 2R<Hv\l2< ’ >>+ T
g gl ) o)
= =25+ e = = e
Luego
[, 0)f?

—H I1” -

H || H2 [|o]f?

De (2.3) se obtiene inmediatamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Si {u,v} es LD, como v # 0 entonces existe a € k tal que u = av, luego
[{u, )] = [{av,0)| = |a(v,0)] = |a| [[o[|* = |al [|o]| [Jo]| = ||av][[|o]| = ||ull [|v]]

2
<u’”>vH = 0, luego u =

Reciprocamente si |(u,v)| = |[u]|||v]] y v # O entonces (2.3) implica HU—W

(u, v)/[[v][*v.

La desigualdad triangular se deduce de la desigualdad Cauchy-Schwarz:

[lw+l[* = [ul® + 2 Re({u, v)) + [[o][* < [[ull* + 2|{w, o) + [[o]|* < [ful* + 2[|ul| [Jo]| + [v]|?
= (lull + lol)?* = fu+oll < [lull +[]o]l. O

Aplicacién 2.1.1. En el caso V = k", la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular nos
dan las siguientes relaciones.

n n n n n n
Z%E < Z|xi’2 Z\%\Q, Z’wz‘+yi\2 < Z\$i|2+ Z‘%F'
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Si k =R entonces las formulas quedan mds simples:
n n n n n n
PEZIEND N DTN DD R DN D DL AN DI
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

2.2. Ortogonalidad

En esta seccién V' es un espacio con producto interno.

Definicién 2.2.1. Un versor es un vector de norma 1. Si dos vectores u,v € V verifican (u,v) = 0, entonces
decimos que son ortogonales y escribimos u L v.

Observaciones 2.2.2. Si v es un vector no nulo, entonces ﬁ = mv es un versor colineal con v. Notar que
el vector nulo es el tinico vector de V' que es ortogonal a todos los vectores de V' (proposicién 2.1.6).

Definicién 2.2.3. Un subconjunto S de V se dice ortogonal si para todo u,v en S, con u # v, es u L v; si
ademas los elementos de S son versores, entonces decimos que S es un conjunto ortonormal. Observar que
si S = {v1,...,v,}, entonces S es ortonormal si y solo si (v;,v;) = d;; para todo %, j. Una base ortonormal
de V es un conjunto ortonormal que es base del espacio V.

Ejemplos 2.2.4. 1. La base canédnica de k™ es una base ortonormal.

2. El conjunto S = {(1,1,0), (1,—1,1), (=1,1,2)} C R? es ortogonal pero no es ortonormal. Calculando
las normas de los elementos de S obtenemos ||(1,1,0)|| = v2, ||(1,-1,1)| = V3, ||(=1,1,2)| = V6.

Luego S’ = {%(1, 1,0), %(1, -1,1), %(—1, 1,2)} C R? es un conjunto ortonormal.
A continuacién veremos algunas propiedades de los conjuntos ortonormales.

Proposicién 2.2.5 (Teorema de Pitdgoras). Siu y v son ortogonales, entonces ||u + v||?> = ||u||* + ||v||%.

Dem. Aplicar la férmula (2.1). O
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Corolario 2.2.6. Si {v1,...,v,} es un conjunto ortogonal, es ||> ;- vil]? = S il

Dem. Lo demostramos por inducciéon en n. Si n = 2 es el teorema de Pitdgoras. Supongamos que
vale para n y consideremos un conjunto ortogonal {v1,...,Un, Vpt1}. Como v,41 es ortogonal a vy, ..., v,
entonces resulta ortogonal a y ;" | v;. Luego aplicando Pitdgoras y la hipétesis de induccién obtenemos

2 2

n+1 2 n n n n+1
S| = ' (Z> Fonn|| =[S 0]| ot = Sl + ol 2 = 3 w2 O
=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Proposicién 2.2.7. Sea S = {vy,...,v,} un conjunto ortogonal de vectores no nulos y u € [vy,...,v,].
- (u, vi)
Siu:Zaivi, entonces a; = ~— 12,%:1,...,71.
2 o]
Dem.

n n n (u,v;)
u:ZajUj = <u’vi>: <Zajvj,vi> :Za] <Ujavi>:ai||vi’|2 = a; HU’|’22 D
= j=1 J=1 Z

Corolario 2.2.8. Si S es un subconjunto ortogonal (finito o infinito) de V' formado por vectores no nulos,
entonces S es LI

Dem. Siwi,...,v, € Syai,...,a, €k son tales que Y . ; a; v; = 0 entonces a; = ﬁ?}qﬁg = 0 para todo
t=1,...,n. O
Observacion 2.2.9. La proposicién anterior implica que si V' tiene dimensién finita y B = {v1,...,v,} es
una base ortonormal de V', entonces vale

n
u= Z (u,vi) vy, YueV. (2.4)

=1

Definicién 2.2.10. Sea B un conjunto (posiblemente infinito) ortonormal en V. Si w € V, entonces los
escalares (w,v), con v € B, se llaman los coeficientes de Fourier de w respecto a B.

Teorema 2.2.11 (Método de Gram-Schmidt). Sea {v1,...,v,} un conjunto LI. Definimos {wi, ..., wy,}
mediante

w1 = U1
. <’023w1>
wy = V2 — 5 W1
|1 ]]
(v3,w1) (v3, w2)
w3 = vz — 2
||w1][? [|wa|?
o <'Un7w1> <U’m wn—1>
Wy, = Uy — bWy — - — Wy, .
[|wa] [wn—1]|
Entonces {w1,...,wy} es un conjunto ortogonal LI que verifica [wy,...,wy] = [v1,...,0p].
Dem. Sean S, = {v1,...,v,} vy S, = {w1,...,w,}, siendo wy, ..., w, definidos como arriba. Demostra-

remos por induccién en n, que si S, es un conjunto LI, entonces S), es un conjunto ortogonal de vectores no
nulos (y por lo tanto LI) que verifica [S],] = [Sy].
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Paran =1es S; = S| = {v1} y se cumple la tesis. Supongamos que vale para n— 1. Si S, es un conjunto
LI, entonces S,,—1 es un conjunto LI y se aplica la hipdtesis de induccién, por lo cual S],_; es un conjunto
ortogonal de vectores no nulos que verifica [S], ;] = [Sh_1].

Consideremos wy,. Si fuese wy, = 0 entonces seria v, € [S),_1] = [Sn—1] ¥ Sn = Sn—1 U {v,} resultaria LD,
contradiciendo que S es LI. Luego es w,, # 0.
El conjunto S/, _; = {w1,...,w,_1} es ortogonal. Probaremos que w, es ortogonal a wi,...,w,_1. Sea
i€{l,...,n— 1}, entonces
<'Un7 w1> <Un7 wz> <Una wn—1>
Wy, Wi) = (U, wy) — ~——== (wy, w Wi, wi) — 0 — ~——— (w1, w;
< nsy l> < ny Z> leHQ < 1 l> sz|’2 < 79 'L> Hwn_lHQ < n—1, 'L)
= (Up, w;) — (v, w;) = 0.
Luego S), = {w1,...,wp_1,wy} es ortogonal.

De [S/_,] = [Sn-1] se deduce que w,...,wp—1 € [Sp—1] C [Sy]. Por otro lado tenemos que es wy, €
[wi, ..., wp—1,v,] C Sy, luego [S}] C [Sn]. Como S), es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, es LI y
Sy, también es LI. Luego dim[S]] = dim[S,,] = n y por lo tanto [S},] = [S,]. O
Observacion 2.2.12. Si S = {v1,...,u,v41,...,0,} es un conjunto LI tal que {v1,...,v;} es un conjunto
ortonormal, entonces aplicandole a S el método de Gram-Schmidt obtenemos w; = v;, paratodo¢ =1,...,1.

Corolario 2.2.13. Si la dimension de V' es finita, entonces V' admite una base ortonormal.

Dem. Sea C = {v1,...,v,} una base cualquiera de V. Aplicando el método de Gram-Schmidt obtenemos
una base ortogonal C" = {u1, ..., up}. Si definimos w; = w;/||u;||, i = 1...,n, entonces B = {w1,...,w,} es
una base ortonormal de V. O

Observacion 2.2.14. Si W es un subespacio de V', entonces W es un espacio vectorial y la restricién del
producto interno de V' a W le da a W una estructura de espacio vectorial con producto interno.

Ejemplo 2.2.15. Consideremos el plano W = {(z,y, z) € R3: 2243y —2z = 0}, veremos de hallar una base
ortonormal de W. Empezamos por encontrar una base cualquiera de W, por ejemplo B; = {(1,0,2), (0,1, 3)}.
A esta base le aplicamos el proceso de Gram-Schmidt.

w1 = (L Oa 2)7

wo = (0,1,3) —

((0,1,3),(1,0,2)) - 6 R
1(1,0,2)]2 (17072)—(0,1,3)—5(1,0,2)_<_57175>_

Luego By = {(1, 0,2), (—g, 1, %)} es una base ortogonal de W. Notar que es (—g, 1, %) = %(—6, 5,3). Luego
Bs = {(1,0,2), (—6,5,3)} también es una base ortogonal de W. Finalmente normalizando los vectores de

B3 obtenemos que By = {%(1,0, 2), \/%(—6, 5, 3)} es una base ortonormal de W.

Observacion 2.2.16. Supongamos que la dimensién de V es finita y que B = {vy,...,v,} es una base
ortonormal de V. Sean v = Y ;' | x;v; y w = Y .| y; v;, entonces

n n n n n
(v,w) = <invi,2ijj> = Z x5 (vi,v5) = Z x; Yj 0ij = Z:mm
i=1 j=1 ij=1 ij=1 i=1
Luego

n n
wow) =3 agm ol =Y leil.
=1 =1

Notar la analogia con el caso de k™ con el producto interno usual.
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De la observacion anterior y la férmula (2.4) se obtiene lo siguiente.

Proposicién 2.2.17 (Identidad de Parseval). Sea V' un espacio de dimension finita y B = {v1,...,v,} una
base ortonormal de V. Entonces

En particular, |[v]|> = 1, [(v, v;) . O

El teorema de Riesz. Recordar que el espacio dual de V es V* = L(V k). Si w € V, entonces el mapa
a : V — k definido por a(v) = (v, w), para todo v € V, es una transformacién lineal, luego o € V'*.

Ejemplo 2.2.18. Si a € (R™)*, entonces existen aq,...,a, € R tales que a(x1,...,z,) = a121 4+ -+ anZn,
para todo (z1,...,x,) € R™. Luego considerando el producto interno usual (el escalar) en R", vemos que
podemos escribir « de la forma

a1, .. xn) = (X1, xn), (a1, ..., an)), Y(z1,...,2,) € R™.
Si ahora en vez de R" consideramos C", entonces manteniendo las notaciones anteriores obtenemos
a(z1,...,xp) =a1x1 + -+ apxn = (21, ..., x0), (@1,...,00)), V(z1,...,2,) € C".
Luego todo a € (k™)* (siendo k = R o C) es de la forma a(v) = (v, w), para cierto w € k™.

El siguiente resultado muestra que si estamos en un espacio con producto interno de dimension finita,
entonces eso siempre sucede.

Teorema 2.2.19 (Riesz). Si V es de dimension finita y o € V*, entonces existe un tinico w € V' tal que

a(v) = (v,w), YveV. (2.5)
Dem. Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V. Si existe w € V que verifica (2.5), entonces
aplicando la férmula (2.4) obtenemos
w = Z(w,vi>vi = Z (vi, w) v; = Za(vi)vi.
i=1 i=1 i=1

Luego w = Y 1", o(v;) v;. Esto prueba la unicidad de w. Probaremos ahora que el vector w asi definido

verifica (2.5). Observemos primero que como es w = Y ., (w, v;)v;, entonces vale a(v;) = (w,v;) y por lo

tanto a(v;) = (w,v;), para todo i.
Sea v € V arbitrario. Es v = > | (v, v;)v;, luego aplicando la identidad de Parseval y la linealidad de «
obtenemos

n n n
<U7 U)> = Z <U, Ui> <w’ Ui> = Z <7), Ui> O[(/Ui) =a Z<U7 vj>vj = Oé(’U). O
i=1 i=1 j=1
Observacion 2.2.20. Si B = {v1,...,v,} es una base ortonormal de V', entonces vale (v;,v;) = d;;, para todo

i,7. Luego si definimos «; € V* mediante a;(v) = (v,v;), para todo v € V, entonces es «;(vj) = 05, para
todo i, j. Luego la base dual de B es {aq,...,an}.
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El complemento ortogonal.
Definicion 2.2.21. Si S es un subconjunto cualquiera de V', el conjunto
St={veV:wvlw YweS}
se llama el complemento ortogonal de S.
Ejemplo 2.2.22. Valen {0}* =V y V+ = {0}.
Observacion 2.2.23. Es facil de probar que St siempre es un subespacio de V (aunque S no lo sea).
Proposicién 2.2.24. Si S es un subconjunto cualquiera de V, entonces S+ = [S]*.

Dem. Por comodidad de notacién lo probaremos para el caso en que S = {wj,...,w,} es un conjunto
finito, pero el resultado vale en general.

Es fécil de probar que S C [S] implica [S]* € S+, asf que solo probaremos la otra inclusién. Sea v € S*.
Siw =", aw; €[S], entonces (w,v) = (31" | aqw;,v) =Y iy a; (wi,v) =y 1 a;0 =0. Como esto vale

para todo w € [S], concluimos v € S*. Luego S+ c [S]*. O
Observacion 2.2.25. Este ultimo resultado implica que si W es un subespacio de V' y {wy,...,w,} es un
generador de W, entonces v € W+ si y solo si v L w; para todo i =1,...,n.

Teorema 2.2.26. Si W es un subespacio de dimension finita de V, entonces V.=W & W+,

Dem. Sea B ={wi,...,w,} una base ortonormal de W, si v € V es
n n
v = Z(v,w,} wi + v — Z (v, w;) w;.
i=1 i=1
Observar que (v — > 1" (v, w;) wi, w;) = (v,w;) — Y iy (v,w;) (w;, wj) = 0 para todo j = 1,...,n, luego
por la observacién anterior es v — >, (v,w;) w; € Wt y claramente Y, (v,w;) w; € W, de donde
V =W + W+, Por otro lado si w € WN W es w L w y luego w = 0; esto prueba W N W+ = {0}. O

Corolario 2.2.27. Si la dimension de V' es finita y W C V es un subespacio, entonces
dim W +dim W+ =dimV. O

Definicién 2.2.28. Sea W un subespacio de dimensién finita de V. Sean Py, € L(V) y P, € L(V)
las proyecciones asociadas a la descomposicién V. = W @ W+, siendo Im P, = W y Im P, = W+, La
proyeccién Py, se llama la proyeccion ortogonal sobre el espacio W. Observar que si B = {w,...,w,} es
una base ortonormal de W, entonces

n n

Py (v) = Z (v,wi) wi, Pyi(v)=v— Z (v,wi) wi, YveV.

i=1 i=1

Ejemplo 2.2.29. Sea W = {(x,y,2,t) €R*: 2 —y+2=0y2y — 2+t =0} y consideramos R?* con el
producto escalar. Veamos de hallar W. Lo primero es encontrar una base cualquiera de W, por ejemplo
B=1{(-1,0,1,1),(1,1,0,—2)}. Sabemos que es W+ = B*. Luego

(z,y,2,1) € W e ((%,y,2,1),(1,1,0,-2)) = ((z,y,2,1),(=1,0,1,1)) =0 2+y—2t =0y —x+2+t =0,
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luego W+ = {(z,y,2,t) € R*: 2 +y—2t =0y —x+ 2+t =0} Vamos a hallar la proyecciéon Py .
Aplicando Gram-Schmidt a la base B y normalizando obtenemos By = {%(—1,0, 1,1), %(0, 1,1, —1)}
base ortonormal de W. Luego aplicando la férmula de arriba obtenemos

1 1
PW(:UayaZ?t) = g(_$ + Z+t>(_1707 1a 1) + g(y+ = t)(ov 17 17 _1)

1
:§(xfzft,y+zft, —r4y+2z, —x—y+2t), V(z,y,zt)cRL

Corolario 2.2.30. Sea W un subespacio de dimension finita de V, Py, € L(V) la proyeccion ortogonal
sobre W y v € V. Entonces:

1. Vw e W es
v —w|[ > [Jv— Pw(v)]]. (2.6)

2. Siwg € W werifica
[lo = wl| = [Jo = woll, (2.7)
Yw € W, entonces wy = Py (v).

Dem. Observar que si w € W, es v — Py (v) = Py1(v) € Wty Py(v) —w € W, luego aplicando el
teorema de Pitdgoras resulta

[[o = wl[? = |l = Pu(v) + P (v) = wl|* = [[v = Pur (0)[]* + || P (v) = w|[* 2 [Jo = Pu(v)I” (2.8)

Esto implica la primera afirmacién. Para la segunda afirmacién, tomando w = Py (v) en (2.7) resulta
l|[v — Pw (v)|| > ||v — wo|. Por otro lado tomando w = wg en (2.6) resulta ||[v — wo|| > ||v — Pw (v)||. Luego

llv — wol|| = ||v — Pw(v)||. Teniendo en cuenta esta iltima relacién, tomando w = wg en (2.8) deducimos
1P () — woll = 0 y luego P (v) = o, .
Definicién 2.2.31. 1. Sean v y w en V, definimos la distancia entre v y w por d(v,w) = ||lv — w||.

2. Sea S un subconjunto no vacio de V' 'y v € V. Se define la distancia de v a S por
d(v, S) := inf{d(v,w) : we S}.
Observacion 2.2.32. Si escribimos la relacién (2.6) en términos de distancias, es
d(v,w) > d(v, Py (v)), YweW.
Esto implica que d(v, Py (v)) es una cota inferior para {d(v,w): w € W}, pero como Py (v) € W, resulta
d(v, Py (v)) = min{d(v,w) : we W} =d(v,IW).
La relacién (2.7) nos dice que Py (v) es el tnico elemento de W que realiza la distancia de v a W.

Corolario 2.2.33 (Desigualdad de Bessel). Sea {v1,...,v,} un subconjunto ortonormal de V', entonces
n
lol1> > [, 0) [, VoeV.
i=1
Dem. Sea W = [v1,...,v,]. El teorema 2.2.26 implica V = W @ W+, luego aplicando Pitagoras es

[10]* = [P (v) + v = Pow (0)]I* = [[Pw (0)II* + [Jo = P (0)[]* 2 [| P (0)[[* = D _ (v, 0)]*. O
i=1
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Capitulo 3

Operadores en espacios con producto
interno

En este capitulo V serd siempre un espacio vectorial (real o complejo) con producto interno y de di-
mension finita. Nuestro objetivo es estudiar las propiedades de los operadores en V. Como sabemos, los
operadores diagonalizables tienen buenas propiedades y también las tienen las bases ortonormales. Por eso
nos concentraremos primero en estudiar los operadores que son diagonalizables en bases ortonormales. Luego
aplicaremos lo anterior a las proyecciones ortogonales y finalmente estudiaremos los operadores que preservan
el producto interno. El siguiente resultado sera usado con frecuencia.

Proposicién 3.0.1. Sean T' € L(V), B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V' y [T)|p = (a;j). Entonces
a;j = (T'(vj),v;), para todo i,j =1,...,n.

Dem. Si [T]g = (ai;) es T'(v;) = > 7_; ajivj, para todo i = 1,...,n. Como B es ortonormal, entonces
aplicando la férmula (2.4) sabemos que también vale T'(v;) = > 7 (T (v;), v;)v;. Luego aj; = (T'(v;),v;). O

3.1. Operadores autoadjuntos
Empezamos definiendo un concepto que veremos que esté directamente relacionado con el problema que
nos interesa estudiar.
Definicién 3.1.1. Un operador T' € L(V') es autoadjunto si verifica
(T(u),v) = (u,T(v)), Yu,veV.

Proposicién 3.1.2. Sea T € L(V) y B={v1,...,v,} una base de V. Entonces T es autoadjunto si y solo
st verifica
(T(vi),vj) = (v, T(vy)), Vi,j=1,...,n. (3.1)

Dem. Es claro que vale el directo, luego lo unico que hay que probar es el reciproco. Si u,v € V son
] 3 ] 1 — n . . _ n . .
vectores arbitrarios, y escribimos u =" | xv; y v = ijl yjv;, entonces

n

(T(u),v) = <Z $iT(%’)7Zijj> = ) wy(T(v),v5),
i—1 =1

i=j=1
n n n
(u, T(v)) = <Z xivi7zij(vj)> = > @i, T(vy)).
i=1 j=1 i=j=1
Luego (3.1) implica que T' es autoadjunto. O
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Definicién 3.1.3. Una matriz A = (a;j) € M, (C) se dice que es hermitiana si verifica a;; = @j;, para todo
1, 7. Notar que las entradas diagonales de una matriz hermitiana siempre son nimeros reales.

Observacion 3.1.4. Si A = (ai;) € M,(R) C M,(C), entonces la condicién de ser hermitiana queda en
a;; = aj;, para todo i, j. Luego una matriz real es hermitiana si y solo si es simétrica.
Notar que las matrices hermitianas coinciden con las simétricas solo en el caso real. Por ejemplo, si

: _( 3 1+2 _( 3 142 3 fps A :
consideramos A = (17214 ) ) vy B = (1 Yo 4 ), entonces A es hermitiana pero no es simétrica, mientras

que B es simétrica pero no es hermitiana.

Proposicién 3.1.5. Sea T' € L(V), B base ortonormal de V' y A = [T|p. Entonces T es autoadjunto si y
solo si A es simétrica en el caso real o hermitiana en el caso complejo.

Dem. Sea B = {v1,...,v,}. Si A = (ay;), entonces la proposicién 3.0.1 implica que es aj; = (T'(v;), vy).
Luego vale a;; = @j;, para todo 14, j, si y solo si vale (T'(v;),v;) = (T'(v;), v;), para todo i, j, lo cual equivale
a la férmula (3.1). O

La proposiciéon anterior sirve para determinar los operadores autoadjuntos de k™.

Corolario 3.1.6. Sean A € M, (k) y el operador asociado L € L(K™). Si en k™ consideramos el producto
interno usual, entonces L g : kK™ — k" es autoadjunto, es decir vale

(Az,y) = (z, Ay), Va,y €k,
sty solo si A es simétrica en el caso real o hermitiana en el caso complejo.

Dem. La base canénica B de k™ es ortonormal y A = [La|z. O

El siguiente resultado explica nuestro interés en los operadores autoadjuntos.

Corolario 3.1.7. Sea T € L(V). Sik =R y T es diagonalizable en una base ortonormal ok = C y T es
diagonalizable en una base ortonormal con valores propios reales, entonces T es autoadjunto.

Dem. En el caso real, si existe una base ortonormal B de V tal que [T|g es una matriz diagonal, entonces
[T]5 es simétrica (real) y por lo tanto T' es autoadjunto.

En el caso complejo pasa lo mismo, porque como [T]3 es una matriz diagonal y sus entradas diagonales
son los valores propios de T' (que son reales), entonces [T]z es una matriz simétrica real y por lo tanto es
una matriz hermitiana compleja, lo cual implica que T es autoadjunto. O

Observacion 3.1.8. En el caso real, el ser autoadjunto es una condicién necesaria para que el operador sea
diagonalizable en una base ortonormal. En el caso complejo no lo es, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.9. Sea A = (}9) € M;(C). Considerando C? con el producto interno usual, el operador
L : C? — C? es diagonalizable en una base ortonormal (la canénica), pero como A no es hermitiana,
deducimos que L4 no es autoadjunto.

Observacion 3.1.10. El siguiente resultado muestra que los operadores autoadjuntos solo pueden tener valores
propios reales.

Proposicién 3.1.11. Si T € L(V) es autoadjunto y A € C es un valor propio de T, entonces A € R.

Dem. Sea v € V un vector propio correspondiente a A. Entonces
Mvl|* = (Av,0) = (T(v),0) = {v,T(v)) = (v, o) = AlJv]|*.

Como es ||v|| # 0, deducimos X = \; luego ) € R. O
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A continuacién probaremos el reciproco del corolario 3.1.7. Para eso necesitamos el siguiente resultado.
Teorema 3.1.12. Si A € M, (R) es simétrica, entonces A tiene algin valor propio real.

Dem. Veremos dos pruebas.

Prueba 1 (sin usar nimeros complejos). Sea ( , ) el producto interno usual (escalar) de R™. Definimos
[ :R™ = R mediante f(z) = (z, Az), para todo z € R"™. Observar que si A = (a;;), entonces

n
f(:El,...,SL‘n) = Z QAijTiTj, V({El,...,icn) ER”,
i=j=1
luego f es una funcién polinomial y por lo tanto es continua.

Sea S ={z € R": ||z|| =1}. Como S es compacto y f es continua, entonces el teorema de Weierstrass
nos dice que f tiene un minimo en S, es decir, existe vy en S tal que f(vg) < f(z), para todo = en S. Notar
que al ser ||vg|| = 1 se tiene vy # 0.

Sea w un vector arbitrario de R™ tal que w L vy y ||w|| = 1. Definimos « : R — R™ mediante

a(t) = cos(t) vo + sen(t) w, vt € R.

Observar que al ser ||vg| = ||w|]| = 1y vo L w, el teorema de Pitagoras implica ||a(t)||?> = cos®t +sen®t = 1,
luego a(t) € Sy por lo tanto f(vo) < f(c(t)), para todo ¢ en R.

Sea f = foa: R — R. Por lo anterior es 5(0) < (t), para todo t en R; esto nos dice que [ tiene
un minimo absoluto en 0, y como S es derivable, deducimos '(0) = 0. Para calcular 4'(0), empezamos
observando que vale o/(t) = —sen(t) vp + cos(t) w y por lo tanto a(0) = vy y &/(0) = w. Por otro lado es
B(t) = (a(t), Aa(t)), luego B'(t) = (/(t), Aa(t)) + (a(t), Ad/(t)). Sustituyendo ¢ por 0 y usando que A es
simétrica obtenemos

0 = B(0) = (w, Avg) + (v, Aw) = (w, Avg) + (Avg, w) = 2{w, Avg).

Luego Avg es ortogonal con w, para todo w en R™ tal que w L vy y ||w|| = 1. Pero es fécil de probar que esto
implica que Avg es ortogonal con w, para todo w en R™ tal que w L vg. Esto implica Avy € {vo}*++ = [vg]
y por lo tanto existe A en R tal que Avyg = Avg.

Prueba 2 (usando nimeros complejos). Consideremos Ly : C* — C". Como A es simétrica real,
entonces A pensada en M, (C) es hermitiana y por lo tanto L4 : C* — C" es autoadjunto. Como estamos
en C sabemos que L4 tiene algin valor propio A y al ser L4 autoadjunto deducimos que es A € R. Como
los valores propios de L 4 coinciden con los de A, concluimos que A tiene algin valor propio en R. O

Corolario 3.1.13. Si T € L(V) es autoadjunto, entonces T tiene algin valor propio.

Dem. Sik = C el resultado es inmediato, dado que el polinomio caracteristico de T" siempre tiene alguna
raiz, la cual es un valor propio de 7' (esto no requiere que 7' sea autoadjunto). Supongamos ahora que es
k = R. Sea B una base ortonormal de V. Como T € L(V) es autoadjunto, entonces [Tz es una matriz
simétrica real; luego el teorema anterior implica que [T]g tiene algin valor propio (real) y por lo tanto T
tiene algin valor propio. O
Observacion 3.1.14. Si T € L(V), un subespacio W C V se dice T-invariante si verifica T'(w) € W, para
todo w € W. En ese caso T|w : W — W definida por (T'|w)(w) = T'(w), para todo w € W es un operador
en W. Notar que si T' € L(V) es autoadjunto y W C V es un subespacio T-invariante, entonces T'|y € L(WW)
también es autoadjunto.

Proposicién 3.1.15. Si T € L(V) es autoadjunto, entonces T' es diagonalizable en una base ortonormal.

Dem. La prueba es por inducciéon en n = dim V. Para n = 1 la prueba es trivial, porque en ese caso
todo vector no nulo es un vector propio! de 7. Luego tomando v € V con ||v|| = 1, obtenemos que {v} es

1Si dim V = 1, entonces toda transformacién lineal de V en V es de la forma T'(v) = Av para algiin X € k.
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una base ortonormal de V formada por vectores propios de T

Sea ahora n > 1 y supongamos razonando inductivamente que si tenemos un operador autoadjunto en
un espacio de dimensién n— 1, entonces existe una base ortonormal del espacio formada por vectores propios
del operador.

Como T es autoadjunto, entonces el corolario anterior implica que existe A\ valor propio de T'. Sea v un
vector propio de T' correspondiente a A y consideremos W := [v]* = {w € V | (w,v) = 0}. Sabemos que W
es un subespacio de V' de dimensién n — 1. Sea w € W,

(T(w),v) = (w, T(v)) = (w,A\v) = A(w,v) =A0=0 = T(w)eW.

Luego W es T-invariante y como T es autoadjunto se deduce que T'|y € L(W) es autoadjunto. Aplicando la

hipétesis inductiva a 7|y, deducimos que existe {v, ..., v,—1} base ortonormal de W formada por vectores
propios de T. Sea v, = HZ—H, como vy, ...,vp 1 €W =[]t y v, € ] esv; Lwy,, Vi=1,...,n— 1. Luego
B ={vi,...,Up_1,0,} es una base ortonormal de V formada por vectores propios de T'. O

Corolario 3.1.16. Si A € M,(R) es simétrica, entonces A es diagonalizable en M, (R).

Dem. Como A € M,(R) es simétrica, entonces L4 : R" — R" es autoadjunto (con el producto escalar),
luego el operador L4 es diagonalizable y sabemos que eso equivale a que la matriz A sea diagonalizable. [

Juntando el corolario 3.1.7 y las proposiciones 3.1.11 y 3.1.15, obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 3.1.17. Sea T € L(V).
1. Sik =R, entonces T es autoadjunto si y solo si T es diagonalizable en una base ortonormal.

2. Sik = C, entonces T es autoadjunto si y solo si T es diagonalizable en una base ortonormal y sus
valores propios son reales. O

Observacion 3.1.18. En el caso real, el teorema anterior nos dice que ser autoadjunto es una condicién
necesaria y suficiente para que un operador sea diagonalizable en una base ortonormal. En el caso complejo
es una condicién suficiente, pero vimos en el ejemplo 3.1.9 que no es necesaria. Para obtener una condicién
necesaria y suficiente en el caso complejo vamos a tener que introducir la normalidad, que estudiaremos més
adelante.

3.2. Proyecciones ortogonales

En lo que sigue veremos de caracterizar las proyecciones ortogonales como operadores.

Proposicién 3.2.1. Sea P € L(V'). Entonces P es la proyeccion ortogonal sobre algin subespacio si y solo
si P es una proyeccion y es un operador autoadjunto.

Dem. Sea W C V un subespacio y Py la proyeccién ortogonal sobre W. Probaremos que Py, es autoad-
junto. Sean vy, vy € V arbitrarios. Escribimos v1 = w1 +w} y vo = wa+wh, donde wy,wy € W, wh, wh € W,
1 = 1,2. Entonces

(P (v1),v2) = (w1, w2 + wp) = (w1, wa) + (w1, wh) = (wi, wa),

<U1,PW(U2)> = (w1 +w,1,w2> = <w1,w2> + (w’l,w2> = <w1,w2).

Luego (Py (v1),v2) = (v1, Py (v2)), Yvi,v3 € V.
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Sea ahora P una proyeccién que ademés es un operador autoadjunto. La relacién P? = P implica
V =Im P @ Ker Py P es la proyeccién sobre Im(P) en la direccién de Ker P. Para ver que P es la
proyeccién ortogonal sobre Im(P), lo tinico que nos falta probar es Ker P = (Im P)*. Sean u € Im P (luego
P(u) =u)yv e Ker P, es

(u,v) = (P(u),v) = (u, P(v)) = (u,0) =0 = Ker P C (Im P)*.
DeV=ImP@®Ker PyV =Im P& (Im P)" se deduce que dimKer P = dim(Im P)*, luego la relacién
Ker P C (Im P)* implica Ker P = (Im P)*. Luego P = Py, siendo W = Im P. O

Definicién 3.2.2. Un operador P € L(V) es una proyeccion ortogonal si es una proyecciéon y ademads es
un operador autoadjunto. La proposicién anterior prueba que toda proyeccién ortogonal es la proyeccion
ortogonal sobre algin subespacio (este subespacio es la imagen de la proyeccion).

Definicion 3.2.3. Sean U, W subespacios de V', decimos U y W son ortogonales y escribimos U L W si
vale v L w, paratodou e Uy w e W.

Proposicion 3.2.4. Consideremos las siguientes familias de datos.
(A) Wh,..., Wy son subespacios de V tales que V = @le Wi y Wy LW, sii#3j.
(B) Py,...,P, € L(V) son operadores que verifican las siguientes condiciones.

1. Pp,..., P, son proyecciones ortogonales.

2. P;o P; =0, para todo i # j, coni,j=1,...,k.
3. Id=P +-- + Pg.

Entonces (A) y (B) son equivalentes.

Dem. Sean Wi, ..., Wy como en (A). Definimos P;(v) = wj, siendo v = Zle wi, w; € Wi, i=1,...k,
entonces la proposicién 7.5.2 implica que Py, ..., Py son proyecciones que verifican las condiciones 2) y 3)
de (B). Para ver que las P; son proyecciones ortogonales, solo resta probar que los P; son autoadjuntos.

Sean u = 25:1 ujy v = 25:1 v; dos vectores arbitrarios, con uj;,v; € Wj, para todo j. Entonces como
los subespacios W} son ortogonales dos a dos, obtenemos

k k p k
(Pi(u),v) = <Uivzvj> = (ui,v5) = (ug,vi);  (u, P(v)) = <Z Uj,vi> = {uj,v;) = (uj, vy).
j=1

j=1 j=1 j=1
Luego cada P; es autoadjunto.

Supongamos ahora que tenemos operadores P, ..., P, como en (B). La proposicién 7.5.2 implica que
esV = @le W;, siendo W; = Im (F;), para todo i. Luego solo nos resta probar que es W; L W, si i # j.

Sean w; € W; y w; € Wj, con i # j. Teniendo en cuenta que las P, son autoadjuntas y verifican
Plw, = 1d, obtenemos

(wi, wj) = (Pi(wi), Pj(wy)) = (wi, P;(Pj(w;))) = (wi, (P; o Pj)(w;)) = (w;,0) = 0.

Luego W; y W; son ortogonales. O

Observacion 3.2.5. Trabajando un poco se ve que la proposicion 3.2.1 es un caso particular de la proposicién
3.2.4, pero incluimos su prueba por ser mas facil de entender.
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3.3. El adjunto de un operador

En la seccién anterior definimos que un operador 7' es autoadjunto si verifica (T'(v), w) = (v, T'(w)), para
todo v, w € V. El siguiente resultado generaliza esa idea.

Teorema 3.3.1. Si T € L(V), entonces existe un unico T* € L(V') tal que
(T(v),w) = (v, T*(w)), Vo,we V. (3.2)
Dem. Vamos a razonar en forma similar a la prueba del teorema de Riesz. Sea B = {v1, ..., v,} una base

ortonormal de V. Supongamos que existe T* € L(V') que verifica (3.2) y sea w € V arbitrario. Entonces

n n n n

T*(w) =Y (T*(w),vi)vi = Y _ (05, T*w))vi = Y (T(ve),wyvi = Y _(w, T(v3)) vs.

i=1 i=1 i=1 i=1
Luego si existe T* € L(V') que verifica (3.2), entonces T (w) estd determinado por la férmula anterior, para
todo w € V. Esto prueba la unicidad. Para la existencia, definamos 7™ : V' — V mediante

T*(w) =Y (w, T(v)))vi, Yw e V. (3.3)

=1

La prueba de que T™ asi definida es lineal, es simple y queda como ejercicio. Sean v,w € V arbitrarios.
Aplicando las férmulas (2.4) y (3.3) obtenemos

(0, T"(w)) = <Z<v,vi>%z<va(vj)>vj> = > (v,u){w, T()) v v5) = D (0, 0){T (v3), w);

i=1 j=1 i=j=1 i=1
(T(v),w) = <T<Z<v,vi>vi) ,w> = <Z(v,’ui>T(vi),w> = (v, ;) (T (v;), w).
=1 =1 =1
Luego (v, T*(w)) = (T'(v),w), para todo v,w € V. O

Definicion 3.3.2. El operador T* se llama el adjunto del operador T

Observacion 3.3.3. La propiedad que caracteriza al adjunto vale también intercambiando los lugares de T' y
T*. Es decir, si T € L(V') entonces vale

(v, T(w)) =(T*(v),w), Yv,weV.

Esto se obtiene tomando conjugados en la férmula (3.2).
Observacion 3.3.4. Un operador T es autoadjunto si y solo si T* = T' (de ahi viene el término “autoadjunto”).

A continuacién veremos algunas propiedades de los adjuntos.

Proposicién 3.3.5. Sean T, S € L(V) y a € k. Entonces
(@l +8) =al*+ 5", (ToS)=S0oT* (I")=T7, Id*=Id
Dem. Consideremos la primera igualdad.

((aT + S)(v),w) = (aT(v) + S(v),w) = a(T(v),w) + (S(v),w) = a{v, T*(w)) + (v, S*(w))
= (v,aT™(w) + S*(w)) = (v, (@l + S*)(w)), Yo,w eV,
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luego la unicidad del adjunto implica (a1 4 S)* = aT™ + S*. La prueba de la segunda afirmacién es la
siguiente

(T 0 8)(v),w) = (T(S()),w) = (Sv), T*(w)) = (v, 5* (T"(w))) = (v, (S* o T*)(w)), Vo,weV,
Luego (T 0 S)* = S* o T™*. Para la tercera, usando la observacion 3.3.3 obtenemos
(T*(v),w) = (v, T(w)), Yv,weV,
luego (T*)* = T. La cuarta igualdad es inmediata. O

Definicién 3.3.6. Si A = (a;j) € M,(C), definimos A := (a;;) € M,(C) y A* := A e M, (C), es decir,
A* =(byj), siendo b;; = @j;. La matriz A* se llama la adjunta de A. Notar que si A € M,,(C), entonces vale
A* = At siy solo si A € M, (R).

Proposicién 3.3.7. Si T € L(V) y B es una base ortonormal de V' entonces [Tz = ([T]5)*.
Dem. Sea [T)|p =(ai;) y [T%]8 =(cij). Entonces a;; = (T'(v;), v;) = (v;, T*(vs)) = (T*(vs), v;) = ¢5i, O
Corolario 3.3.8. Si A € M, (k), entonces (La)* = La~ en L(k™), es decir vale
(Az,y) = (z, A%y), Vax,y k",
considerando en k™ el producto interno usual.

Dem. La base candnica B es ortonormal respecto al producto interno usual y [La]g = A, luego [(La)*]z =
A*, lo cual implica (L4)* = L. O

Ejemplo 3.3.9. Consideremos C? con el producto interno usual y T': C?> — C? definido por T(x,y) =
(2iz + 3y, x — y), (x,y) € C2 Si B es la base canénica de C2, entonces

me= (% 2) = ww-me= (4 ) = (F L),

luego T*(z,y) = (—2ix + y, 3z — y).
De las proposiciones 3.3.5 y 3.3.7 se deduce directamente el siguiente resultado.
Corolario 3.3.10. Sean A, B € M, (k) y a € k. Entonces
(aA+ B)* = aA* + B, (AB)" = B*A*, (A")" = A, =1 0O
Proposicién 3.3.11. 1. SiT € L(V), entonces det(T™*) = det(T).

2. Si A € M,(k), entonces det(A*) = det(A).

Dem. Por la proposicién 3.3.7 alcanza con probar la segunda afirmacién.

det(A*) = det <Zt> = det(A) = det(4).

En lo anterior usamos det (Z) = det(A), lo cual es facil de probar. O

Fl siguiente resultado relaciona los valores propios de un operador con los de su adjunto.
Proposicién 3.3.12. Sea T € L(V). Si X\ es un valor propio de T, entonces X es un valor propio de T*.

Dem.

X+ (A) = det(T™ — Ad) = det[(T — Ad)*] = det(T — AId) = Xp(X).

Entonces si A es valor propio de T, es X7+(\) = X7(A\) = 0 = 0. Luego X es un valor propio de T*. O
Observacion 3.3.13. La proposicién anterior dice que los valores propios de T™ son los conjugados de los
valores propios de T', pero no dice nada sobre los vectores propios correspondientes, los cuales no suelen
estar relacionados.
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3.4. Operadores normales
Definicién 3.4.1. Un operador T' € L(V) es normal si verifica T o T* = T* o T'. Anédlogamente, decimos
que una matriz A € M, (k) es normal si verifica A A* = A* A

La prueba del siguiente resultado es inmediata a partir de la proposicién 3.3.7.

Proposicién 3.4.2. SiT € L(V) y B es una base ortonormal de V', entonces T es normal si y solo si [T
es normal. O

Observacion 3.4.3. Es claro que si T € L(V') es autoadjunto, entonces T' es normal. El siguiente ejemplo
muestra que el reciproco es falso.

Ejemplo 3.4.4. Sea 0 < <my A= (%0 -sn0) ¢ M>(R). Es AA" = A’A = 1d, luego A es normal. Por

senf cosf
otro lado es claro que A no es simétrica, luego la rotacién L4 : R? — R? es normal pero no es autoadjunto.

Fl siguiente resultado muestra que la normalidad es una condicién necesaria para que un operador sea
diagonalizable en una base ortonormal.

Proposicién 3.4.5. Si T € L(V) es diagonalizable en una base ortonormal de V', entonces T' es normal.

Dem. Sea B base ortonormal de V' tal que [T]g = diag(A1,...,\,), en que esta ultima es una forma
abreviada de escribir la matriz diagonal cuya diagonal principal es (A, -..,An). La proposicién 3.3.7 implica
[T*]p = diag(A1, - .., An). Multiplicando estas matrices obtenemos

[T)8[T|8 = [T7]8[T]8 = diag(|)\1|2, e |)\n|2) .

En particular esto implica ToT* =T*oT. O

Observacion 3.4.6. En el caso real la proposicién anterior no nos dice nada nuevo, ya que en ese caso sabemos
que el operador es autoadjunto (teorema 3.1.17), y eso es mas fuerte que ser normal. Lo interesante de la
misma es que nos muestra que en el caso complejo, la normalidad es una condicién necesaria para que un
operador sea diagonalizable en una base ortonormal. A continuacién veremos que vale también el reciproco.
Para eso necesitamos probar algunas propiedades de los operadores normales, que son interesantes en si
mismas y valen tanto para espacios reales como complejos.

Proposicién 3.4.7. Sea T € L(V) un operador normal. Entonces
LT = ([T W), Yo e V.

2. Siv es un vector propio de T correspondiente al valor propio A, entonces v es un vector propio de T
correspondiente al valor propio .

3. Si A1 # Mg son valores propios de T con vectores propios correspondientes v1 y v, entonces v1 L vs.
Dem.
L[ T@)[]? = (T(v),T(v)) = (v, T*(T(v))) = (v, T(T*(v))) = (T*(v),T*(v)) = ||T*(v)[|.
2. Veamos primero que 7' — AlId es normal, para todo A € k.
(T — Nd) o (T — Md)* = (T — Md) o (T* —Xd) =T o T* — AT* — XT + |A\|’Id
=T* 0T = AT* = XT + |APId = (T — \Id)* o (T — AId).
Luego aplicando la parte 1) a T'— AId, obtenemos que si T'(v) = Av, es
0= |1T(v) = Xel| = [(T' = Md)@)]| = [[(T = Ad)*@)]| = | T*(v) = R .
Luego T*(v) = Aw.
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3. La afirmacién se deduce del calculo siguiente

A1 (vr,v2) = (\v1,v2) = (T(v1),v2) = (v1, T*(v2)) = (v1, Aava) = Ao (w1, va).
Como A1 # Mg, resulta (vy,vy) = 0. O

Lema 3.4.8. Sea T € L(V) y W C V un subespacio que es T-invariante y T*-invariante. Si consideramos
la restriccion Ty € L(W), entonces (T|w)* = T*|w. Si ademds T es normal, entonces también lo es T'|w .

Dem. Siwi,ws € W, es
(Tw(wy),we) = (T(w1),ws) = (w1, T*(w2)) = (w1, T"|w(ws)), Yw,ws € W.
Luego (T'|w)* = T*|w. Por lo tanto si T es normal, es
Tlwo (Tlw) =Tw o T lw =T oT")|w=T"oD)lw =T"woT|w = (T|w) o Tlw. O

El siguiente resultado muestra que en el caso complejo vale el reciproco de la proposicion 3.4.5. La prueba
es muy similar a la de la proposicién 3.1.15.

Proposicién 3.4.9. Sik=C y T € L(V) es normal, entonces T es diagonalizable en una base ortonormal

Dem. La prueba es por inducciéon en n = dim V.

Sin = 1, entonces tomando v € V' con ||v|| = 1, obtenemos que {v} es una base ortonormal de V' formada
por vectores propios de T

Sea ahora n > 1 y supongamos razonando inductivamente que si tenemos un operador normal en un
espacio de dimensiéon n — 1, entonces existe una base ortonormal del espacio formada por vectores propios
del operador.

Como k = C existe A valor propio de T'. Sea v un vector propio de T' correspondiente a A y consideremos
W = [v]t = {w € V| (w,v) = 0}. Sabemos que W es un subespacio de V y que dimW = n — 1. Sea
we W,

(T(w),v) = (0, T*(v)) = (w,Av) = Aw,v) =A0=0 = T(w)eW,
(T*(w),v) = (w, T(v)) = (w, A\v) = A{w,v) =A0=0 = T*(w) e W.

Luego W es T y T*-invariante, como 7" es normal, el lema anterior implica que Ty € L(WW) es normal.
Tenemos que Tl € L(W) normal y que dimW = n — 1 entonces por la hipdtesis inductiva existe
{v1,...,vp—1} base ortonormal de W formada por vectores propios de T'|y (y por lo tanto vectores propios
de T). Sea v, = ﬁ, como vy, ..., 0p_1 € W = [v]* y v, € [v] es v; L vy, para todoi=1,...,n — 1. Luego
B ={vi,...,0p_1,0,} es una base ortonormal de V formada por vectores propios de T O

En resumen, podemos juntar los teoremas 3.1.17 y las proposiciones 3.4.5 y 3.4.9 en el siguiente resultado.

Teorema 3.4.10. Un operador T € L(V') es diagonalizable en una base ortonormal si y solo siT es normal
en el caso complejo o autoadjunto en el caso real. O

A continuacién veremos un par de resultados sobre la relacién entre normal y autoadjunto.
Corolario 3.4.11. Seak =C y T € L(V). Entonces T es autoadjunto si y solo si es normal y todos sus

valores propios son reales.
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Dem. Lo unico que hay que probar es el reciproco. Como T es normal, entonces existe una base orto-
normal B de V formada por vectores propios de T. Ademads por hipdtesis sabemos que los valores propios
de T son reales, luego el teorema 3.1.17 implica que 7' es autoadjunto. O

Corolario 3.4.12. Seak =R y T € L(V). Entonces T es autoadjunto si y solo si es normal y su polinomio
caracteristico se escinde en R.

Dem. Si T es autoadjunto, entonces T' es diagonalizable y por lo tanto su polinomio caracteristico se
escinde en R. Supongamos ahora que T' € L(V') es normal y su polinomio caracteristico se escinde en R. Sea
B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V'y A = [T]|g. Como es X4(t) = Xp(t) y Xp(t) se escinde en R,
entonces deducimos que los valores propios de A son reales. Ademéds, como 7' es normal, entonces A € M, (R)
es una matriz normal. Luego L4 € L£L(C"™) es un operador normal cuyos valores propios son reales y por lo
tanto el corolario anterior implica que L4 es autoadjunto. Luego [Tz = A € M, (R) es hermitiana y por lo
tanto simétrica. Como B es una base ortonormal, esto implica que T' es autoadjunto. O

Observacion 3.4.13. El corolario anterior nos dice que si V' es un espacio real y T es un operador en V que
es normal pero no es autoadjunto, entonces 1" no es diagonalizable, dado que su polinomio caracteristico
necesariamente tiene raices complejas que no son reales. Esto es lo que ocurre con las rotaciones en el plano.

3.5. Isometrias
Definicion 3.5.1. Una isometria es una transformacion lineal T': V' — V', que verifica
(T(u), T(v)) = (u,v), Yu,veV.

A las isometrias también se les llama operadores ortogonales en el caso real o unitarios en el caso complejo.

Observacion 3.5.2. La definiciéon de isometria se puede hacer igual para una transformacion lineal T : V' —
W entre dos espacios vectoriales con producto interno. Pero nosotros nos vamos a concentrar solo en los
operadores en un espacio con producto interno de dimensién finita V.

Proposicién 3.5.3. Si T € L(V), entonces T es una isometria si y solo si T preserva la norma

IT@)|| = [loll, vveV.

Dem. Si T es una isometria y v € V, entonces [|[T(v)|| = \/(T(v), T(v)) = v/(v,0) = |Jv].
Reciprocamente, si T' preserva la norma entonces de la linealidad de T' y de las férmulas de polarizacién
= 9
(lu+v]* = u—2]?), k=R; (u,v)= 1 sz Hu—l—zka , k=C; VuveV,
k=0

| =

<u7 ’U> -
se deduce que T' preserva el producto interno. Por ejemplo, en el caso real es

(17 () + T@)|* = 1T (w) = T(@)[*) = 7 (IT(u+ )1 = | T(u— v)[*)

=] =
e e

= Z(HU + )2 = flu = ol?) = (u,0).

El caso complejo es analogo. O
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Ejemplo 3.5.4. Sea 6 € R y consideremos el operador T = L4 : R? = R? con A = (COSG _Sena). Entonces

senf cosf

IT (2, y)||* = [|(z cos(f) — ysen(8), z sen(6) + y cos(6))]|*
= (mcos (0) — ysen( )2 + (zsen(d +ycos(9))2
(cosQ(G) + sen ( )) +y (cos (9) —|—sen2(9)) =22 4+y% = H(:Jc,y)H2

Luego ||T(z,y)|| = ||(z,v)], para todo (z,y) € R?, y por lo tanto T es una isometria. Notar que T es la
rotacién en el plano R? de centro en el origen y dngulo 6.

Proposicién 3.5.5. Sea T' € L(V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T es una isometria.
2. Para toda base ortonormal B de V', el conjunto T'(B) es una base ortonormal de V.
3. Eziste una base ortonormal B de V tal que T'(B) es una base ortonormal de V.

Dem. (1= 2). Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V', es (T'(v;), T (vj)) = (vs,v;) = ds5, luego
T(B) = {T'(v1),...,T(vn)} es un conjunto ortonormal (y por lo tanto es LI) con la misma cantidad de
elementos que B, luego T'(B) es una base ortonormal de V.

(2 = 3). Esto es obvio, dado que V siempre admite una base ortonormal.

(3=1).Sea B = {w1, ..., w,} una base ortonormal de V' tal que T'(B) = {T'(w1), ..., T(wy)} es también
una base ortonormal de V.

Sea v € V. Como B es una base de V, entonces existen tunicos ar,...,a, € k tales que v = > | a; w;,
luego T'(v) = -, a; T(w;). Como B es una base ortonormal es |[v]|? = Y | |a;|* y como T(B) es una
base ortonormal es ||T(v)||? = Y7, |a;|?. Luego || T'(v)|| = ||v||, para todo v € V y se aplica la proposicién

anterior. ]

Notar que la proposicién anterior prueba que toda isometria es un isomorfismo. El siguiente resultado
completa esta relacién.

Proposicién 3.5.6. Sea T' € L(V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes
T es una isometria; T oT =1d; ToT*=1d; T es un isomorfismo y T~' = T*.

Dem. La equivalencia entre las tres ultimas condiciones es una propiedad bien conocida de los operadores
en espacios de dimensién finita. Probaremos la equivalencia entre la primera y la segunda. Observar que es

(T'(w), T(v)) = (u, T*(T(v))) = (u, (T" 0 T)(v))), Vu,v V.
Luego T es una isometria si y solo si
(u,(T* o T)(v)) = (u,v), Yu,veV & (TF"oT)(v)=v, YweV <« T'oT=I1d 0O

Observacion 3.5.7. Es claro que la funcion identidad Idy es una isometria y es facil de probar que la
composicién de isometrias es una isometria, y que la inversa de una isometria es también una isometria.
Luego las isometrias de V' en V forman un grupo, con la operacién de composicion.

Observaciones 3.5.8. Sea T una isometria.

1. Vimos que vale T o T* =T"* o T = Id; luego T' es normal.
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2. Si A € k es un valor propio de T, entonces |A\| =1 (A = =£1, si k = R):
seca0#veV :Tw)= v = |v|=[TWO)|=I\]|v = [AN=1

3. Vale |det(T)| =1 (detT = £1, si k = R):
1 =det(Id) = det(T o T*) = det(T) det(T*) = det(T) det(T) = |det(T)|> = |det(T)| = 1.
4. Sik = C, como T es normal, entonces T' es diagonalizable en una base ortonormal. Si k = R esto no es

necesariamente cierto. Por ejemplo, la rotacién de centro en el origen y dngulo € (con 0 # krm, k € Z)
es una isometria y no es diagonalizable.

Proposicién 3.5.9. Sea T € L(V).

1. Sik = C, entonces T es unitario si y solo si T es normal y |\ = 1 para todo valor propio A de T.

2. Sik =R, entonces T es ortogonal y diagonalizable si y solo si T es autoadjunto y A = £1 para todo
valor propio \ de T.

Dem. El directo de la primer parte es inmediato, y el de la segunda se deduce de que al ser ortogonal
es normal, luego T' es normal y diagonalizable lo cual implica autoadjunto (corolario 3.4.12). Probaremos

ahora los reciprocos. En ambos casos la hipétesis implica que existe una base ortonormal B = {vq,...,v,}
de V formada por vectores propios de T. Luego T'(v;) = A\v;, para todo i, siendo Aj,..., A\, los valores
propios correspondientes. Notar que en ambos casos vale |)\;| = 1, para todo i (siendo | | el médulo en el

caso complejo o el valor absoluto en el caso real). Luego
(T(ve), T(v5)) = (Nqvi, Ajug) = Nidj{vi, v) = A0 =0, Vi # j,
1T (va)l| = lIXevill = [Ail [loill = 1, Vi

Entonces T'(B) es una base ortonormal y por lo tanto 7" es una isometria. O

Matrices ortogonales y unitarias.

Definicién 3.5.10. Sea k un cuerpo arbitrario, una matriz A € M, (k) se dice ortogonalsi A'A = A At = 1.
Si k = C, una matriz A € M, (C) se dice unitaria si A*A=AA* =1,

Observaciones 3.5.11. 1. La ortogonalidad se puede definir para matrices con coeficientes en un cuerpo
cualquiera, mientras que el ser unitaria se define solo para matrices complejas. Si a una matriz real
A la consideramos como matriz compleja, entonces es unitaria si y solo si es ortogonal, ya que en ese
caso es A* = At. Es claro que esto es falso para matrices complejas que no son reales.

2. Como una matriz cuadrada es invertible si y solo si es invertible solo por la derecha o la izquierda, se
deduce que dada A € M, (k), las condiciones

A es ortogonal; A'A=1; AA'=1; Aesinvertibley A=t = A’

son equivalentes (esto vale en todo cuerpo k). Anédlogamente, si A € M, (C), entonces las condiciones
A es unitaria; A*A=1; AA* =1, Aesinvertibley A~t = A*

son equivalentes.

Proposicién 3.5.12. Sea T € L(V), B una base ortonormal de V' y A = [T'|g. Entonces T es una isometria
sty solo si A es ortogonal en el caso real o unitaria en el caso complejo.

Dem. Sea A = [T]p. Como B es una base ortonormal, es [T*]p = A*. Luego ToT* =1d < [ToT¥|p
[Id]B = [T]B [T*]B =1 & AA*=1.

O
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Usando la proposicién 3.5.6 y las observaciones anteriores se obtiene directamente el siguiente resultado.

Corolario 3.5.13. Sea A € M, (k) y consideramos el operador La € L(K™). Entonces Ly es una isometria
si y solo si A es ortogonal en el caso real o unitaria en el caso complejo. O

Proposicién 3.5.14. Sea A € M, (k). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La matriz A es unitaria sik = C o es ortogonal k = R.
2. Las filas de A forman una base ortonormal de k™.
3. Las columnas de A forman una base ortonormal de K™.
Dem. Observar primero que si A = (a;;) € My(k), entonces vale
n n
AA=T & ) apap =0ij; AL =1 & ) agly; =0, Vi, j.
k=1 k=1

Luego AA* = I si y solo si las columnas de A son una base ortonormal de k™, y A*A = I si y solo si las filas
de A son una base ortonormal de k™. O

El siguiente resultado relaciona bases ortonormales con matrices ortogonales o unitarias.
Proposicién 3.5.15. Sean B y C bases de k"™ y A = g[ld]¢c. Entonces:
1. Si B y C son bases ortonormales, entonces A es unitaria si k = C, u ortogonal si k = R.

2. Si A es unitaria sik = C u ortogonal sik =R y B o C es una base ortonormal, entonces la otra base
también es ortonormal.

Dem. Probaremos que vale lo siguiente.
1. Si B es una base ortonormal, entonces C es una base ortonormal si y solo si A*A = I.
2. Si C es una base ortonormal, entonces B es una base ortonormal si y solo si AA* = 1.

De estas dos afirmaciones se deduce claramente la tesis.

Sean B = {vi,...,vn}, C = {wi,...,wp} y A = g[ld]lc = (a;;). Luego w; = >_}_, akivg, para todo
i =1,...,n. Supongamos que B es una base ortonormal. Si tomamos dos elementos de C w; = Y, _; akivg ¥
wj = > _p_, ak;Vk, entonces como B ortonormal (recordar la observacién 2.2.16) vale (w;, w;) = > }_ ;| akiGk; -
Luego C es una base ortonormal si y solo si »;'_; ax;ai; = 0i5, para todo 4, j, lo cual equivale a A*A = 1.

Por otro lado, si C es una base ortonormal, como es A~! = ¢[Id]5, deducimos aplicando lo anterior que
B es una base ortonormal si y solo si (A7!1)*A~! = I. Pero tomando inversos, obtenemos que esta tltima
igualdad equivale a AA* = I. Asi B es una base ortonormal si y solo si AA* = I. O

Definicién 3.5.16. 1. Dos matrices A, B € M,,(C) son unitariamente equivalentes si existe una matriz
unitaria Q € M, (C) tal que A = QBQ*.

2. Dos matrices A, B € M, (k) (k cuerpo arbitrario) son ortogonalmente equivalentes si existe una matriz
ortogonal Q € M, (k) tal que A = QBQ".

Proposicién 3.5.17. La relacion de ser unitariamente equivalentes es de equivalencia en M,(C) y la de
ser ortogonalmente equivalentes lo es en My(Kk) (k cuerpo arbitrario).
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Dem. Lo probaremos solo para el caso ortogonal, dejando el unitario (que es anédlogo) como ejercicio.

Notar que el ser ortogonalmente equivalentes es un caso particular de ser semejantes, ya que en ese
caso vale A = QBQ' = QBQ~'. Recordando cémo es que se prueba que la semejanza es una relacién de
equivalencia, vemos lo tinico que nos falta probar es que la matriz identidad I es ortogonal (lo cual es obvio),
que si Q es ortogonal, entonces Q! también lo es y que si Q1, Q2 son ortogonales, entonces Q1Q2 también
lo es.

Es un ejercicio el probar que si A € M, (k) es invertible, entonces A! es invertible y vale (AY)~! = (A~1)L.
Luego si @) es ortogonal, entonces

QR'=1= QY '=I= @)'Q'=I= (@) '=1IL
Esto muestra que Q! es una matriz ortogonal. Ademads, si Q1, Q2 son ortogonales, entonces de
(Q1Q2)'Q1Q2 = Q5Q1Q1Q2 = Q51Q2 = Q5Q2 = I,
deducimos que QQ1Q)2 es ortogonal. O
Teorema 3.5.18. Consideramos matrices en My (k).

1. Si k = C, entonces una matriz es normal si y solo si es unitariamente equivalente a una matriz
diagonal.

2. Si k = R, entonces una matriz es simétrica si y solo si es ortogonalmente equivalente a una matriz
diagonal.

Dem.

1. (=): Sea A € M, (C) y consideremos L4 : C" — C". Como A es normal, entonces L4 es normal, luego
existe una base ortonormal B de C" tal que [La|g = D, siendo D una matriz diagonal. Sea C la base
canénica de C" y @ = ¢[Id]s. Entonces

A= [Lale = c[ld]g[Lalzslldlc = QDQ™".

Como C'y B son bases ortonormales de C" y QQ = ¢[Id], entonces @ es unitaria y A = QDQ*.

(«<): Sean Q y D en M, (C), con @ unitaria y D diagonal. Consideremos A = QDQ*. Observar que
vale A* = (QDQ*)* = Q™ D* Q* = QDQ*, luego

AA* :(QDQ*)(QEQ*) =QDDQ* y A*A= (QEQ*)(QDQ*) = QDDQ".
Como D es diagonal, vale DD = DD, luego la férmula de arriba implica AA* = A*A.

2. (=): Es la misma idea que en 1. Si A € M, (R) es simétrica, entonces L4 € L(R") es autoadjunta y
por lo tanto es diagonalizable en una base ortonormal. El resto sigue igual.

(<): Sea A = QDQ?, con Q ortogonal y D diagonal. Es Al = (QDQt)t = QUD'Q! = QDQ! = A,
luego A! = A. O

Observacion 3.5.19. Respecto al enunciado del teorema anterior, notar que si A € M, (R) es ortogonalmente
equivalente a una matriz diagonal D, entonces A y D son semejantes. Luego las entradas diagonales de D
son los valores propios de A. Lo mismo ocurre en el caso complejo.
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4 2 2
Ejemplo 3.5.20. Sea A=| 2 4 2 |.Como A es una matriz simétrica real, sabemos que es ortogonal-
2 2 4

mente equivalente a una matriz diagonal. Vamos a hallar una matriz ortogonal ) y una matriz diagonal D
tales que A = QDQ".
Es un ejercicio el verificar que vale X 4(t) = —(t — 2)%(t — 8) y que los subespacios propios de A son

Ey = [(_13170)7(_17()’ 1)]7 Es = [(17171)]

Aplicando Gram-Schmidt a la base {(—1,1,0),(—1,0,1)} de E2 obtenemos
Ey=1[(-1/2,1,-1/2),(-1,0,1)] = [(-1,2,—1),(—-1,0,1)].
Luego {(—1,2,—1),(-1,0,1),(1,1,1)} es una base ortogonal de R3. Normalizando obtenemos
{(12 1)(101><111)}
\/67 \/67 \/6 ) \/i? ) \/i ) \/37 \/§7 \/3

que es una base ortonormal de R? formada por vectores propios de A.
1 1 1

200 V6 V2 VB
EntoncessiD=| 0 2 0 | yQ= % 0 % ,es A= QDQ"; es decir vale

1 1 1
0o Vv

1 1 1 2 1

4 2 2 5/g V2 \{g 2 00 \{5 NG i/g

2 4 2 | = 7 0 7 0 2 0 -7 0 NG

2 2 4 -+ 1 1 0 0 8 L L

V6 V2 V3 V3 VB3 V3

Una aplicacion del teorema anterior es el siguiente resultado.

Proposicién 3.5.21. Sean A, B € M,(R) matrices simétricas. Si A y B son semejantes, entonces son
ortogonalmente equivalentes.

Dem. Si Ay B son semejantes, entonces tienen los mismos valores propios A ..., A, (pueden haber
repetidos). Como A y B son simétricas, entonces como vimos en el teorema anterior vale que A y B son
ortogonalmente equivalentes a la matriz diagonal D = diag(A;...,\,). Luego A y B son ortogonalmente
equivalentes entre si. O

Observacion 3.5.22. El resultado anterior es falso si se quita la condicién de que las matrices sean simétricas.
Por ejemplo, los valores propios de A =(31) son 2 y 3, luego A es semejante a B = (29). Sin embargo,
como B es diagonal, entonces es facil de probar que para toda matriz Q € My(R) vale que QBQ" es una
matriz simétrica. Como A no es simétrica, entonces A no puede ser ortogonalmente equivalente con B.
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Capitulo 4

Formas bilineales simétricas

En este capitulo asumiremos siempre que los espacios son de dimensién finita y que las bases estan
ordenadas.

4.1. Formas bilineales

Sea k un cuerpo arbitrario y V' un k-espacio. Una forma bilineal en V' es una funcién ¢ : V x V — k que
es lineal en cada una de sus variables, es decir, que verifica

plat +v,w) = ap(u,w) + p(v,w),  P(w,au+v) = ap(w, u) + p(w,v),
para todo a € k, u,v,w € V. Al conjunto de las formas bilineales en V' lo escribiremos Bil(V).

Es un ejercicio el verificar que el conjunto de las formas bilineales es un subespacio del espacio de las
funciones con dominio V' x V' y codominio k, en el cual las operaciones se definen punto a punto:

(f + 9)(u,v) = f(u,v) + g(u,v), (af)(u,v)=af(u,v), Vack, uveV.
Luego Bil(V') con las operaciones anteriores es un k-espacio vectorial.
Ejemplo 4.1.1. Un producto interno en un espacio vectorial real (, ) : V' x V — R es una forma bilineal.
Ejemplo 4.1.2. La funcién ¢ : k? x k? — k definida por
o((z,y), (2',y") = 2za’ + 3wy’ + dya’ —yy', V(x,y), (@) €K,
es una forma bilineal.

Definicién 4.1.3. Sea A € M,(k). Definimos 34 : k™ x k™ — k por Ba(z,y) = x'Ay, siendo z,y € k"
vectores columna (es decir estamos pensando k™ = M, (k)).

Notar que las propiedades del producto de matrices implican directamente que 54 es una forma bilineal.
En coordenadas, si escribimos

T Y1 air - Qin
xr = bl y = b A = bl
Tn Yn anl - dpn
entonces n
BA((:UL"' ,l‘n)7(3/1,"' 7yn)) = Z Q35 TiYj, \V/(l'l,"‘ 7'1"71)7(3/1"" 7yn) e k™. (41)
i,j=1
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El siguiente resultado nos permite construir nuevas formas bilineales a partir de una forma dada. La
prueba es directa y queda como ejercicio.

Proposicion 4.1.4. Sea V' un espacio vectorial y ¢ : V x V' — k una forma bilineal. Sea W otro espacio y
T,5: W —V dos transformaciones lineales. Si definimos b : W x W — k mediante

Y(wi,wa) = @(T(w1), S(wa2)), Vwi,we € W,
Entonces ¢ es una forma bilineal en W O

De ahora en adelante V' es un espacio de dimensién n.

Observacion 4.1.5. Sea B una base de V' 'y A € M,(k). El mapa coordenadas coords : V" — k™ es un
isomorfismo lineal, luego aplicando la proposicién anterior a ¢ = B4 € Bil(k™) obtenemos que el mapa
¥V x V — k definido por

Y(u,v) = coordg(u)'Acoords(v), Vu,v €V,

es una forma bilineal en V. A continuacién probaremos que toda forma bilineal en V' se puede escribir de
esa manera. Para eso necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 4.1.6. Sea ¢ € Bil(V) y B = {v1,...,v,} una base de V. La matriz asociada a la forma bilineal
v en la base B es la matriz Mg(y) € M, (k) definida por

o(v,v1) - (v, vn)
Mpg(p) = : :
©(vn,v1) o ©(Un,vn)

Llamaremos representacion matricial de una forma bilineal ¢ toda matriz asociada a ¢ en alguna base del
espacio. Notar que si ¢ = 4 € Bil(k™), entonces A = M¢(¢p), siendo C la base canénica de k™.

Proposicién 4.1.7. Sea ¢ € Bil(V) y B una base de V. Entonces
o(u,v) = coordp(u)* Mg (p) coords(v), Vu,v € V.
Ademds, si una matriz A € M, (k) verifica
¢(u,v) = coordg(u)t A coords(v), Yu,v €V, (4.2)
entonces A = Mp(p).

Dem. Sean u =Y .  xv; y v = Z?Zl y;v;. Entonces por la bilinealidad de ¢ es
n n n
p(u,v) = Z%‘Uz‘, Zyj vj | = Z z;y;¢(vi, v;) = coordp(u) Mp(p) coords(v), Vu,v € V.
i=1 j=1 ij=1

Esto prueba la primera afirmacién. Para la segunda, si A = (a;;) € M,(k) verifica la féormula (4.2) y
B ={v1,...,v,}, entonces

o(vi,v5) = coordg(vi)tA coordg(vj) = efAej = a;;, Vi,J,

siendo {ey,...,e,} la base candnica de k™. Luego A = Mg(y). O
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Corolario 4.1.8. Si ¢ € Bil(k™) entonces existe una unica matriz A € My, (k) tal que ¢ = 4.

Dem. Sea C la base canénica de k™ y A = M¢(yp). Entonces
@(u,v) = coorde(u)! M () coorde (v) = ut Av = Bs(u,v), Yu,v € V.
La unicidad de A se deduce de la unicidad en la proposicién 4.1.7. O

Ejemplo 4.1.9. Si consideramos la forma bilineal ¢ : k? x k? — k definida en el ejemplo 4.1.2, es

2 3 !
@((x,y),($/,y,)) :2xx’+3xy’+4yfﬂ/—yy’: (x,y)( 4 —1 >< y/ >

Luego ¢ = f4, siendo A = (3 3).

A partir de la proposicién anterior y observando que la correspondencia ¢ — Mp(p) (B base fija de V')
es lineal, se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 4.1.10. Si B es una base de V', entonces la correspondencia que a cada forma bilineal ¢ le asocia
la matriz Mp(p), es un isomorfismo del espacio de las formas bilineales Bil(V') en el de las matrices M, (k).
Luego dim Bil(V) = n?. O

El siguiente resultado relaciona las matrices asociadas a una misma forma bilineal en bases distintas.

Proposicién 4.1.11. Sean B y C dos bases de V y ¢ € Bil(V'). Entonces

Me(p) = (s1dle) Ms(y) sld]c.
Dem. Sean u,v € V, entonces usando la férmula de cambio de coordenadas de C a B obtenemos
©(u,v) = coordp(u)' Mg(p) coords(v) = (B[Id]ccoordc(u))tMB(cp)(B[Id]ccoordc(v))
= coorde(u)" (s[ldle) Mp() slId]c coorde(v).
Como esto vale para todo u,v € V, entonces la tesis se deduce aplicando la proposicion 4.1.7. O

Definicién 4.1.12. Dos matrices A y B en M, (k) se dicen congruentes si existe una matriz invertible @
en M, (k) tal que A = Q'BQ.

Ejercicio 4.1.13. Probar que la congruencia es una relacién de equivalencia en M, (k).

Proposicién 4.1.14. Sea ¢ € Bil(V') y B una base de V. Si A € M, (k) es congruente con Mg(p), entonces
existe C base de V' tal que Mc(p) = A.

Dem. Sea Q = (gij) € M,(k) invertible tal que A = Q'Mp(p) Q. Si B = {v1,...,v,}, definimos
C = {wi,...,w,} mediante

n
wj:Zqijvi, jzl,...,n.
i=1
Como @ es invertible, resulta que C es una base de V' y g[Id]¢ = Q. Luego

A= Q"Mg(p) Q =(s[ldle)" Mp(p) s[ldlc = Mc(p). O

Corolario 4.1.15. Dos matrices son congruentes si y solo si representan a una misma forma bilineal.
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Dem. Sean Ay A’ en M, (k) dos matrices congruentes. Consideramos la forma bilineal 84 € Bil(k™). Si
B es la base candnica de k™, entonces es A" = Mp(34/). Luego A es congruente con Mg(B4/) y la proposicién
anterior implica que es A = M¢(54/) para alguna base C de k™. El reciproco es la Proposicién 4.1.11. O

Observaciones 4.1.16. 1. Si A,B € M,(k) y Q € M,(k) es una matriz invertible tal que A = Q'BQ,
entonces A = PBP!, siendo P = Q! una matriz invertible, y es claro que estas dos condiciones son
equivalentes. Luego tenemos dos formas equivalentes de definir la congruencia (lo mismo sucede con
la semejanza). Nosotros usaremos siempre la primera porque se adapta mejor al trabajo con formas
bilineales.

2. Hay dos relaciones de equivalencia en M, (k) que son similares y pueden dar lugar a confusién. Sean
A, B € M, (k). Por un lado, usando la observacién anterior podemos decir que A y B son congruentes
si existe una matriz invertible Q € M, (k) tal que A = QBQ!. Pero por otro lado decimos que
A y B son ortogonalmente equivalentes si existe una matriz ortogonal P € M, (k) tal que A =
PBP! (recordar que P es ortogonal si es invertible y P~! = P'). Luego dos matrices ortogonalmente
equivalentes son también congruentes, pero el reciproco no es necesariamente cierto. De hecho si
A y B son ortogonalmente equivalentes por medio de una matriz ortogonal P, entonces A y B son
congruentes (A = PBP') y también son semejantes (A = PBP~!), pero la congruencia y la semejanza
son relaciones distintas. El ser ortogonalmente equivalentes es una especie de “cruce de caminos” entre
la congruencia y la semejanza.

4.2. Formas bilineales simétricas

Decimos que un cuerpo k tiene caracteristica 2 y escribimos cark = 2 si en k se verifica 1+ 1 = 0. Un
ejemplo es el conjunto Fy formado por dos elementos que llamamos 0 y 1, en el cual definimos una suma y
un producto mediante la siguiente tabla

0+0=0, 1+1=0, 0+1=1, 1+0=1,
0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

Es un ejercicio el verificar que Fo con estas operaciones es un cuerpo y claramente car Fo = 2.
Ejemplos de cuerpos con caracteristica distinta de 2 son Q, R y C. En un cuerpo k con cark # 2 es
2:=141%# 0y luego 2 es invertible en k.

En este capitulo, de ahora en adelante V' es un k-espacio de dimensién finita y cark # 2.
Definicion 4.2.1. Una forma bilineal ¢ se dice simétrica si verifica
o(u,v) = p(v,u), Yu,ve V.
Ejemplo 4.2.2. Todo producto interno real {(, ) : V' x V — R es una forma bilineal simétrica.
Proposicién 4.2.3. Sea ¢ € Bil(V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. La forma ¢ es simétrica.

2. Para toda base B de V', la matriz Mp(p) es simétrica.

3. Euxiste una base B de V' tal que la matriz Mg(p) es simétrica.

Dem. 1= 2: Sea B={v1,...,v,} una base de V' y Mp(y) =(ai;), entonces
a;j = ¢(vi,vj) = p(vy,v) = aj, Vi,j=1,...,n

luego Mp(p) =(ai;) es simétrica.
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2 = 3: Esto es obvio (todo espacio vectorial tiene una base).

3= 1: Sea B = {v1,...,v,} una base de V tal que Mp(p) es simétrica. Notar que esto ultimo equivale
a (v, v;) = ¢(vj,v;), Vi, j. Sean u,v € V arbitrarios, entonces existen escalares a;,b; € k, i =1,...,n tales
que u =y, a;v;y v=y b Luego

n n n n

n n
o(u,v) = ¢ Zaivi, ijvj = Zai Z bjp(vi,vj) = Zai bjp(vj,v;)
i=1 j=1 i=1

j=1 i=1 =1
n n
= ijvj,Zaivi =¢(v,u). O
j=1 i=1

Al conjunto de las formas bilineales simétricas en V' lo escribiremos Bilg(V).

Observacion 4.2.4. Es un ejercicio el verificar que Bilg(V') es un subespacio de Bil(V'), luego Bilg(V') es un

espacio vectorial. De la proposicién anterior se deduce que si dim(V') = n, entonces dim Bilg(V') = n(nTH)

Ejemplo 4.2.5. Como la matriz identidad I € M, (k) es simétrica, entonces S € Bil(k™) es una forma
bilineal simétrica. Explicitamente 3; se escribe

ﬁf((xh CIEaE 71‘71)) (y17 .. 7yn)) = T1Y1 4+ TnYn-
Notar que si k = C, entonces S5 es una forma bilineal simétrica pero no es un producto interno.

Ejemplo 4.2.6. Consideramos en R? las formas bilineales ¢ y v definidas por

o((z,y), (@',y)) = 2z’ + 3zy’ + 3y’ — 5yy’,  ¥((z,y), (2,y)) = z2’ — 3zy’ + 2y’ — dyy/.

Observar que podemos escribir

den @)=t 0 (3 %) () wenea =60 3 ()

Y Y

Luego observando las matrices asociadas deducimos que ¢ es simétrica y que v no lo es.

Formas cuadraticas.

Definicion 4.2.7. Si ¢ : V xV — k es una forma bilineal simétrica, entonces la funciéon ® : V' — k definida
por ®(v) = p(v,v) para todo v € V, se llama la forma cuadrdtica asociada a .

Ejemplo 4.2.8. La forma cuadratica ® asociada a la forma bilineal simétrica ¢ del ejemplo anterior, esta
definida por
®(z,y) = 22° + 62y — 5y%, V(z,y) € R%

Ejemplo 4.2.9. Si V es un espacio real y ¢ = (, ) es un producto interno en V', entonces su forma
cuadrética asociada @ es el cuadrado de la norma: ®(v) = ||v||?, para todo v € V.

Observacion 4.2.10. Como las formas bilineales simétricas en V' forman un subespacio del espacio de las
funciones de V x V en k, entonces se prueba facilmente que las formas cuadréticas en V' forman un subespacio
del espacio de las funciones de V en k.

Proposicién 4.2.11. Sea ¢ € Bilg(V) y ® : V — k la forma cuadrdtica asociada a ¢. Entonces
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1. ®(av) = a®®(v), para todo a €k, v € V. Luego ®(0) = 0.
2. ®(u+v) = ®(u) + 2¢p(u,v) + ®(v), para todo u,v € V.

Dem. La prueba de la primera afirmacién es simple y queda como ejercicio. La segunda se deduce del
calculo siguiente

O(u+v) =put+v,u+v)=puu)+ euv)+ e,u) +e,v) =2(u) + 2¢0(u,v) + ¢(v). O

Observacion 4.2.12. Despejando! ¢(u,v) en la férmula de la segunda afirmacién de la proposicién anterior,
obtenemos la formula de polarizacion

o(u,v) = %(@(u +v) = ®(u) — D(v)), VYu,veV.

Luego toda forma bilineal simétrica queda determinada por su forma cuadratica asociada. En este sentido,
dada una forma cuadratica ®, diremos que la correspondiente forma bilineal simétrica ¢ es la forma bilineal
asociada a P.

Usando la férmula de polarizacién se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.13. Una forma bilineal simétrica es nula si y solo si lo es su forma cuadrdtica asociada.

O
Nuestro préximo objetivo es caracterizar las formas cuadraticas en k™.
Definicién 4.2.14. Consideremos k[x1,...,x,] el espacio de los polinomios en n variables. Un polinomio
p € klz1,...,x,] se dice que es homogéneo de grado 2 si es de la forma p = Z1§i§jgn a;jz;xj, siendo los a;;

escalares arbitrarios.
Es facil de probar que los polinomios homogéneos de grado 2 forman un subespacio de k[z1, ..., x,].

Ejemplo 4.2.15. Sin = 2, entonces un polinomio homogéneo de grado 2 en las variables z, y es un polinomio
de la forma
az® +bxy + cy®, a,b,c € k.

Si n = 3, un polinomio homogéneo de grado 2 en las variables z, y, z es un polinomio de la forma
az? + by? + cz® + dey + exz + fyz, a,b,...,f ek
Proposicion 4.2.16. FExiste una correspondencia uno a uno entre
1. las matrices simétricas n X n con coeficientes en Kk,
2. las formas bilineales simétricas en k™,
3. las formas cuadrdticas en k",
4. los polinomios homogéneos de grado 2 en n variables con coeficientes en k.

Dem. La correspondencia entre formas bilineales simétricas y matrices simétricas estd dada por asociar
a una matriz simétrica A la forma /34, y asociar a una forma bilineal simétrica ¢ la matriz asociada M¢(y),
siendo C la base canénica de k™. Estas correspondencias son inversas una de la otra (proposicién 4.1.8).

!Para poder hacer este despeje es necesaria la condicién cark # 2.
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La correspondencia entre formas bilineales simétricas y formas cuadraticas vale en general y estd dada
por las férmulas siguientes

®(v) = p(v,v), @(u,v)= %(@(u +v) = ®(u) — ®(v)), Yu,veV

En el caso particular de k™, si ¢ = 4, siendo A = (a;;) € M, (k) una matriz simétrica, entonces a ¢ le
corresponde la forma cuadrética ® definida por

n o . .

a; sii=j

D(zy,..., 1) = g Qi TiT; = g bijxixs, by = v L

( 1, ) n) L I EZE ] IVEIE D) 1] 2aij sii<j.
i=j=1 i<j

Es claro que este proceso podemos revertirlo, definiendo los a;; a partir de los b;; mediante a;; := b, para

todo i y a;; = aj; == %bij, si i < j. Luego toda funcién ® : k™ — k definida por una férmula del tipo

Q(z1,...,2n) =D ; bijziz; es una forma cuadratica en k™. Finalmente lo tnico que resta es observar que

p= ZK]- bjjrix; es un polinomio homogéneo. Luego la férmula que define a una forma cuadrética en k™

estd dada por un polinomio homogéneo. O

Observacion 4.2.17. En el caso de k2, si la matriz simétrica es A = (g lc’), entonces la forma bilineal simétrica

p, la forma cuadratica @ y el polinomio homogéneo p que corresponden a A son
o((z,), (2',y)) = axz’ + bxy + b’y + cyy’, ®(x,y) = ax® + 2bry + cy®, p = ax® + 2bzy + cy”.

Notar que la unica diferencia entre ® y p, es que ® es una funciéon de k x k en k, mientras que p es un
polinomio en dos variables.

Ejemplo 4.2.18. Si ® : R? — R es la forma cuadratica definida por ®(x,y) = 2% + 62y + 552, para todo
(z,y) € R?, entonces la forma bilineal asociada ¢ es

p((2,y), (2',y) = w2’ + 3z’ + 3y’ + 5yy',  V(a,y), («',y') € R
Radical, degeneramiento y rango. Si consideramos la forma ¢ € Bilg(R?) definida por

o((z,y,2), (@9, 7)) =z’ + yy/,

entonces el vector (0,0,1) es no nulo y verifica ¢((z,y,2), (0,0,1)) = 0, para todo (z,y,z) € R3. Esto, que
no sucede en los productos internos, da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 4.2.19. Dos vectores u,v € V son @-ortogonales si ¢(u,v) = 0. Si ¢ € Bilg(V'), entonces su
radical® es el conjunto Rad (¢) formado por los vectores que son @-ortogonales a todos los vectores de V.
Luego

Rad(p) ={veV: o(v,u) =0, Vu e V} ={veV: p(u,v) =0, YVue V}.

Es facil de probar que Rad (¢) es un subespacio de V. Decimos que ¢ es no degenerada si Rad (¢) = {0}, es
decir si
ou,v) =0, VveV = u=0.

Si W es un subespacio de V', decimos que ¢ es no degenerada en W si la restriccion de ¢ a W es no
degenerada.

Observacion 4.2.20. Si ¢ € Bilg(V) y B ={v1,...,v,} es un conjunto generador de V, entonces la bilinea-
lidad de ¢ implica que un vector esta en el radical de ¢ si y solo si es p-ortogonal a vy, ..., v,. Luego

Rad(p) ={veV: p(v,v;) =0, Vi=1,...,n}.

2Al radical también se le suele llamar el nicleo de la forma bilineal simétrica.
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Ejemplo 4.2.21. Consideremos la forma ¢ = 85 : k™ x k™ — k definida por

QO((‘Tl, ey xn)7 (yl) DRI yn)) = TI1Y1 + -+ TnlYn.
Aplicando la observacién anterior con B la base candnica se obtiene Rad (¢) = {0}. Luego ¢ es no degenerada.
Para hallar el radical es 1til el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.22. Sea A € M, (k) una matriz simétrica. Consideramos la forma bilineal simétrica
Ba € Bilg(k™) y el operador L € L(K™). Entonces el radical de S4 coincide con el nicleo de Ly.

Dem. Observar primero que es
Ba(u,v) = u'Av = Br(u, Av), Vu,v € k™.
Entonces usando que 57 es no degenerada, deducimos
v € Rad(p) & Ba(u,v) =0, YVu ek & Br(u,Av) =0, Vu e k™ & Av=0 < veKer(Ly). O

Ejemplo 4.2.23. Consideremos en R? las formas cuadraticas ®; y ®o definidas por ®1(z,y,2) = 22 +
y? — 22 y ®o(x,y,2) = 22 + y2. Las formas bilineales asociadas son B34, v Ba,, siendo A; y As las matrices
diagonales A; = diag(1,1,—1) y Ay = diag(1,1,0). Los ntcleos de las transformaciones lineales asociadas
son Ker (La,) = {(0,0,0)} v Ker(La,) = [(0,0,1)]. Luego Rad (¢1) = {(0,0,0)} y Rad (¢2) = [(0,0,1)].
Esto implica que ¢1 es no degenerada.

Observacion 4.2.24. La proposicién anterior sirve también para hallar el radical en el caso de una forma en
un espacio vectorial arbirtrario V. Si ¢ € Bilg(V'), B es una base de V' 'y A = Mpg(yp), entonces es

¢(u,v) = Ba(coordg(u), coordg(v)), Vu,v € V.
Luego v € Rad (¢) si y solo si coordg(v) € Rad (84) = Ker (L4). Luego Rad (¢) = (coordg) ™! (Ker (L4)).

Definicién 4.2.25. Dada ¢ € Bilg(V), su rango se define mediante rango(y) := rango(Mp(p)), siendo B
una base cualquiera de V. Esta definicién tiene sentido porque dos matrices congruentes siempre tienen el
mismo rango. Si ¢ es la forma cuadratica asociada a ¢, entonces también definimos rango(®) := rango(yp).

Proposicién 4.2.26. Si ¢ € Bilg(V), entonces
dim Rad (¢) + rango(y) = dim V.

Dem. Sean B una base de V, n = dimV y A = Mp(p) € M,(k). Como coordg : V — k™ es un
isomorfismo, entonces de la observacién 4.2.24 deducimos dimRad (¢) = dim Ker (L4). Por otro lado es
rango(y) = rango(A) = dimIm (L 4). Luego la tesis se deduce de dimKer (L4) +dimIm (L4) = dimk™. O

Corolario 4.2.27. Una forma bilineal ¢ € Bilg(V') es no degenerada si y solo si rango(yp) = dim V. Luego
si B es una base de V', entonces ¢ es no degenerada si y solo si det (MB(cp)) # 0. O

Ejemplo 4.2.28. Sea ¢ € Bilg(R?) tal que su forma cuadratica asociada es

O(z,y,2) = =722 — 2% + 72° 4+ 8xy + 222 — dyz, Y(z,y,2) € R3.

-7 4 1
Si C es la base candnica de R, es Me(¢) = A= | 4 -2 —2]. Como es det A = 0, deducimos que ¢
1 -2 7

degenera. M4s precisamente vale rango(A) = 2, luego la proposicién 4.2.26 nos dice que el radical de ¢ tiene
dimensién 1. Para hallarlo aplicamos la proposicién 4.2.22, obteniendo Rad (¢) = Ker (L4) = [(3,5, 1)].
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4.3. Diagonalizacién

De ahora en adelante ¢ es una forma bilineal simétrica en V' y ® es su forma cuadratica asociada. Para
evitar discusiones triviales en general asumiremos V' # {0}.

Definicién 4.3.1. Una base B = {v1,...,v,} de V se dice @-ortogonal si ¢(v;,vj) = 0 para todo i # j.

Observacion 4.3.2. Si B es una base de V', entonces B es p-ortogonal si y solo si la matriz Mp(y) es diagonal.

Explicitamente, si B = {v1,...,v,} es una base p-ortogonal de V', entonces
O(vy) 0 - 0
wsy=| o T
0 0 o D)

Luego las expresiones de ¢ y ® con coordenadas en esta base son
n
p(u,v) = Z ®(vi)ziyi, P(u) = Z O(v;)a, (4.3)
i=1 j

. n n
siendo u =} iy mivi y v = 31 yivi.

Ejemplo 4.3.3. Consideremos la forma cuadritica ® : R® — R definida por ®(z,y,z) = 22

¢ € Bilg(R?) la forma bilineal correspondiente. Si B es la base canénica de R3, es

1 0 0
Ms(p)= [0 -1 0
0 0 O

Luego B es una base @-ortogonal.

Definicién 4.3.4. Si W es un subespacio de V', la restriccion de ¢ a W es la funcién ¢l xw : W x W — k,
definida por ¢|w xw (w1, we2) := p(w,ws), para todo wy, wy € W. Claramente ¢|w w € Bilg(W).

Teorema 4.3.5. Si ¢ € Bilg(V), entonces existe una base B de V tal que Mp(p) es una matriz diagonal.

Dem. Tenemos que demostrar es que existe una base g-ortogonal. Lo probaremos por inducciéon en
n=dimV.

Si n = 1, entonces toda base B = {v} de V es g-ortogonal. Supongamos ahora que vale la tesis si la
dimension del espacio es n — 1 y sea ¢ € Bilg(V) con dimV = n. Si ¢ = 0, entonces toda base de V es
p-ortogonal. Supongamos ahora que ¢ # 0. Por la proposicion 4.2.13 es ® #£ 0, luego existe u € V tal que
O (u) # 0.

Definimos « € V* mediante a(v) = (v, u), para todo v € V. Observar que a(u) = p(u,u) = ®(u) # 0,
luego o # 0 y por lo tanto dim Ker (o) = n— 1. Aplicando la hipétesis de induccién a ¢ restringida a Ker («)

tenemos que existe {v1,...,v,—1} base de Ker (o) tal que (v, v;) =0 si i # j.

Como u ¢ Ker(a) = [v1,...,v,-1], entonces el conjunto B = {v1,...,vp_1,u} es LI, y al tener n
elementos es base de V. Como {v1,...,v,—1} C Ker (a), resulta que v1,...,v,_1 son g-ortogonales con wu.
Luego B es una base yp-ortogonal de V. O

Corolario 4.3.6. Una matriz es simétrica si y solo si es congruente con una matriz diagonal.
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Dem. Si una matriz A es congruente con una matriz diagonal D, entonces existe una matriz invertible
Q tal que A = Q'DQ. Luego
At — (QtDQ)t — QtDtQtt — QtDQ = A
entonces A es simétrica. Reciprocamente, si A es simétrica entonces la forma bilineal asociada 54 : k™ xKk™ —
k es simétrica. Luego el teorema anterior implica que existe B base de k™ tal que D = Mg(fB4) es una matriz
diagonal. Entonces si C es la base canédnica de k™ y @ = g[Id]¢, obtenemos

A= Mc(Ba) = (slldle) Mp(Ba) s[ldlc = Q'DQ. O

Algoritmo de diagonalizacién Dada una forma bilineal simétrica ¢ en V, el teorema 4.3.5 nos asegura
que siempre existe una base ¢-ortogonal de V', es decir una base en la cual la matriz asociada a ¢ es diagonal.
En lo que sigue veremos como hallarla.

Sea ¢ € Bilg(V). Empezamos tomando una base cualquiera C de V' y considerando A = M¢(p) € M, (k).
Si Q € M,(k) es una matriz invertible cualquiera y definimos D = Q'AQ, entonces la proposicién 4.1.14
nos dice que existe una base B de V' tal que D = Mpg(p). Luego para obtener una base p-ortogonal de V,
alcanza con encontrar una matriz invertible ) de forma tal que D = Q*AQ sea una matriz diagonal. La idea
para esto es ir transformando A con matrices elementales Q1, ..., Q; hasta llegar a una matriz diagonal D,

A~ QIAQL ~ QLQTAQ1Q2 = (Q1Q2)"A(Q1Q2) ~ -+ ~ (Q1- - Q))'A(Q1-+- Q) = D.

Observar que si ) es una matriz elemental de tipo I, II o III, entonces Q'AQ es la matriz que se obtiene
realizando la operacién elemental correspondiente en las filas y columnas de A.

Mostraremos el método mediante un ejemplo. Consideremos en R3 la forma cuadrética ® definida por
O(z,y,2) = =722 — 22 + 72° 4+ 8xy + 2z2 — 4yz, Y(z,y,2) € R3.

Sea ¢ € Bilg(R?) la forma bilineal simétrica asociada a ®. Si C es la base canénica de R3, es

7 4 1
Me(p)=A= |4 -2 -2
1 -2 7

Para hallar su forma diagonal, primero sumamos a la tercer columna de A la segunda multiplicada por —1
y luego sumamos a la tercer fila la segunda multiplicada por —1.

7 4 1 -7 4 -3 -7 4 -3
4 2 2|=|4 2 0|=|4 -2 o0]. (4.4)
1 -2 7 1 -2 9 -3 0 9

Ahora le sumamos a la primer columna la segunda multiplicada por 2 y luego sumamos a la primer fila la
segunda multiplicada por 2.

7 4 -3 1 4 -3 1 0 -3
4 =2 0]=(0 -2 o]=]0 -2 o]. (4.5)
3 0 9 3 0 9 3 0 9

Finalmente le sumamos a la tercer columna la primera multiplicada por 3 y luego sumamos a la tercer fila
la primera multiplicada por 3.

1 0 -3 1 0 0 1 0 0
0 -2 0o]=(0 —20|=]0 -2 0]=nD. (4.6)
-3 0 9 -3 0 0 0 0 0
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0
Observar que la matriz obtenida en (4.4) corresponde a calcular E! AE; siendo Ey = 1 —1|.Lamatriz
0

o O =

1
obtenida en (4.5) corresponde a calcular EéE{AElEg, siendo By = | 2 . Finalmente la matriz dia-
0

O = O
_= O O

1
gonal D obtenida en (4.6) corresponde a calcular ELELE! AE E>E3, siendo Es = | 0
0

o = O

3
0] .Luegoes D =
1

Q'AQ, siendo Q = E1EyE5 =

SN =
O = O

3
5 | . Observar que si consideramos B = {(1,2,0), (0,1,0), (3,5,1)},
1

entonces B es una base de R? tal que ¢[Id]s = Q. Luego B es una base @-ortogonal de R? y la matriz
diagonal correspondiente Mp(p) = D estd dada por (4.6). Notar que la matriz @ que verifica D = Q'AQ),
es (Q = E1EyE3, v se obtiene realizando las operaciones elementales correspondientes a Fy, Fo, E'3, en las
columnas de la matriz identidad I. Esta iltima observacion es la base del siguiente algoritmo.

Un método para obtener la matriz ) es el siguiente, escribimos a la izquierda la matriz A y a la
derecha la matriz identidad I, luego realizamos operaciones elementales en A y cada vez que hacemos una
operacién elemental en las colummnas de A, también la hacemos en las columnas de I, pero cuando hacemos
operaciones elementales en las filas de A no hacemos nada en la matriz I. Al finalizar el algoritmo, cuando en
la izquierda obtenemos la matriz diagonal D, en la derecha estd la matriz de congruencia ). Lo mostraremos
en el ejemplo anterior. En lo que sigue C'5 — Cy, es que a la columna 3 le vamos a restar la columna 2, etc.

-7 4 1|1 0 0
4 -2 =210 1 0 C35—0C9
1 -2 710 0 1
-7 4 =3|1 0 O
4 -2 0 (0 1 -1 F3—F
1 -2 9]0 0 1
-7 4 =3
4 -2 0 C1 + 20y
-3 0 9
1 4 -3|1 0 0
-2 0 1 -1 Fi+F
-3 0 910 1
1 0 =3
0 -2 0 Cs3+3C,
-3 0 9
1 0 011 0 3
0 -2 0|2 1 5 F3+F
-3 0 010 1
1 0 0
0 -2 0
0 0 O
1 0 0 1 0 3
Luego D = Q'AQ, siendo D= 0 -2 0 vyv=1 2 1 5
0 0 O 0 0 1
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El siguiente reaultado permite obtener Rad (¢) cuando se conoce una base p-ortogonal.

Proposicién 4.3.7. Sea ¢ € Bilg(V) y B = {v1,...,v,} una base p-ortogonal de V. Supongamos que
ordenamos B de forma tal que

D(v)) #0, Vi=1,...,r; P(v;))=0, Vi=r+1,...,n.
Entonces Rad (¢) = [Ur41,- -, Un].

Dem. Sea A = Mp(p) € M, (k). La matriz A es diagonal y sus entradas diagonales son ®(v1), ..., ®(vy).
Luego rango(y) = rango A = r y por lo tanto dim Rad (¢) = n—r. Ademés como la base B es p-ortogonal y
P (vp41) =+ = ®(vy) = 0, entonces vale ¢(v;,v;) =0, para todoi=r+1,...,ny paratodo j=1,...,n.
Esto implica [vy41,...,v,] C Rad (), y como ambos subespacios tienen la misma dimensién, coinciden. [J

Ejemplo 4.3.8. En el ejemplo anterior obtuvimos D = Q*AQ siendo D = diag(1, —2,0). Luego la proposi-
ci6én anterior nos dice que la ultima columna de @) es una base del radical de ¢, es decir Rad (¢) = [(3,5,1)].
Notar que este es el mismo resultado que obtuvimos en el ejemplo 4.2.28, pero aplicando un método com-
pletamente distinto.

4.4. Formas bilineales simétricas reales

En esta seccién el cuerpo de base k es R y V' es un R-espacio vectorial de dimension finita.

Definicién 4.4.1. Una base B = {v1,...,v,} de V se dice p-ortonormal si es una base g-ortogonal y
ademds ®(v;) € {—1,0,1}, para todoi=1,...,n.

Observacion 4.4.2. Si B = {v1,...,v,} es una base g-ortonormal de V', entonces la matriz Mg(p) es diagonal
D (vy) 0 0
Mp(p) = 0 (I)(:W) _ 0
0 0 - B(u)
y sus entradas diagonales ®(v1),...,®(v,) son 0, 1 o —1. Notar que reordenando v, ..., v, podemos asumir

genéricamente que existen 1 < p < r < n tales que
O(v)=1,Vi=1,...,p; P®(v;)=-1,Vi=p+1,....,r; P(v;)=0,Vi=r+1,...,n.
Luego las expresiones de ¢ y ® con coordenadas en esta base son
Qu,v) = Ty + - TpYp — TppYps1 —  — Ty P(w) =i+ a2l —al — -2l

. n n
siendo w =) "y xiv; y v =", yiv;.

Ejemplo 4.4.3. Si consideramos la forma bilineal ¢ € Bilg(R?) asociada a la forma cuadrética ® : R — R
definida por ®(z,y, z) = 2% — y?, entonces la base canénica es una base p-ortonormal de R3.

Proposiciéon 4.4.4. Sik =R y ¢ € Bilg(V), entonces eziste una base p-ortonormal de V.

Dem. Sea B = {v1,...,v,} una base g-ortogonal de V' que suponemos ordenada de forma tal que existen
1 <p<r < ntales que

O(v;) >0, Vi=1,...,p; P(v;) <0, Vi=p+1,....,r; P(v;)=0,Vi=r+1,...,n.
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Luego si definimos wy, ..., w, por

1 1
w; = —=v;, Vi=1,...,p; wj=——=v;, Vi=p+1,...,7 w;=0v;, Vi=7r+1,...,n,
®(vs) —P(vi)

entonces es claro que w; es @-ortogonal con wj si ¢ # j, y vale
S(w;))=1,Vi=1,...,p; P(w;)=-1,Vi=p+1,....,r; P(w;))=0,Vi=r+1,...,n.
Luego C = {w1,...,wy,} es una base p-ortonormal de V. O

Ejemplo 4.4.5. En la seccién anterior vimos que si consideramos ® : R> — R definida por
O(z,y,2) = =722 — 2% + 72% 4+ Szy + 222 — dyz, VY(z,y,2) € R,

entonces B = {(1,2,0), (0,1,0), (3,5,1)} es una base p-ortogonal y ®(1,2,0) = 1, $(0,1,0) = -2y
®(3,5,1) = 0. “Normalizando” el segundo vector obtenemos <I><0, %, 0) = —1. Luego

B - {(1,2,0), (0%0) (3,5,1)}

es una base p-ortonormal de R3.

Observaciones 4.4.6. 1. La existencia de bases g-ortonormales es un dato intresante pero no es particu-
lamente util, dado que a diferencia de lo que ocurre en espacios con producto interno, para formas
bilineales en general las bases p-ortonormales no tienen grandes ventajas sobre las bases ¢-ortogonales.
Por ejemplo no hay un andlogo de la férmula u = > | (u,v;) v;, para todo u € V que se cumple si
{v1,...,v,} es una base ortonormal de V. Por esto es que en general se trabaja con bases p-ortogonales.

2. La existencia de bases p-ortonormales depende del cuerpo k. Por ejemplo, consideremos Q? como
Q-espacio y ¢ la forma bilineal asociada a la forma cuadrética ®(z,y) = 2z2. Como no existe ningiin
x € Q tal que 222 = +1, entonces no existen bases ¢-ortonormales de Q2. Notar que la base canénica
de Q? es g-ortogonal, pero no hay forma de normalizarla.

A continuacién introducimos varias definiciones que se suelen usar al trabajar con formas bilineales
simétricas y formas cuadraticas reales.

Definicion 4.4.7. Sea ® una forma cuadrética en V' y ¢ la forma bilineal simétrica asociada.
1. ® es definida positiva si (v) > 0, para todo v # 0.
2. ® es definida negativa si ®(v) < 0, para todo v # 0.
3. ® es definida, si es definida positiva o es definida negativa.
4. ® es semidefinida positiva si ®(v) > 0, para todo v € V' y existe 0 # vy € V tal que ®(vg) = 0.
5. ® es semidefinida negativa si ®(v) < 0, para todo v € V' y existe 0 # vg € V tal que ®(vg) = 0.
6. ® es semidefinida, si es semidefinida positiva o es semidefinida negativa.
7. ® es no definida si existen vy y vy en V tales que ®(v1) > 0y ®(v2) < 0.

8. ® es no degenerada si lo es ¢, es decir si ¢(u,v) = 0 para todo v € V, implica u = 0.
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Decimos que una forma bilineal simétrica verifica alguna de las propiedades anteriores si lo hace su forma
cuadratica asociada.

Observacion 4.4.8. Una forma bilineal simétrica definida positiva es lo mismo que un producto interno real.
Ejemplo 4.4.9. Consideremos las siguientes formas cuadraticas en R3.

1. ®(x,y,z 22 + y? + 22, es definida positiva (la forma bilineal asociada es el producto escalar).

T, 2 —22 — 9% — 22, es definida negativa.

x2 + 92, es semidefinida positiva.

—x? — 92, es semidefinida negativa.

z) =
z) =
T,y,2) =
Ty, 2) =
z) =

P
D
P
®(x,y,2) = 22 — 9%, es no definida y degenerada.

.@.U‘r';.o-"!\”

O(z,y,2) =a? —y® — 2%

, es no definida y no degenerada.
Usando las férmulas (4.3) es facil de probar el siguiente resultado.

Proposicion 4.4.10. Sea ® una forma cuadrdtica en V' y ¢ la forma bilineal simétrica asociada.
Si B={v1,...,u,} es una base p-ortogonal de V', entonces vale lo siguiente.

1. ® es definida positiva si y solo si ®(v;) > 0, para todo i =1,...,n

2. @ es definida negativa si y solo si ®(v;) <0, para todoi=1,...,n

3. @ es semidefinida positiva si y solo si ®(v;) > 0, para todo i =1,...,n y existe iy tal que ®(v;,) = 0.
4. ® es semidefinida negativa si y solo si ®(v;) <0, para todo i =1,...,n y existe ig tal que ®(v;,) = 0.
5. ® es no definida si y solo si existen i y j tales que ®(v;) > 0 y ®(v;) < 0.

6. ® es no degenerada si y solo si existe algun i tal que ®(v;) = 0. O

Combinando la proposicion anterior y la proposicion 4.3.7 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.11. Sea ® una forma cuadrdtica en V. Si ® es definida, entonces es no degenerada, y si ®
es semidefinida, entonces degenera. 0

Teorema 4.4.12 (Ley de inercia de Sylvester). La cantidad de entradas positivas, negativas y nulas de una
matriz diagonal asociada a una forma cuadrdtica no depende de la representacion diagonal.

Dem. Sea ® una forma cuadratica en V' y ¢ su forma bilineal asociada. Sea B = {v1,...,v,} una base
p-ortogonal de V', que podemos considerar ordenada de forma tal que

O(v;) >0, Vi=1,...,p; P(v;) <0, Vi=p+1,....r; P(v;)=0,Vi=r+1,...,n,

para ciertos 1 < p < r < n. La proposicién 4.3.7 nos dice que es Rad (¢) = [vy41,...,v,] ¥ es claro que el
rango de ¢ es r, dado que r es la cantidad de entradas no nulas de la diagonal principal de Mg(p).
Sea C = {wj,...,wy,} otra base p-ortogonal de V' ordenada como B. Entonces existe 1 < ¢ < r tal que

O(w;)) >0, Vi=1,...,q¢; P(w;) <0, Vi=gq+1,....r; @(w;)=0,Vi=r+1,....,n
Para probar la tesis lo tnico que hay que demostrar es que vale p = q. Consideremos los siguientes subespacios
Vi=lv1,...,0p], Vo =[vpt1,...,0:], Wi=lwr,...,wg], W_=[wgq1,...,w]
Lo que tenemos que probar es que vale dim V; = dim W,.. Notar que como B y C son bases de V', deducimos

V=V,@V_®Rad(p) y V=W, ®W_®Rad (p), siendo Rad (¢) = [Vy4+1,.-,Un] = [Wrs1,...,wy].
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Observar que {v1,...,v,} es una base g-ortogonal de Vi y vale ®(v;) > 0, para todo ¢ = 1,...,p. Luego
® es definida positiva en V. El mismo razonamiento prueba que ® es definida negativa en V_. Considerando
W4 en lugar de Vi, deducimos que ® es definida positiva en W y definida negativa en W_.

Probaremos que los subespacios W, y V_ & Rad () son independientes. Sea v € W, N (V_ ® Rad (¢)).
Como v € V_ @ Rad (¢), entonces existen tnicos vy € Rad (¢) y v— € V_ tales que v = v_ + vy. Luego

O(v) = P(v- +v9) = P(v-) + 2¢(v_,v0) + P(v9) = ®(v_) <O0.

Por otro lado, como v € W, y @ es definida positiva en W, si fuese v # 0 seria ®(v) > 0 lo cual nos lleva
a una contradiccién. Entonces la tinica posibilidad es v = 0 y por lo tanto Wy N (V- & Rad (¢)) = {0}.
La independencia de W y V_ @ Rad (¢) implica que la suma W + (V, @ Rad (cp)) es directa, luego

dimV > dim(Wy & V_ @ Rad (¢)) = dim W + dim V_ + dim Rad (¢).

Por otro lado, de V.=V, @ V_ @ Rad (p), deducimos dim V' = dim V; 4+ dim V_ + dim Rad (¢). Comparando
esta formula con la desigualdad anterior, deducimos dim Vy > dim W, . Intercambiando los roles de Vi y
W, obtenemos dim W, > dim V., luego dim V; = dim W. O

Definicién 4.4.13. Dada ¢ € Bilg(V), decimos que dos subespacios U y W de V son @-ortogonales si
o(u,w) = 0 para todo u € U y w € W. Una p-descomposicion de V es una descomposicién del tipo
V =V, @ V_®Rad(p), en la cual Vi y V_ son p-ortogonales, ® es definida positiva en V y es definida
negativa en V_.

Observacion 4.4.14. La prueba del teorema anterior nos muestra que toda base @-ortogonal B induce una
p-descomposicion V =V, @ V_ @ Rad (), de forma tal que las cantidades de entradas diagonales positivas,
negativas y nulas de Mg(p) coinciden respectivamente con dim V, dim V_ y dim Rad (¢), Reciprocamente,
si tenemos una p-descomposicion V =V, @ V_dRad (¢) y tomamos bases p-ortogonales de Vi, V_, Rad (p)
y las unimos, entonces obtenemos una base @-ortogonal de V' que mediante el proceso anterior da lugar a
esa @-descomposicién.

En general existen distintas p-descomposiciones V' = V, @ V_ @ Rad (¢), pero la ley de inercia de
Sylvester muestra que en esas p-descomposiciones hay unicidad en las dimensiones de V y V_.

Ejemplo 4.4.15. Consideremos la forma cuadratica ® : R — R definida por ®(z,y,2) = 22 — y?, para
todo (z,vy,2) € R3. Es facil de probar que vale Rad () = [(0,0,1)] y que si definimos V, = [(1,0,0)], V_ =
[(0,1,0)], W4 =[(2,1,0)] y W_ = [(1,2,0)], entonces R® =V, @ V_ @ Rad () y R = W, @ W_ @ Rad ()
son dos ¢-descomposiciones distintas de R3.

Definicion 4.4.16. Sea ® una forma cuadratica en V' y ¢ su forma bilineal simétrica asociada. Sea B una
base p-ortogonal de V. El indice positivo (negativo) de inercia de ® es la cantidad de entradas diagonales
positivas (negativas) de Mg(p). Para abreviar llamaremos indice al indice positivo de inercia. La signatura
de ® es diferencia entre la cantidad de entradas diagonales positivas y negativas de Mpg(¢p). La signatura, el
indice y el rango son los invariantes de ®.

Observacion 4.4.17. Con las notaciones anteriores, si el nimero de entradas positivas de Mp(yp) es p y el de
entradas negativas es ¢, entonces el indice de ® es p, el rango es 7 = p+ ¢q y la signatura es s = p — q. Luego
s+ 1 = 2p. Por lo tanto para obtener los tres invariantes alcanza con conocer dos de ellos.

Terminamos este capitulo con algunos resultados que se obtienen usando que toda matriz simétrica real
es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal (teorema 3.5.18).

Teorema 4.4.18. Sea ¢ € Bilg(V). Entonces las cantidades de entradas diagonales positivas, negativas y
nulas de una representacion matricial diagonal arbitraria de ¢ coinciden respectivamente con las cantidades
de valores propios positivos, negativos y nulos de una representacion matricial arbitraria de .
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Dem. Sea B una base arbitraria de V' 'y A = Mp(y). La matriz A es simétrica real, luego existen matrices
D,Q € M,(R) tales que D es diagonal, Q es ortogonal y D = Q1 AQ = Q'AQ.

Como D es ortogonalmente equivalente con A = Mp(yp), entonces existe C base de V' tal que D = Mc¢(p).
Por otro lado como A y D son semejantes, entonces tienen los mismos valores propios, los cuales coinciden
con las entradas diagonales de D. Luego encontramos una base C tal que D = M¢(p) es diagonal y las
entradas diagonales de D son los valores propios de A. Luego la tesis se obtiene aplicando la ley de inercia
de Sylvester. O

Corolario 4.4.19. Sea A € M,(R) una matriz simétrica. Entonces la cantidad de entradas diagonales
positivas, negativas y nulas de cualquier matriz diagonal congruente con A coincide respectivamente con la
cantidad de valores propios positivos, negativos y nulos de A.

Dem. La matriz A es una representaciéon matricial de f4 € Bilg(R") (en la base candnica), luego
cualquier matriz diagonal que sea congruente con A es también una representacién matricial de 84 y por lo
tanto se aplica el teorema anterior. O

Observacion 4.4.20. Combinando este corolario con el algoritmo de la seccién 4.3, se obtiene una forma

simple de conocer la cantidad de valores propios positivos, negativos y nulos de una matriz simétrica real.

Teorema 4.4.21. Sea p € Bilg(V), siendo V' un espacio vectorial real con producto interno. Entonces existe
una base ortonormal B de V' tal que Mg(p) es diagonal.

Dem. Sea C una base ortonormal cualquiera de V'y A = M¢(¢). La matriz A es simétrica real, luego
existen matrices D, Q € M, (R) tales que D es diagonal, @ es ortogonal y D = Q~'AQ = Q'AQ.
Como @ es invertible, entonces existe B base de V' tal que @ = ¢[Id]g. Luego

D = Q'AQ = (c[1d]5)" Mc(p)c[ld]s = Mp(p).

Ademés como ¢[Id] es ortogonal y la base C es ortonormal, entonces B es una base ortonormal. En resumen,
encontramos una base ortonormal B tal que Mg(yp) = D es una matriz diagonal. O

Observacion 4.4.22. El teorema anterior es un resultado de diagonalizacién simultanea. En esencia lo que
nos dice es que si en un espacio real de dimensién finita tenemos dos formas bilineales simétricas y una de
ellas es definida positiva, entonces existe una base en la cual ambas se diagonalizan.
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Capitulo 5

Transformaciones lineales y polinomios

En el capitulo 1 estudiamos la diagonalizacién de operadores en espacios de dimension finita. Este
capitulo y el siguiente profundizan en el tema, y exploran el caso no diagonalizable.

En lo que sigue T es un operador arbitrario fijo en un k-espacio vectorial no nulo de dimensién finita V.

5.1. Subespacios invariantes

Recordemos que un subespacio W de V se dice T-invariante si verifica T(W) C W. En este caso
escribimos T'|yw : W — W a la restriccién de T'a W, es decir a la funcién definida por T'|y (w) = T'(w) para
todo w € W. Notar que si W es T-invariante, entonces T'|y € L(W).

Ejemplo 5.1.1. Si T € E(R3) estd definida por T'(x,y,z) = (z + y, y + 2, 0), entonces los subespacios
Wi ={(z,y,0): z,y € R} y W ={(2,0,0) : = € R} son T-invariantes.

Proposicién 5.1.2. Los subespacios {0}, V, Ker (T) e Im (T) son T-invariantes. Si A\ € k es un wvalor
propio de T, entonces el subespacio propio E\ = Ker (T — AI) es T-invariante.

Dem. Ejercicio. O
Observacion 5.1.3. Si T es diagonalizable, entonces es V' = @?:1 E,,, siendo Aq,..., A, los distintos valores
propios de T'. Luego si B es una base de V' formada uniendo bases de E),,..., E),, entonces

Ay
Tz = , A= NI, Yi=1,...,h,
Ap,

siendo n; la multiplicidad de A;, para todo ¢ =1,...,h.

El siguiente resultado generaliza la observacion anterior. Su prueba es directa.

Proposicién 5.1.4. Supongamos que tenemos una descomposicion V.=W1 @@ --- @ Wy, en que cada W; es
T-invariante. Si B; es una base de Wy, i = 1,... h, y definimos B = B1 U ---U By, entonces [T)|g es una
matriz en bloques de la forma

Aq
Ap,
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Ejemplo 5.1.5. Consideremos T € L(R?) definida por T'(z,y, z) = (x—z, 2y, z+2), para todo (z,y, z) € R3.
Notar que valen T'(x,0,2) = (z — 2,0,z + 2) y T(0,5,0) = (0,2y,0), luego W1 = {(z,y,2) € R?: y =0}
y Wy = {(x,y,2) € R®: 2 = z = 0} son subespacios T-invariantes. Si {ej,es,e3} es la base canénica
de R3, entonces es claro que By = {e1,e3} es base de Wi y Ba = {ea} es base de Wa. Si consideramos
B =B;UB; ={e1,e3,ea} , entonces obtenemos

1 -1 0
1 -1
[T] =11 1 0], [T| 1] 1= ’ [T| 2] , = (2
s={1 10 wls = (3 )0 s = @)

Notar que es Xp(t) = —(t — 2)(t? — 2t + 2) y este polinomio no se escinde, luego 7' no es diagonalizable.

5.2. Polinomios evaluados en operadores

Definimos 7" € L(V), n =0,1,..., mediante 7° =Id, T" =T o---0oT, ¥n=1,2,...
—
n

Sip(t) =31 ,a;t" € k[t], definimos p(T') € L(V) mediante
p(T) = Z a;T' =ap,T" 4+ apn 1T+ -+ a1 T + apld.
=0
Ejemplo 5.2.1. Si consideramos los polinomios p(t) = 1y ¢q(t) = t, entonces p(T) =Id y ¢(T) =T.
Proposicién 5.2.2. Sean X € k y p(t), q(t) € k[t]. Sir(t) = Ap(t) + q(t) y s(t) = p(t)q(t), entonces
r(T) = Ap(T) +q(T),  s(T) =p(T) o q(T).
Dem. Podemos suponer p(t) = > 1" ja;t' y q(t) = > i bit' (puede ser a, =0 0 b, = 0).
Esr(t) = 3" o(Aa; + b;)t", luego

n

r(T) = Z()\Gi +b,)T" = ZAaiTi + ZbiTi = Ap(T) +q(T).
i=0 i=0 i=0

Es 5(t) = ayn by 2™ 4+ (an_1 b1 + a1 by_1) 21+ - + (a1 bo + ag by) t + ag by, luego

3<T) = Qn bn T2n +(an—1 bl + ay bn—l) T2n_1 + - +((I1 b(] + a bl) T + ag bo Id
= (Z a; Ti) (Z by Ti> =p(T)q(T). O
=0 =0

Como el producto de polinomios es conmutativo, la proposiciéon anterior implica el siguiente resultado.
Corolario 5.2.3. Sip,q € klt], entonces p(T) o ¢(T) = q(T) o p(T). O
Proposicién 5.2.4. Si p(t) € k[t], entonces Ker p(T) e Im p(T') son subespacios T -invariantes.

Dem. Sea v € Ker p(T'), entonces

p(T)(T(v)) = (p(T) o T)(v) = (T o p(T))(v) = T(p(T)(v)) =T(0) =0 = T(v) € Ker p(T).
Sea u = p(T')(w) € Im p(T), entonces

T(u) =T(p(T)(w)) =(T op(T)) (w) = (p(T) o T) (w) = p(T)(T(w)) = T(u) € Imp(T). O



Proposicién 5.2.5. Existe un polinomio no nulo p(t) tal que p(T) = 0.

Dem. Como L(V) tiene dimensién finita, entonces el conjunto {Id, T, T2,...} es LD y por lo tanto existe
una cantidad finita de escalares no todos nulos ag, a1, ..., a, tales que

apld+ a1 T+ -+ 4 a,T" = 0;
luego vale p(T') = 0, siendo p(t) = ag + a1t + - - - + a,t™. O
Ejemplo 5.2.6. Si T es una proyeccién (T2 = T'), entonces vale p(T) = 0, siendo p(t) = t? — t.

Observacion 5.2.7. Observar que si vale p(T') = 0 y multiplicamos a p(t) por otro polinomio cualquiera
q(t), entonces el polinomio resultante r(t) = p(t)q(t) verifica r(T") = p(T') o ¢(T) = 00 ¢(T)) = 0. Luego el
polinomio que se anula en 7T no es unico.

Los resultados que siguen permiten descomponer V' en suma directa de subespacios T-invariantes.

Proposicién 5.2.8. Sea p(t) € k[t] tal que p(T) = 0. Si escribimos p(t) = pi(t) p2(t) con p1(t) y pa2(t) tales
que mcd (p1(t), p2(t)) = 1, entonces

V = Ker pi1(T") @ Ker pa(T).

Dem. Como mcd (p1(t),p2(t)) = 1, entonces (proposicién 7.1.4) existen my(t) y ma(t) en kt] tales que
mi(t) pi(t) +ma(t) p2(t) = 1, luego

Id = ma(T) o p1(T) + ma(T) 0 p2(T) = p1(T) © ma(T) + p2(T) o ma(T).
Sea v € V, entonces v = Id(v) = p1(T) (m1(T)(v)) + p2(T) (m2(T)(v)) luego
V =Impi(T) + Im pa(T).

Observar que es 0 = p(T") = pi(T") o p2(T'). Entonces para todo v en V es 0 = pi(T)(p2(T)(v)) y resulta
Im po(T) C Ker p1(T). Andlogamente de 0 = p(T') = pao(T') o p1(T') se deduce Im p;(T') C Ker po(T'). Luego

V =Impi(T) +Impa(T) C Ker p2(T) + Ker p1(T) C 'V,

de donde deducimos
V = Ker p1(T") + Ker po(T).

Si v € Ker pi1(T) NKer pa(T) es p1(T)(v) = p2(T)(v) = 0, entonces
v =1d(v) = mi(T)(p1(T)(v)) + ma(T)(p2(T)(v)) = m1(T)(0) + m2(T)(0) = 0.
Luego Ker p1(T) NKer po(T) = {0}. O

Ejemplo 5.2.9. Volviendo al caso en que T' es una proyeccién, sabemos que vale p(T') = 0, siendo p(t) =
t?2 —t. Como p(t) se factoriza p(t) = t(t — 1) y claramente ¢ y t — 1 son primos entre sf, deducimos

V = Ker (T) @ Ker (T — 1d),

siendo Ker (T'—Id) = {v € V : T(v) = v}. Notar que alguno de estos subespacios puede ser nulo, lo cual
corresponde a los casos T'= 0 y T = Id. Observar también que esto implica que T es diagonalizable.

Teorema 5.2.10. Sea p(t) € k[t] tal que p(T) = 0. Si escribimos p(t) = p1(t)---pr(t) con p1(t),...,pn(t)
tales que med (p;(t), p;(t)) =1, Vi # j, entonces

V=Kerpi(T)& - & Ker py(T).

Dem. Lo demostraremos por induccién en h. Para h = 2 es la proposicién anterior.
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Supongamos que se cumple para h — 1 y sea p(t) = pi(t)---ph—1(t) pa(t) con med (p;(t),p;(t)) = 1,
Vi # j.

Si escribimos q(t) = p1(t) - - - pr—1(t) € k[t], entonces es p(t) = q(t) pr(t) y med (¢(t), pn(t)) = 1. Luego el
lema anterior aplicado a q(t) y pp(t) implica

V = Ker ¢(T) & Ker pi(T).
Sea W = Ker ¢(T). El subespacio W es T-invariante. Consideremos 7’|y € L(W). Es
q<T’W) = Q(T)|W = q(T)’Ker q(T) = 0.

Luego ¢(T|w) = 0 y por lo tanto podemos aplicar la hipétesis inductiva a T|yw € L(W) y q(t) € Kk[t], para

concluir que vale W = @'~ Ker p;(T|w). Entonces es V = (EB?:_ll Ker pi(T]W)> @ Ker pp(T).
Parai=1,...,h—1es

Ker p;(T|w) = Ker p;(T)|w = W NnKer p;(T) = Ker p;(T),
La ultima igualdad se deduce de que si v € Ker p;(T'), entonces
a(T)(v) = (pr(T) o+ o pp—1(T)) (v) = (p1(T) 0+~ o pi—1(T) o pis1(T) o - - 0 py—1(T)) (pi(T)(v)) = 0.

Luego
Ker p;(T) CKer ¢(T) =W = Ker p;(T)NW = Ker p;(T).

Entonces V' = <@?:_11 Ker p,*(T)) ® Ker pp(T) = @?:1 Ker p;(T). O

Polinomios evaluados en matrices. Como es de esperar, todo lo que vimos anteriormente para opera-
dores se aplica también a matrices. A continuacién desarrollamos brevemente la version matricial.

Si Ae M,(k)yp=>1",a;t" €Kk[t], entonces definimos p(A4) € M, (k) mediante

n
:ZaiAi:anA”—|—an,1A”_1+---—|—a1A—|—aOI.

i=0
Proposicién 5.2.11. Sea T' € L(V') y B una base de V. Entonces [p(T)|g = p([T]z), Vp € k[t].
Dem. Sip=>"a; t', es [p(T)]p = [Z?:o @i Ti]B =2 00 ([T]B)i =p([T]p) - O
Corolario 5.2.12. Si A € My(k), es p(La) = Lya) € L(K") para todo p € k[t].
Dem. Si B es la base candnica de k", es A = [La]gz. Aplicando la proposicién anterior obtenemos
[p(La)lg = p(A), luego p(La) = Lya)- O

Ejemplo 5.2.13. Sea T € E(Rz) definida por T'(x,y) = (x,2z+y) y consideremos p = t3 +12 —t+2 € R[t].
Es T = L4, siendo A = (}9). Luego

30

p(A) = A3+ A2 — A2l = (8 3

) = D) = (Bo 8ok 3), Viey) €
Observacion 5.2.14. La proposicién 5.2.11 y el corolario 5.2.12 nos permiten deducir propiedades de polino-
mios aplicados a operadores, a partir de propiedades de polinomios aplicados a matrices, y viceversa. Los
dos resultados siguientes se obtienen aplicando esa observacion.

Proposicién 5.2.15. Sean A € M, (k), A € k y p,q € k[t]. Sir(t) = Ap(t)+q(t) y s(t) = p(t)q(t), entonces
r(A) = Ap(A) +q(4),  s(4) =p(A)q(4). O
Corolario 5.2.16. Sip,q € k[t] y A € M,,(k), entonces p(A) q(A) = q(A) p(A). O
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5.3. El teorema de Cayley-Hamilton
En la seccién anterior probamos que existe un polinomio no nulo p(t) tal que p(T') = 0. En lo que sigue
veremos que el polinomio caracteristico de T verifica esa propiedad.

Proposicién 5.3.1. Sea W un subespacio T-invariante de V. Si By es una base de W y la completamos
a una base B de V, entonces [T|g =(4 B), siendo A = (Twlg,,-

Dem. Ejercicio. O
Proposicién 5.3.2. Si W C V' es un subespacio T-invariante, entonces Xr|,, (t) divide a Xr(t).

Dem. Sea B una base de V' como en la proposicién anterior. Entonces es [Tz = (6‘ g), siendo A =

[T'|lw]g,, - Luego aplicando la proposicién 7.3.1 obtenemos

A—tl B
0 D—-tI

Luego Xr(t) = Xy, (t) p(t), siendo p(t) = |D —tI|. O
Ejemplo 5.3.3. Sea T € E(R4) definida por

Xp(t) = — [A—t1]|D — ¢ I| = Xgy,, (£) p().

T(x,y,z,t) = (x+y+22z—t,y+t, 2z—1t, z+1).

Consideremos el subespacio W = {(z,,0,0) : z,y € R}. Observar que T'(z,v,0,0) = (z+ vy, y, 0,0) € W,
luego W es T-invariante. Si B = {e1, e2,e3,e4} es la base canénica de R?*, entonces By = {e1,ea} es base
de W y obtenemos

Tl = (o 1) s

Luego Xy, (t) = (1 — )% y Xp(t) = (1 —t)*(t* — 3t + 3).

Definicion 5.3.4. Sea v € V. Llamamos subespacio T-ciclico generado por v a

Sy = [v, T(v), T2(v), ] = {ZaiTi(v) ca; €k, i=0,...,n, n€ N}.
1=0

Proposicién 5.3.5. El subespacio S, es el menor subespacio T-invariante de V' que contiene a v.

Dem. Es claro que vale v € S, 7. Por otro lado T(}.1 (a; T'(v)) = Y1 a; T (v), luego Sy1 es
T-invariante.

Sea W un subespacio T-invariante que contiene a v. Como W es T-invariante y v € W, entonces
T(v) € W. Luego T?(v) = (T o T)(v) = T(T(v)) € W y por induccién se prueba que T"(v) € W, para todo
n € N. Como W es un subespacio, esto implica S, 7 = [U, T(v), T?(v), .. ] cWw. O

Proposicién 5.3.6. Sea 0 £Av eV, W =S, y h=dimW. Entonces:
1. El conjunto {v,T(v),...,T""1(v)} es base de W.

2. Si escribimos T"(v) = agv + a1 T(v) + - -- + ap_1T" 1 (v), entonces
Xy (1) = (—1)h(th —ap = —agt — ao) .

Dem. Sea j el menor entero positivo tal que {v, T(v),...,T%(v)} es LD; como v # 0, es j > 1. Observar
que {v,T(v),..., T (v)} esLLy {v,T(v),...,T? "} (v),T?(v) } es LD, luego T9 (v) € [v,T(v),...,T? " (v)].
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Afirmacién: Para todo p € N se cumple que 7977 (v) € [v,T(v),..., T} (v)].

Lo probaremos por induccién en p. Si p = 0 sabemos que es cierto. Supongamos que T/ P(v) €
[v,T(v), e ,ijl(v)]. Entonces

TP (v) = (T o TVHP) (v) = T(TVP(v)) € [T(v), T?(v),...,T’(v)] .

Como es {T(v),TQ(vl),...,Tj_l(v),Tj(v)} C [v,T(v), T*(v),..., 79" (v)], deducimos que TV P+ (v) €
[v,T(v),TQ(U),...,Tj’l(v)].

Luego W = [v,T(v),..., T (v)], j = h = dim W y el conjunto B = {v,T(v),T?(v),...,T" 1(v)} es
una base de W. Esto prueba la primer afirmacién. Para la segunda, observar que si escribimos T"(v) =
agv + a1 T(v) + -+ ap_1T"(v), entonces

0 0 0 ag - 0 s 0 aq

1 0 0 a 1 =X 0 a1

01 0 a 0 1 -0 as
[Tlw]s = . = Xp (=], | .

0 0 0 ap—2 0 0 —A Qap—2

0 0 1 ap_—1 0 0 1 ap_1 — A

Usando esta tltima férmula se obtiene la férmula para Xpy,, (¢) de la tesis (la misma se puede probar por
induccién en h, desarrollando el determinante por la primera fila o columna). O

Teorema 5.3.7 (Cayley-Hamilton). El polinomio caracteristico de T' se anula en T, i. e. X7(T) = 0.

Dem. Lo que tenemos que probar es que X7 (T') : V' — V verifica X7 (T') (v) = 0 para todo v en V.

Sea v € V arbitrario fijo. Si v = 0 el resultado es obvio. Supongamos ahora v # 0 y sea W = S, 7.
Como W es T-invariante, entonces Xy, divide a X7. Sea p(t) € kl[t] tal que Xr(t) = p(t) X7y, (t). Sean
h=dimW y Thv) = agv + a1 T(v) + --- + ap_1 T" "1 (v). Sabemos por la proposicién anterior que vale
Xy, (1) = (=" (" —ap—1 th"' —ait —--- —ap). Luego

X1y (7) (0) = (~)M(T"w) — a ey T (0) =+ -a1 T(w) — agw) = 0.
Entonces
X7(T) (v) = (p(T) © Xy, (T)) (v) = p(T) (X1, (T) (v)) = p(T) (0) =0. O
Corolario 5.3.8. Si A € M, (k), entonces X4(A) = 0. O
Aplicando el teorema 5.2.10 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3.9. Si el polinomio caracteristico de T se escinde (lo cual siempre sucede sik = C) y escri-
bimos X (t) = (—=1)"(t — Ay)™ -+ (t — Ap)™, para ciertos N\; # \j si i # j. Entonces

h
V =P Ker (T - NId)™. O

i=1

Notar que en la férmula de arriba los subespacios son T-invariantes, luego se puede aplicar la proposicién
5.1.4 para obtener una base B de V tal que [T]3 sea una matriz diagonal en bloques.
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5.4. Polinomio minimal

En las secciones anteriores probamos que siempre existe un polinomio no nulo p(t) tal que p(T) = 0;
ademds vimos en el teorema de Cayley-Hamilton que el polinomio carateristico X7(t) es uno de ellos. Nuestro
interés en este tipo de polinomios es porque aplicando el teorema 5.2.10 obtenemos una descomposicién
del espacio en subespacios T-invariantes y luego aplicando la proposiciéon 5.1.4 obtenemos una base del
espacio en la cual la matriz asociada a T es una matriz diagonal en bloques. Como el polinomio p(t) no
es unico, distintos polinomios pueden dar lugar a distintas descomposiciones. En el corolario 5.3.9 vimos la
descomposicién asociada al polinomio caracteristico. En esta seccion estudiaremos otro polinomio de este
tipo, el minimal, que es 1til para el estudio de si un operador es diagonalizable, y también ayuda para
calcular la forma de Jordan, que veremos en la seccién siguiente.

Recordar que un polinomio p(t) es ménico si es no nulo y el coeficiente de su término de mayor grado es
1, es decir si es de la forma p(t) = ™ + @y 1 t™ 1+ -+ + a1t + ag, con m > 1.

Teorema 5.4.1. Eziste un unico polinomio my(t) € k[t] que verifica:
1. mp(T) =0.
2. mp(t) es de grado minimo entre los polinomios no nulos que se anulan en T.
3. mp(t) es monico.

Ademds myp(t) divide a todo polinomio que se anule en T.

Dem. La proposicién 5.2.5 muestra que existe algiin polinomio no nulo que se anula en 7T'. Luego tomando
un polinomio de grado minimo que verifique lo anterior y dividiéndolo por el coeficiente de su termino de
mayor grado, obtenemos un polinomio mp(t) que verifica las tres condiciones.

Probaremos ahora que mp(t) divide a todo polinomio que se anule en T. Sea ¢(t) € k[t] que verifique
q(T) = 0. Dividimos ¢(t) por mr(t) y es q(t) = mp(t) d(t) +r(t) con r(t) =00 r(t) #0y gr r(t) < gr m(t).
Teniendo en cuenta la primer condicién obtenemos:

r(T)=q(T) —mqp(T)od(T)=0—-00d(T) =0.

Si fuese r(t) # 0 tendrfamos una contradiccién con la minimalidad del grado de mz(t), luego necesariamente
es r(t) = 0 y por lo tanto mp(t) divide a g(t).

Ahora probaremos la unicidad. Supongamos ahora que p(t) es otro polinomio que verifica las tres con-
diciones. Como p(t) verifica la primer condicién, entonces my(t) divide a p(t). Cambiando los roles de p(t)
y mr(t) obtenemos también que p(t) divide a myp(t). Luego ambos se dividen mutuamente y por lo tanto
existe a € k tal que p(t) = amy(t). Como p(t) y m(t) son ménicos, deducimos a = 1; luego p(t) = mr(t). O

Definicién 5.4.2. El polinomio mp(t) del teorema anterior se llama el polinomio minimal de T
Ejemplos 5.4.3. Los siguientes son casos en que es facil de hallar el polinomio minimal de T' € £(V).
1. Es mp(t) =t siysolosi T =0.
2. Vale mp(t) =t — A, para cierto A € k, si y solo si T'= Ald. En particular myq(t) = ¢ — 1.

3. El operador T es una proyeccién tal que T'# 0 y T # Id si y solo si mp(t) = t* — t.
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Observacion 5.4.4. El teorema de Cayley-Hamilton nos dice que el polinomio caracteristico de T se anula
en T, luego el polinomio minimal de T divide al caracteristico.

En forma andloga a lo anterior, se prueba que dada una matriz A € M, (k) existe un dnico polinomio
ma(t) € k[t] lamado el polinomio minimal de A que verifica

1. ma(A) =0,

2. ma(t) es de grado minimo entre los polinomios no nulos que se anulan en A,

3. ma(t) es monico.
Ademas, si q(t) € k[t] es tal que g(A) = 0, entonces m4(t) divide a ¢(t); en particular m4(t) divide a X4(t).
Proposicién 5.4.5. Sea B una base de V y A = [T|g. Entonces mrp(t) = ma(t).

Dem. Es facil de probar que vale p([T]5) = [p(T)]s, para todo p(t) € k[t]. Usando eso obtenemos

0=ma(A) =ma([T]g) = [ma(T)lg = ma(l)=0 = mp(t)lma(t),
mr(A) =mp([T)g) = [mr(T)]z=0s=0 = mp(A)=0 = mu(t)|mp(t).

B
Luego existe a € k tal que my(t) = ama(t). Como ambos polinomios son ménicos la tnica posibilidad es
a =1y por lo tanto mp(t) = ma(t). O

Corolario 5.4.6. Si A € M, (k), entonces my,,(t) = ma(t).

Dem. Es [Lalg = A, siendo B la base canénica de k. O

Ejemplo 5.4.7. Si consideremos una matriz escalar A = € M, (k), entonces es Ly = Ald.

A
Luego m4(t) =t — A. Notar que también vale el reciproco: si m(t) =t — A, entonces A = A I.

La proposicién y el corolario anteriores implican que los polinomios minimales de las matrices y de los
operadores verifican el mismo tipo de propiedades.

Ay Aj
Observacion 5.4.8. S1 A = . es una matriz diagonal en bloques, entonces A = .
Ay Al
p(A1)
para todo [ € N. Esto implica p(A4) = , para todo p(t) € k[t]. En particular esto tltimo
p(An)
vale también para matrices diagonales (el caso en que Ay, ..., Ay son matrices 1 x 1).

Teorema 5.4.9. El operador T' es diagonalizable si y solo si mp(t) es de la forma
mp(t) =(t = A1)t = An),

con N #Nj siiFj.

62



Dem. (=) Supongamos que existe B base de V' tal que

A1
A1
T = scon \; # Aj sii # j.
Ah
A
Dado un polinomio arbitrario p(t), vale
p(A1)
p(A1)
[p(T)]s = p([T]5) = (5.1)
p(An)
p(An)

Luego
p(T)=0 < pA)=---=pA)=0 <& Ai,...,\psonraices de p(t) < (t—A1)--- (t—Ap)|p(¢).

Luego el polinomio ménico de menor grado que se anula en T es (t — A1) -+« (t — Ap).

(<) Supongamos que vale mp(t) =t — A1) ---(t — Ap), con A\; # A sii # j. Sabemos que mq(t) verifica
mp(T) =0,y como \; # Aj si i # j, es med (t — A;,t —\j) = 1si ¢ # j. Entonces aplicando el teorema
5.2.10 a mp(t) obtenemos

V=Ker(T-MId) @ ---®Ker(T'=MId) = Ey\, &---® E),.
Esto implica que T es diagonalizable. O

Corolario 5.4.10. Si eziste un polinomio de la forma p(t) = a(t — A1) ---(t — X)), con Ny # Xj sii # j y
0+# a €k tal que p(T') = 0, entonces T es diagonalizable.

Dem. Como p(T) = 0, entonces mp(t) divide a p(t) y por lo tanto se aplica el teorema anterior. O
Ejemplo 5.4.11. Sea T € L(Rz[z]) definida por T'(p(z)) = p'(x). Observar que vale
T(az® + bz +c) =2azx +b, T?(az®+bx+c)=2a, T°(az®+bx+c)=0.
Luego T2 = 0 y T2 # 0. Esto implica m7(t) = t3 y por lo tanto T no es diagonalizable.

Sabemos que el polinomio minimal mp(t) divide al caracteristico Xp(t). Esto implica que las raices de
mq(t) son también raices de Xp(t). A continuacién veremos que vale también el reciproco.

Lema 5.4.12. Sea p(t) € k[t] y v un vector propio de T' correspondiente a un valor propio A, entonces



Dem. Observar que T'(v) = Av implica T?(v) = T(T(v)) = T(Av) = AT (v) = A?v. Razonando por

induccién se prueba que vale T™(v) = A" v, para todo n € N. Luego si p(t) = .1, a; t', entonces

p(T) (v) = (Z a; Ti> (v) = Zai Ti(v) = Zai Ny = (Z a; )\i> v=pANv. O
=0 i=0 i=0 i=0

Teorema 5.4.13. El polinomio caracteristico de T y el polinomio minimal de T tienen las mismas raices.

Dem. Ya vimos que las raices del polinomio minimal de son también raices del caracteristico. Veremos
ahora el reciproco. Si A € k es tal que X7(A) = 0, entonces A es un valor propio de 7"y por lo tanto existe
v # 0 tal que T'(v) = Av. Por el lema anterior es my(A\)v = mp(T) (v) = 0(v) = 0 y como es v # 0,
deducimos mp(\) = 0. O

Observacion 5.4.14. Este teorema implica que si T' € L(V) es tal que X7 (t) escinde y se escribe de la forma
Xp(t) = (=1)"(t = A)™ - -(t = Ap)"™, con A\; # A\j sii#j,
entonces su polinomio minimal es de la forma
myp(t) = —X)"™ -t =)™, con 1 <m; <mny, i=1,..., h.

Ejemplo 5.4.15. Sea T € L(R3) definida por T(z,y,2) = (32 — y,2y,z — y + 22). Notar que es T = Ly,

3 -1 0
siendo A= 0 2 0 |.EsXp(t) =—(t—2)%(t — 3), luego hay solo dos posibilidades para el minimal
1 -1 2

[ t-2¢-3)
ma)={ 02

Calculando el producto obtenemos (A — 2I)(A — 3I) = 0, luego mp(t) = (t — 2)(t — 3). Esto implica que

T es diagonalizable y al ser Xp(t) = —(t — 2)2(t — 3), deducimos que existe una base B de R3 tal que
2 00

[Tlg= |0 2 0].Para determinar B hay que hallar los vectores propios, como vimos en diagonalizacién.
00 3

Lo que sigue es la version matricial de lo visto anteriormente, que resumimos en la siguiente proposicién.
Proposicién 5.4.16. Sea A € M, (k).
1. La matriz A es diagonalizable si y solo si su polinomio minimal es de la forma (t — A1) ---(t — A\p),
con i #\j siiF#j.
2. Si existe un polinomio de la forma p(t) = a(t — A1) ---(t — ) €k[t], con N\j #\j sii # j y0#a €k,
tal que p(A) =0, entonces A es diagonalizable.

3. Los polinomios ma(t) y Xa(t) tienen las mismas raices. O

Ejemplo 5.4.17. Sea A € M, (R) tal que A3 = A. Entonces vale p(A) = 0, siendo p(t) = t3 — t. Observar
que es p(t) =3 —t =t(t — 1)(t + 1), luego A es diagonalizable.

Ejemplo 5.4.18. Veamos cémo determinar todas las matrices reales 2 x 2 que verifican A2 — 34 4 21 = 0.

Sea p(t) = t2 — 3t +2. Es p(A) = 0, luego m 4(t) divide a p(t). Como p(t) = (t—1)(t —2), entonces m(t)
puedeser t —1,t—2o0 (t —1)(t —2). Sima(t) =t — 1, entonces A = I. Si ma(t) =t — 2, entonces A = 21.
Sima(t) = (t—1)(t —2), entonces A es diagonalizable con valores propios 1y 2, luego es semejante a (§9).
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Capitulo 6

Forma de Jordan

En el capitulo 1 estudiamos los operadores diagonalizables; en el mismo vimos que un operador es
diagonalizable si y solo si su polinomio caracteristico se escinde y para cada uno de sus valores propios
la multiplicidad geométrica coincide con la algebraica. En este capitulo estudiaremos los operadores cuyo
polinomio caracteristico se escinde, pero que no necesariamente verifican la segunda condicién. Esto cubre
todos los operadores en espacios complejos (de dimensién finita). Usando esto se cubre también el caso real,
el cual estd tratado en la seccién 7.10 del apéndice. Trabajaremos siempre en un espacio de dimensién finita
V' sobre un cuerpo arbitrario k. Las bases serdn siempre bases ordenadas. Si A € M, (k), entonces diremos
que n es el orden de A.

6.1. Forma de Jordan

Recordemos que un operador T' € L(V) es diagonalizable si y sélo si existe una base B de V' formada
por vectores propios de T'. En ese caso si B = {v1,...,v,}, es

A
[T]B: , T(v) =N, Vi=1,...,n.
An

También vimos que no todo operador es diagonalizable, atin si el polinomio caracteristico se escinde. En este
capitulo probaremos que vale el siguiente resultado.

Teorema 6.1.1 (Jordan). Si T € L(V) es tal que X7 (t) se escinde en k, entonces existe una base B de V
tal que

La prueba de este teorema la veremos mds adelante (teorema 6.3.13). Respecto a las férmulas en (6.1),
notar primero que como [Tz es triangular superior, entonces los escalares A1, ..., A; son los valores propios
de T'. Cada matriz J; es un bloque de Jordan correspondiente al valor propio A; (pueden haber varios bloques
correspondientes al mismo valor propio). Cuando ordenamos los bloques que forman [Tz de forma tal que
ponemos juntos los bloques correspondientes a los mismos valores propios y estos los ordenamos en 6rdenes
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decrecientes, entonces a [T le llamamos la forma de Jordan' de T'y decimos que B es una base de Jordan
de V correspondiente a T

Observacion 6.1.2. Como en C todo polinomio se escinde, del teorema anterior se deduce que en un espacio
vectorial complejo todo operador admite una base de Jordan.

Proposicién 6.1.3. Si existe una base de Jordan correspondiente a T, entonces Xp(t) se escinde en k.

Dem. Supongamos que existe una base B de V' tal que [T]5 es como en (6.1). Entonces

h h h
Xp(t) = [ [ det(J; — t1d) = [J (X — )7 = (=1)" [ [ (t = X)*, siendo n = dimV. O
=1 =1 i=1

La proposicién anterior implica que para que exista una base de Jordan correspondiente a T' es necesario
que el polinomio caracteristico de T se escinda.

Ejemplo 6.1.4. Una forma de Jordan de un operador es una matriz del tipo

O O N
N = O

1
2
0

S W
L =

01
0 0
en el cual estamos omitiendo los ceros fuera de los bloques de Jordan de A. En este caso hay dos bloques
de Jordan correspondientes al valor propio 2, uno correspondiente a 3 y otro correspondiente a 0.

Observacion 6.1.5. Sea T € L(V) y supongamos que tenemos una base de Jordan B como en el teorema
anterior. Mantenemos las notaciones del teorema. Separando la base B en partes correspondientes a cada
bloque J; obtenemos una descomposicién B = Cy U --- LU Cy, en que cada subconjunto C; tiene p; elementos.
Para simplificar las notaciones, omitiendo el subindice ¢ podemos escribir cada subconjunto C; de la forma

C = {v1,v2,...,0p}, y si escribimos el bloque de Jordan correspondiente de la forma
Al
Al
J = )
A1
A

entonces vale
T(vi) =Avi, T(v2) =v1+Ave, -+ ,T(vp—1)=vp—2+Avp_1, T(vp) =1vp_1+ Avp. (6.2)
De estas formulas se deduce

(T = AMd)(v1) =0, v =T —Ad)(v2), -+, vp—2=(T—=Ad)(vp-1), vp—1 = (T —Ad)(vp).

M4s adelante probaremos que la forma de Jordan es tinica a menos de reordenar los valores propios, lo cual justifica el
referirnos a [T']s como la forma de Jordan de T' (ver la observacién 7.9.3).
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La ultima férmula permite obtener v,_; en funcién de v, sustituyendo ese valor en la penultima férmula
obtenemos v,_2 en funcién de v, y siguiendo de esa forma obtenemos todos los vectores vy,...,v,—1 en
funcién de vy,

(T = Ad)P(vp) =0, v =(T—- AId)p_l(vp), sy vp—g = (T — )\Id)2(vp), vp—1 = (T'— AId)(vp). (6.3)
Luego si escribimos v = v, entonces obtenemos que C tiene la forma
C={(T - AP~ (v), (T — Ad)?2(v), ..., (T — Ald)*(v), (T — Ald)(v), v}, con (T — AId)P(v) = 0.

Notar que si C es como arriba, entonces escribiendo v, = v y definiendo vy, vs,...,v,—1 mediante (6.3)
obtenemos vectores vy, vg, ..., v, que verifican (6.2).

Definicién 6.1.6. Sea T' € L(V) y A € k. Un ciclo de T correspondiente a A es un conjunto ordenado de
la forma
C={(T — NP (v), (T — Nd)? 2(v), ..., (T — Ald)*(v), (T — Ald)(v), v} (6.4)

siendo v € Ker (T' — AId)P \ Ker (T — AId)P~! para cierto p > 1. La longitud de C es p y su vector inicial es
(T — MId)P~(v).

Observacion 6.1.7. Una base de Jordan es una base obtenida como unién disjunta de ciclos de T'. Luego
para poder encontrarla tenemos que saber hallar los ciclos correspondientes. Los siguientes resultados van
en esa direccion.

En lo que sigue T' € L(V) es un operador arbitrario fijo.
Observacion 6.1.8. Siv € V es tal que (T — Md)*(v) = 0 para algtin A € k y k € N, entonces

(T — NId)*H (v) = (T — AId) ((T — AId)*(v)) = (T — AId)(0) = 0.
Luego Ker (T — Md)* ¢ Ker (T — Md)**!. Esto implica
Ker (T — Md) € Ker (T — Md)? ¢ Ker (T — Md)? € ---

Notar que como estamos en dimensién finita, entonces esas inclusiones no pueden ser siempre estrictas. Mas
adelante veremos que esto estd vinculado con la existencia de los ciclos de las bases de Jordan.

Proposicion 6.1.9. Sea A € k y C un ciclo correspondiente a A. Entonces A es un valor propio de T y el
vector inicial de C es un vector propio correspondiente a .

Dem. Escribimos C como en (6.4). Si v; = (T — Md)P~!(v), entonces de v € Ker (T — M\d)? \ Ker (T —
Ad)P~1 deducimos vy # 0y (T — Ald)(vy) = (T — AId)P(v) = 0. Luego v; es un vector propio de T con valor
propio A. O

Proposicion 6.1.10. Sea A un valor propio de T y C un ciclo correspondiente a \. Entonces C es un
conjunto LI.

Dem. Supongamos que C es como en (6.4). Sean ao, ..., ap—1 € k tales que
ap—1(T — Nd)P"Hw) + - + aa(T — Nd)?(v) + a1(T — A\d)(v) + agv = 0. (6.5)

Como v € Ker (T — A\Id)P, entonces aplicando (T — AId)P~! a (6.5) obtenemos ag(T — AId)P~!(v) = 0. Como
es v ¢ Ker (T — AId)P~L, concluimos ag = 0. Luego (6.5) queda en

ap—1(T — NdP"Hw) + - + ag(T — ANd)?(v) + a1 (T — A\d)(v) = 0.

Ahora aplicando (T — AId)P~2 a esta expresién y razonando como antes deducimos a; = 0. Es claro que ese
razonamiento podemos seguirlo aplicando hasta obtener ag = --- = a,—1 = 0. Luego C es LI O
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Proposiciéon 6.1.11. Sean Cy,--- ,Cp ciclos de T correspondientes a un mismo wvalor propio A. Si sus
vectores iniciales forman un conjunto LI, entonces C1 U ---UCy, es un conjunto LI.

Dem. Para simplificar la notacién lo probaremos solo cuando hay dos ciclos C; y Cy de longitudes pe-
quenas, pero va a ser claro que la prueba se extiende sin problemas al caso general. Empezamos considerando
primero el caso en que C; y Ca tienen la misma longitud y que esa longitud es 3. Luego

Cr = {(T — \d)*(v), (T — ALd)(v), v}, Co={(T — Md)*(w), (T — Ald)(w), w},
siendo v, w € Ker (T — Md)? \ Ker (T — AId)?2. Sean ag, a1, az, bg, b1, ba € k tales que
ag(T — Nd)%(v) 4+ a1 (T — Md)(v) + agv + bo(T — Ad)?(w) 4 by (T — Md)(w) + bow = 0. (6.6)

Aplicando (T — AId)? a (6.6) obtenemos ag(T — Ad)?(v) + bo(T — Ad)?(w) = 0. Como por hipétesis estos
vectores son LI, deducimos ag = by = 0. Luego sustituimos estos valores en (6.6) y seguimos razonando
como en la proposicién anterior hasta obtener que todos los escalares en (6.6) son nulos.

Ahora consideraremos el caso en que C; y Cs tienen distintas longitudes, por ejemplo suponiendo que la
longitud de C; es 5 y la de Co es 3. Luego

C1 = {(T — Md)*(v), (T — A\d)*(v), (T — AId)?(v), (T — Ald)(v), v},
Co = {(T — \d)*(w), (T — Ald)(w), w},

siendo v € Ker (T'—AId)®\ Ker (T'—\ld)* y w € Ker (T —Id)?\ Ker (T — AId)2. Sean ag, . . ., a4, b, . .., b € k
tales que

as(T — Nd)(v) 4 az3(T — \d)3(v) + ao(T — Md)*(v) + a1 (T — A\d) (v) 4 agv+
bo(T — Md)2(w) 4 by (T — Md)(w) + bow = 0. (6.7)

En este caso aplicando (T — Ad)? a la expresién anterior obtenemos
a1 (T — Nd)*(v) + ao(T — Md)3(v) = 0.
Como C; es LI, deducimos ap = a; = 0. Luego de (6.7) deducimos
as(T — Nd)*(v) + az(T — MNd)?(v) + ag(T — Nd)?(v) + ba(T — \d)?*(w) + by (T — Md)(w) + bow = 0. (6.8)
Sea u = (T — AId)?(v), entonces la expresién anterior queda
as(T — Nd)?(u) + az(T — Nd)(u) + agu + bo(T — Nd)?(w) + by (T — Ad)(w) + bow = 0.

Notar u € Ker (T — Md)? \ Ker (T — AId)2. Luego volvimos al caso p = ¢ = 3 que estudiamos anteriormente.
Esto implica que todos los escalares en (6.8) son nulos, lo cual termina de probar que C; UCy es LI. O

El siguiente teorema resume los resultados anteriores y agrega mas informacién

Teorema 6.1.12. Sean Cy,---,Cp ciclos de T' correspondientes a valores propios que pueden ser distintos.
Si los ciclos correspondientes a los mismos valores propios son tales que sus vectores iniciales forman un
conjunto LI, entonces C1 U ---UCy es un conjunto LI.
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Dem. De nuevo para simplificar la notacién vamos a hacer la prueba en un caso particular. Supongamos
que tenemos dos ciclos C; y Co correspondientes a un valor propio A y tenemos tres ciclos D1, Dy vy D3
correspondientes a otro valor propio pu. Como los vectores iniciales de C; y Co forman un conjunto LI,
entonces C; U Cy es un conjunto LI y por la misma razén D1 U Dy U D3 es LI.

Supongamos es

Cr = {(T — NP (v), (T — NId)P2(v), ..., (T — A\d)*(v), (T — A\d)(v), v} (6.9)

siendo v € Ker (T — AId)P \ Ker (T — AId)P~! para cierto p > 1. Sea W; el subespacio generado por C;. Como
C1 es LI, entonces es base de W7. Entonces razonando como en la observacién 6.1.5 obtenemos que W7 es
T-invariante, y

Al
A1
[T|W1]C1: EMp(k)7
A1
A

Esto implica Xpyy, (t) = (=1)P(t — A)P. Como Wy es T-invariante, entonces Xpy, (t) divide a X7(t), luego
es Xp(t) = (t — \)™q(t), para cierto m > p y cierto polinomio ¢(t). Notar que es C; C Ker (7' — AId)? C
Ker (T — Mld)™, luego C; C Ker (T' — AId)™. Aplicando el mismo razonamiento al otro ciclo Cy concluimos
que es Xp(t) = (t — X\)™q(t), para cierto m mayor o igual que el méximo de las longitudes de C; y Ca, y vale
C1UCy C Ker (T — )\Id)m

Razonando analogamente con los ciclos Dy, Dy v D3 correspondientes a u, concluimos que el polinomio
caracteristico de T se puede factorizar de la forma Xp(t) = (t — \)™(t — p)"h(t), para cierto polinomio h(t)
que es primo con (t — )™y (t —p)", y que valen C; UCy C Ker (T'— AId)™ y D1 UDyUD3 C Ker (T — uld)".
Como (t — \)™, (t — )" y h(t) son polinomios primos entre si, entonces el teorema 5.2.10 implica que vale
V =Ker (T — NId)™ @ Ker (T' — AId)" @ Ker h(T'). Luego los subespacios Ker (T" — A\Id)™ y Ker (T" — AId)"
son independientes. Como C; U Cy C Ker (T — AId)™ y D; U Dy U D3 C Ker (T' — AId)" son conjuntos LI,
concluimos que su unién C; U Cy U D7 U Dy U D3 es también LI. O

Semejanza de matrices y forma de Jordan. Sin referirnos a transformaciones lineales, un blogque de
Jordan es una matriz de la forma

Al
A1
J = . ;
Al
A
siendo A € k un escalar arbitrario, y una matriz de Jordan es una matriz diagonal en bloques de la forma
J1
A= , siendo Ji, ..., J; bloques de Jordan arbitrarios.

Jk

Definicién 6.1.13. Si A € M, (k) es tal que su polinomio caracteristico X 4(t) € k[t] se escinde, entonces
definimos la forma de Jordan de A como la de Ly € L(k").

Observar que si J es la forma de Jordan de A y B = {v1,...,v,} es la base de Jordan para L4
correspondiente, entonces es

A=QIQ™, Q=[] -[va.

Del teorema de Jordan se deduce el siguiente.
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Corolario 6.1.14. Si A € M, (k) es tal que X 4(t) € k[t] se escinde, entonces A es semejante a una matriz
de Jordan. O

Observacion 6.1.15. Sean A, B € M, (C). El corolario anterior implica que si A y B tienen la misma forma
de Jordan, entonces son semejantes. Mas adelante en la seccién 7.9 se prueba que vale también el reciproco.
Luego A y B son semejantes si y solo si tienen la misma forma de Jordan (a menos de reordenar los bloques).
Vale un resultado andlogo para matrices reales, ver la seccién 7.10.

6.2. Calculo de la forma de Jordan

En esta seccion veremos algunos resultados que en dimensiones bajas nos permiten determinar la forma
de Jordan. En particular esto simplifica el hallar la base de Jordan.

Ay
Observacion 6.2.1. Notar que si A = es una matriz en bloques, entonces el rango de A es
A
la suma de los rangos de Aq,..., Ag.
Proposicién 6.2.2. Sea T € L(V) un operador cuyo polinomio caracteristico se escinde y sean Ai, ..., A\

los valores propios distintos de T'. Sea B una base de Jordan correspondiente a T. Ordenamos B agrupando
los ciclos que corresponden a los mismos valores propios. Luego obtenemos

Ay
[T]B - . . 9
Ap
J1
siendo A1, ..., Ay de la forma A; = , en que Ji,...,Jr son blogues de Jordan correspon-
Jk
dientes al mismo valor propio \;. Entonces para cada i =1,...,h, vale

s El orden del bloque A; es la multiplicidad algebraica de \;.
= La cantidad k de blogques de Jordan contenidos en A; es la multiplicidad geométrica de A;.

Dem. Sean = dimV y n; el orden de A;, para cada i = 1,...,h. Observar que cada matriz A; es
triangular superior con \; en la diagonal principal, luego

h h

h
X7 (t) = Xy, (1) = [ [ det(Ai — 1) = JJ (i — )™ = (—=1)" [ J(t = x)™.
=1

i=1 =1

Como \; # A;j si i # j, deducimos n; = M A()\;), para todo i = 1,..., h. Esto prueba la primer afirmacién.

Seai € {1,...,h} arbitrario fijo. Como en A; estédn todos los bloques de Jordan correspondientes al valor
propio \;, obtenemos

A,L—)\ZI: s Jl: ,lzl,,k
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Si el bloque jl tiene orden my, entonces rango (jl) =m; — 1. Luego

k
rango(J}) = Z m; — 1) Zml =n; — k,
=1

luego la cantidad de bloques de Jordan contenidos en A; es k = n; — rango(AZ- —NI).

Por otro lado, si j # 4, entonces la matriz A; — A\;1 es triangular superior con A; — \; # 0 en la diagonal
principal, luego A; — \;I € My, (k) es invertible y por lo tanto rango(A; — A\;I) = n;, para todo j # i. Esto
implica

Mw

rango(A; — ;1)
=1

h h
MG(X\;) =dimV — rango(T — \;Id) = n — rango([T|g — \il) an Zrango (Aj = NI)
7j=1 7=1
h
= Z nj — Z rango(A; — \;I) + rango(A4; Zn] nj + rango(A; — A1)
= i#i i#i
= n; —rango(A4; — \I) = k.
Esto prueba la segunda afirmacién. O
Observacion 6.2.3. Con las notaciones de la proposicién anterior, la suma de los érdenes de los bloques
J1,...,J coincide con el orden de A; (que a su vez coincide con la multiplicidad algebraica de \;).
Ejemplo 6.2.4. Sea T' € L(R?) definida por T'(z,y,2) = (3z +y — 22, —x + 5z, —x — y + 42). Notar que es
3 1 =2
T =1Ly siendo A= |—-1 0 5 |.El polinomio caracteristico de T es Xp(t) = —(t — 3)(t — 2)%, luego
-1 -1 4

los valores propios de T son 2 y 3 y la forma de Jordan de T tiene un bloque A; de orden 1 correspondiente
al valor propio 3 y un bloque As de orden 2 correspondiente al valor propio 2. Es
1 1 =2
A-2I=|—-1 -2 5 | y rango(A—21)=2.
-1 -1 2

Luego MG(2) = 1. Esto implica As tiene un solo bloque de Jordan, luego la forma de Jordan de T es

3 00
J=10 2 1
0 0 2

Ahora obtendremos una base de Jordan B. Como hay dos bloques de Jordan, entonces B consta de dos
ciclos. Al valor propio 3 le corresponde un ciclo de longitud 1 que es lo mismo que un vector propio, y al
valor propio 2 le corresponde un ciclo de longitud 2. Luego la base B tiene la forma

B = {u, (T —2Id)(v), v}, wu € Ker(T —3Id), v € Ker (T — 2Id)*\ Ker (T — 2Id)..
Operando obtenemos
Ker (T — 31d) = [(—1,2,1)], Ker (T —2Id) = [(-1,3,1)], Ker (T — 2Id)* = [(1,0,2), (0,1,1)].
Elegimos (0,1,1) € Ker (T — 2Id)? \ Ker (T’ — 2Id). Luego
B =A{u, (T —2Id)(v), v} ={(-1,2,1),(-1,3,1),(0,1,1)}

Notar que B es unién de ciclos correspondientes a valores propios distintos, luego es LI y por lo tanto B es
una base de Jordan tal que [T]|p = J.

Ejemplo 6.2.5. Sea T € L(Ry[x]) definida por T'(p(x)) = —p(x) — p'(x).
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SiC= {22 z,1} es

-1 0 O
A=[Tle=|-2 -1 0
0o -1 -1
Luego Xp(t) = —(t 4+ 1) y el tinico valor propio de T es —1 con MA(—1) = 3. Ademés,
0 0 O
MG(—-1) =3 —rango(A+I)=3—rango | -2 0 0| =1,
0 -1 0
luego hay un solo bloque de Jordan correspondiente al valor propio —1 y la forma de Jordan de T es
-1 1 0
J=10 -1 1
0o 0 -1

Esto nos dice que la base de Jordan es un ciclo de longitud 3 de la forma B = {(T +Id)?(v), (T + 1d)(v), v},
siendo v € Ker (T +Id)* \ Ker (T + Id)?. Observar que vale
(T +1d)(p(z)) = —p'(z), (T +1d)*(p(z)) =p"(x), (T+1d)*(p(x)) =0, Vp(z)€ Ralz].

Luego Ker (T +1Id)* = Ry[z] y por lo tanto v € Ry[z] \ Ker (T +Id). Como (T + I1d)%(p(z)) = p"(x),
deducimos que Ker (T +1d)2 = {az + b : a,b € R} y por lo tanto 22 € Ro[z] \ Ker (T + Id)%. Entonces
B = {2, —2z,2?} es una base de Jordan para T y J = [T].

2 0 0
Ejemplo 6.2.6. Sea A= |0 —1 3] € M3(R).
0 -3 5
Veremos de hallar su forma de Jordan y la matriz de semejanza correspondiente. Es X4(t) = —(t — 2)3,

luego 2 es el unico valor propio de A. Operando obtenemos MG(2) = 3 — rango(A — 2I) = 2, por lo cual A
tiene dos bloques de Jordan. Como la suma de los 6rdenes de los dos bloques tiene que dar 3, deducimos
que la forma de Jordan de A es

10
J = 20
0 2

S O N

Luego la base de Jordan correspondiente estd formada por dos ciclos de longitudes 2 y 1, es decir tiene la
forma B = {(A — 21d)(u), u,v} siendo u € Ker (4 — 2Id)? \ Ker (A — 2Id) y v € Ker (4 — 2Id). Observar que
es

0 0 0
A-2I=[(0 -3 3|, (A-20)%=0,
0 -3 3

luego

Ker (A — 2Id) = [(1,0,0),(0,1,1)], Ker (4 —2Id)* = R?
Asf que es u € R3\ Ker (A — 2Id). Podemos tomar como u cualquier vector que no esté en Ker (A — 21d),
por ejemplo u = (0,0,1). Es (A —2Id)(u) = (0,3,3) € Ker(A —2Id). Ahora tenemos que encontrar un
vector en v € Ker (A — 2Id) que no sea colineal con (0,3, 3), por ejemplo v = (1,0,0). Entonces el teorema
6.1.12 implica que B = {(0,3,3),(0,0,1),(1,0,0)} es LI, luego B es una base de Jordan tal que [Lalg = J.
Finalmente usando las férmulas de cambio de base deducimos A = QJQ ™!, siendo

0 0 1
Q=cllds=3 0 0
3 1 0
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En lo que sigue veremos que el polinomio minimal también brinda informacién sobre la forma de Jordan.

Proposiciéon 6.2.7. 1. §i

Al
A1
J = € M, (k)
Al
A
Entonces mj(t) = (t — A\)".
2. Si
Al
J1 Al
A= e M,(k), J;= € My, (k),
Jr A1

con py > pg > -+ > pr. Entonces ma(t) = (t — \)PL.
3. Supongamos
Ay
A= e M, (k),
Ap,
en que cada bloque A; € My, (k) es como en la parte anterior correspondiente a cierto escalar ;.

Supongamos que los \; son distintos entre si y que q; es el tamano del primer bloque de Jordan
contenido en A;, para todo i . Entonces

mA(t) :(t — )\1)Q1 s ‘(t - )\h)% .

Dem. (1). Sea
0 1
1
J=J- )\ = € M, (k).
0 1
0
Si consideramos T' = L ;7 € L(k"), entonces es T'(x1, 2, ...,2,) = (22,...,2y,0), paratodo (z1,...,z,) € k™.
Luego
T(x1,x9,...,2n) = (x2,...,2p,0),

TQ(xlaan s 7xn) = (5637' . 'axTL:O’O)v

T Yy, 29,...,2,) = (20,0,...,0),
T"(x1,x2,...,2n) = (0,...,0).
Lo anterior implica? 7" = 0 y T ! # 0, lo cual equivale a (J — AI)™ = 0y (J — AXI)" 1 # 0. De
(J —AI)™ = 0 deducimos m(t) = (t — \)", para algiin 1 < r < n. Pero como es (J —AI)"~! # 0, concluimos
my(t) = (t— )"

2Esto también se puede probar calculando las potencias de J , observando que en las potencias sucesivas la diagonal de unos
va subiendo hasta desaparecer al llegar a J".
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(2). Por la parte anterior sabemos que es my, (t) = (t — AP, para todo i = 1,...,k. Como estamos
asumiendo p; > pg > -+ > pg, €S

my, (J;) = (J; = ADP* = (J; = ADPYPi - (J; = XI)P' = (J; — AP P .0=0, Vi=1,..., k.

Luego
mj, (Jl)
my, (A) = = 0. (6.10)
m.j, (Jk)

Entonces m4(t) divide a my, (t) = (t— A\)P* y por lo tanto es de la forma m4(t) = (¢t — \)!, para cierto | < p;.
Pero si consideramos p(t) = (¢t — A\)! con [ < py, entonces p(J1) = (J1 — AI)! # 0. Luego razonando como en
(6.10) obtenemos p(A) # 0. Esto implica m4(t) = (t — \)PL.

(3). Como la matriz A es triangular superior, entonces X4(t) = (=1)"(t — A\1)"™ -+ -(t — Ap)"™", con A\; # A,
sii#j. Luego ma(t) =(t — A1) - +(t — A\p)™", siendo 1 <m; <n;, Vi=1,...,h.

Sea p(t) =(t — A1) ---(t — Ap)" un polinomio arbitrario con raices Ay, ..., Ap. Es
p(A1)
p(A) =
p(An)

Luego
p(A)=0<p(4;)=0,Vi=1,...,h
& ma®pt), ¥i=1,...,h
S =)t =)= A", Vi=1,...,h
Sq <l,Vi=1,...,h.
Dado que m4(t) es el polinomio de grado minimo que verifica esta condicién, deducimos que es ma(t) =
(t—A)T (= M) O]

Corolario 6.2.8. Si el polinomio caracteristico de un operador se escinde, entonces para cada valor propio
A, el exponente de t — X\ en la descomposicion factorial del polinomio minimal coincide con el tamano del

mayor bloque de Jordan correspondiente a . O
Ejemplo 6.2.9. Sea A € M3(R) tal que (A —5I)2 = 0, A # 51. Esto implica ma(t) = (t — 5)? y por lo
tanto X 4(t) = —(t —5)3. Sabemos que la forma de Jordan de A tiene orden 3 y en la misma solo hay bloques
correspondientes al valor propio 5, y de estos el mas grande tiene orden 2. Luego la forma de Jordan es
510
J=10 5 0
0 0 5

Ejemplo 6.2.10. Sea A € M,(R) tal que (A —5I)%2 =0, A # 5I. Como antes deducimos m4(t) = (t — 5)2,
luego X 4(t) = (t — 5)*. Por la forma del polinomio minimal de A, sabemos que el tamaiio del mayor bloque
de la forma de Jordan de A es 2, luego las posibles formas de Jordan de A son

5 1 00 5 1 00
0500 05 00
0 05 1]° 0050
0 00 5 0 00 5
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Para determinar la forma de Jordan necesitamos algin dato més. Por ejemplo, si sabemos el rango de A—51,
entonces la forma de Jordan de A es la primera si rango(A — 5I) = 2 y es la segunda si rango(A — 5I) = 1.

Ejemplo 6.2.11. Sea T = L4 € L(R®), siendo

30100 O

03 010 O

A 003 00 O

00030 0

00008 -9

00004 —4

Notar que A es una matriz diagonal en bloques
3010
(B 0 10 3 0 1 (8 =9
A‘(o B2>’ Bi=1lo 03 0| BQ‘(4 —4>'

00 0 3

Luego X7(t) = Xa(t) = Xp,(t)Xp,(t) = (t — 3)*(t — 2)%. Esto implica que si B es una base de Jordan
correspondiente, entonces [T']g es de la forma

T)5 = <f(1)1 /(1)2> . A€ Mu(R), As € My(R),

siendo A; el bloque correspondiente al valor propio 3 y As el correspondiente al valor propio 2. Calculando
obtenemos rango(A — 2/) = 5 y rango(A — 3I) = 4. Luego las multiplicidades geométricas de los valores
propios son MG(2) = 1 y MG(3) = 2. De MG(2) = 1 deducimos que hay un solo bloque de Jordan
correspondiente al valor propio 2, luego Ay = (33). Al ser MG(3) = 2, sabemos que hay dos bloques de
Jordan correspondientes al valor propio 3, luego hay dos posibilidades para A; que son las siguientes

OO O W
S O W=
o w o o
w = O O
OO O W
O O W
S W= O
w O O O

De acuerdo al corolario anterior, el polinomio minimal de T es, en el primer caso (t — 3)%(t — 2)2, y en el
segundo (t — 3)3(¢t — 2)2. Se verifica facilmente que vale (B — 3I)? = 0, luego el minimal es el primero y por
lo tanto la forma de Jordan es

31000 0
030000
003100

Tls=10 0 0 3 0 0
000021
00000 2

Esto implica que la base de Jordan B estd formada por tres ciclos de longitud 2, dos de ellos corresponden
al valor propio 3 y uno al valor propio 2. Es decir es del tipo

B ={(T - 31d)(u), u, (T = 31d)(v), v, (T — 2Id)(w), w}
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siendo u,v € Ker (T — 3Id)? \ Ker (T — 31d) y w € Ker (T' — 21d)? \ Ker (T — 2Id). Realizando los cilculos
obtenemos

Ker (T —31Id) = [e1, 2], Ker (T —31d)? = [eq, e2, e3, e4], Ker (T —2Id) = [3e5+2eq], Ker (T —2Id)? = [es, eg),

siendo {e1, ..., eq} la base candénica de RY. Si elegimos u = e3, v = e4 y w = e5, entonces es (T'—3Id)(e3) = ey,
(T — 31d)(eq) = e2 y (T — 21d)(e5) = 6es + 4eg, luego una base de Jordan es

B = {eu1, e3, €2, e4, bes + 4eg, es}.

Observacion 6.2.12. Es un ejercicio el verificar que si todos los valores propios del operador tienen mul-
tiplicidad algebraica menor que 7, entonces para obtener su forma de Jordan alcanza con aplicar lo que
vimos en esta seccién. Si alguno tiene multiplicidad algebraica 7, entonces hay solo un caso que no sabemos
determinar, que es cuando los érdenes de los bloques de Jordan correspondientes son (3,2,2) y (3,3,1),
todos los otros casos se obtienen sin problema. En casos como estos de multiplicidad mayor que 6, lo que
se puede hacer es hallar la base de Jordan y a partir de ahi deducir la forma de Jordan. La existencia de la
base de Jordan y la forma general para hallarla se ven en la seccién siguiente. Mas adelante en la seccién
7.9 se muestra un algoritmo general para obtener la forma de Jordan sin pasar por hallar la base de Jordan.
Este algoritmo también prueba la unicidad de la forma de Jordan.

6.3. Existencia de la base de Jordan

En esta seccién probaremos el teorema de Jordan y mostraremos cémo se obtiene una base de Jordan
en el caso general. Empezamos considerando el caso en que el operador es nilpotente.

Definicién 6.3.1. Un operador T' € L(V) se dice nilpotente si existe un entero positivo k tal que T’ k=0,
El orden de nilpotencia de T es el menor entero k que verifica T% = 0. Luego T es nilpotente de orden p si
y solo si TP =0y TP~ #0.

Anélogamente, decimos que una matriz A € M, (k) es nilpotente si existe k € Z* tal que A¥ = 0; su
orden de nilpotencia es el menor k tal que A* = 0.

Observacion 6.3.2. SiT € L(V) y B es una base de V, entonces es claro que T es nilpotente si y solo si [T]g
es nilpotente; en ese caso T'y [T']p tienen el mismo orden de nilpotencia.

Observacion 6.3.3. Es claro que si T' € L£(V'), entonces T' es nilpotente de orden p si y solo si mp(t) = tP.
Como el polinomio minimal y caracteristico tienen las mismas raices, concluimos que 0 es el tnico valor
propio de un operador nilpotente.

Ejemplo 6.3.4. Sea T € L(Ry[z]) definida por T(p(z)) = p'(z). En el ejemplo 5.4.11 vimos que T es
nipotente de orden 3 y por lo tanto mp(t) = 3; luego Xr(t) = —3.

Lo siguiente muestra que un operador nilpotente es en cierto sentido lo opuesto a ser diagonalizable
Proposicién 6.3.5. Si T € L(V) es nilpotente y diagonalizable, entonces T' = 0.

Dem. Si T es nilpotente, entonces mp(t) = tP, para cierto p > 1. Por otro lado si T' es diagonalizable
entonces my(t) no tiene raices multiples. Luego la tnica posibilidad es p = 1, lo cual equivale a T'=0. O
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Para evitar discutir casos triviales, al trabajar con un operador nilpotente asumiremos generalmente que
no es el operador nulo, luego su orden de nilpotencia es mayor o igual a 2. Lo que vamos a probar es que si
T € L(V) es nilpotente, entonces existe una base B de V' tal que la matriz asociada tiene la forma

J1

T = . , Ji= ,1=1,...,h.

Empezamos con una proposicién que prueba el reciproco de la afirmacion anterior y ademéas brinda
informacién sobre la cantidad de bloques que aparecen en la descomposicion.

Proposicion 6.3.6. Si

Ji 0 1
A= e My(k), J;= e My, (k), Vi=1,...,k. (6.11)

siendo p1 > p2 > -+ > pg, entonces A es nilpotente de orden py y la cantidad de bloques contenidos en A es
k =mn — rango(A).

Dem. La primer afirmacién se deduce de la proposicién 6.2.7, que en este caso implica m4(t) = tP.
Para la segunda, aplicando la proposicién 6.2.2 sabemos que la cantidad de bloques contenidos en A es la
multiplicidad geométrica de 0 como valor propio de A, lo cual coincide con n — rango(A). O

A continuacién veremos que, dado un operador nilpotente, siempre se puede obtener una base del espacio
de forma tal que su matriz asociada sea como en (6.11). Los siguientes resultados van en esa direccién.

Proposicién 6.3.7. Sea T € L(V) un operador nilpotente de orden p. Entonces
{0} # Ker (T') € -+ C Ker (IT?7!) C Ker (T7) = V. (6.12)
Dem. Observemos primero que Ker (I™) C Ker (T™*1), Vm € N. En efecto, si w € Ker (T™) es
T™(w) =0 = T"w)=TT"(w))=T(0)=0 = weKer(T").
Afirmacién: Si para algtin [ es Ker (T'1) = Ker (T'), entonces Ker (T""™) = Ker (T'), Vm > 1.

Lo probaremos por inducién en m. Si m = 1 es la hip6tesis. Supongamos ahora que para algin m > 1 es
Ker (Tl) = Ker (Tl+m). Queremos probar Ker (Tl) = Ker (Tl+m+1). Por la observacién anterior Ker (Tl) =
Ker (Tl+m) C Ker (Tl+m+1), asf que solo falta probar la otra inclusién. Sea w € Ker (T l+m+1),

0 =T (w) =T T™(w)) = T™(w)e€Ker (T") =Ker (T') =
0="1" (T™(w)) = TH™(w) = weKer (TH'm) = Ker (Tl) = w e Ker (Tl).

Esto concluye la prueba de la afirmacion.
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Observemos que como 7' es nilpotente de orden p, entonces TP = 0 y TP~ # 0. Luego Ker (T P_l)
Ker (TP) = V y la afirmacién anterior implica que necesariamente Ker (Tl_l) C Ker (Tl), para todo [
1,2,...,p— 1. De aca se deduce inmediatamente (6.12).

O 1N

Lema 6.3.8. Sea T € L(V) un operador nilpotente de orden?® p.
Si 2 < q < p y tenemos un conjunto {vy,...,vr} C Ker (T9) que es LI y [v1,..., v N Ker (T971) = {0},
entonces {T(v1),...,T(vi)} C Ker (T971), es LI y [T(v1),...,T(vy)] N Ker (T92) = {0}.

Dem. Como v; € Ker (T17), es
0=T%v;) =T (T(v;)) = T(v;)€Ker(TT), Vi=1,...,k,
luego {T'(v1),...,T(vg)} C Ker (T771).
Afirmacion 1: vale [T(v1),...,T(v)] N Ker (T972) = {0}.

Sea w € [T(v1),...,T(vp)] NKer (T72), luego existen a; € k, i =1,... .,k tales que w = S a; T(v;) y
w € Ker (Tq_2). Entonces

k
0="T92(w)=T% 2(2% vl>:T‘1_1<Zaivi>:>
=1

k
Zai v; € Ker (T971) N [v1,...,vg] = {0}.
i=1
luego Zle a;v; =0y por lo tanto w = Zle a; T'(v;) = T(Zle a; vi) =T(0) =0.
Afirmacion 2: el conjunto {T'(v1),...,T(vk)} es LL

Sean b; € k, i =1,...,k tales que 25:1 b; T'(v;) = 0. Entonces

k
O—ZbTvZ— (va,) = ZbivieKerTcKer(T‘]_l),

i=1
luego
k k

Zbivi € Ker (Tq_l)ﬂ[vl,...,vk] :{0} = Zbiwzo.

i=1 i=1
Como {vy,...,v;} es LI, resulta b; =0, Vi = 1,..., k. Esto prueba que {T'(v1),...,T(vx)} es LL O
Lema 6.3.9. Supongamos que W es un subespacio de V' y {v1,...,ux} CV es un conjunto LI tales que
W N [vy,...,ve] = {0} . Entonces existen* vectores uy,...,uy € V tales que {vy,...,vp,u1,...,up} es LIy

V=W®Iv,...,06ui,...,us.

Dem. Supongamos W @ [vy,...,v] € V. Si{wi,...,w;} es una base de W, entonces W N [vy,...,v] =
{0} implica que el conjunto {w,...,w;,vi,..., v} es LIy [+ k < dim V. Entonces existen uq, ..., uy tales
que {wi, ..., w;,v1,..., 0, Ul,...,up} es base de V. Luego

V:[wl,...,wl]@[Ul,...,vk,ul,...,uh] :W@[Ul,...,vk,ul,...,uh]. O

El siguiente es la versién del teorema de Jordan para operadores nilpotentes.

3Recordar que estamos asumiendo T # 0, luego p > 2.
4Estamos asumiendo que puede ser h = 0, es decir que puede valer V =W @ [v1,y. .., VK]
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Teorema 6.3.10. Si T € L(V), entonces T' es nilpotente si y solo si existe una base B de V' tal que

J1 0 1

Dem. El reciproco ya lo vimos es la proposicion 6.3.6, asi que lo tinico que hay que probar es el directo.
Sea T un operador nilpotente de orden p. Aplicando la proposicién 6.3.7 sabemos que vale

{0} #Ker (T) € --- C Ker (T?) = V.
Para simplificar la notacién supondremos p = 3, pero la demostracién es completamente general. Tenemos
{0} # Ker (T) C Ker (T?) ¢ Ker (T°) = V.
Consideremos Ker (T?) € Ker (T%) = V. Sea {v1,...,vn} un conjunto LI tal que
Ker (T?%) = Ker (T2) D [v1y.. ., U]

Entonces {v1,...,vp} es LIy [v1,...,vm] NKer (T?) = {0}, luego el lema 6.3.8 implica
{T(v1),...,T(vm)} C Ker (TQ) , {T(v1),....,T(vym)}tesLl y [T(v1),...,T(vy)] NKer(T)={0}.
Consideremos Ker (T') C Ker (T 2). Por el lema 6.3.9 sabemos que existen uq, ..., uq en Ker (T2) tales que:
{T(v1),...,T(vm),u1,...,uq} es LIy Ker (TQ) =Ker (T)® [T(v1),...,T(vm),u1,...,ug.

Luego [T'(v1),...,T(vm) ,u1,...,uq NKer (T) = {0}.

Ahora repetimos el procedimiento anterior con {T'(v1),...,T(vm),u1,...,uy} en lugar de {vi,...,vp}:
Primero aplicamos el lema 6.3.8 para deducir que el conjunto {T%(v1),...,T%(vm),T(u1),...,T(uy)} esté
contenido en Ker (T') y es LI. Luego existen wq,...,w, en Ker (T') tales que

{T?(v1),...,T*(vm), T(u1), ..., T(ug) ,w1,...,w}
es base de Ker (7). Sean

By ={vi,...,om},
By ={T(v1),....,T(vm),u1,...,uq},
Bs = {Tz(vl),...,T2(vm),T(ul),...,T(uq),wl,...,wr}

Tenemos que:
V =Ker (T?%) = Ker (T?) & [B1], Ker (T?) = Ker (T) @ [Ba], Ker (T') = [Bs).
Luego, V = [B1] @ [B2] © [Bs] y B = B1 U By U Bs es base de V. Reordenando la base B se tiene:

B = {T2(v1) JT(v1) 01, T2H0m) s T(m) s Oy T(ur) ,ug, - -, T(ug) S Ug, W1, ..., Wy}
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Observar que Bs C Ker (T'), esto implica:

T3(vl):---:T3(vm):O, T2(u1):---:T2(uq):0, T(wy)=---=T(w,) =0.
Luego®
01 0
0 0 1
0 0 0
01 0
0 0 1
0 0 O
T = 01 O
0 0
01
0 0
0
0

Observacion 6.3.11. De acuerdo a la proposicién 6.3.6, la cantidad de bloques de [T]z en (6.13), coincide
con dim V' — rango(7") = dim Ker (7).

Corolario 6.3.12. SiT € L(V) y dimV = n, entonces T es nilpotente si y solo si Xp(t) = (—1)"t".

Dem. El reciproco es inmediato a partir del teorema de Cayley-Hamilton. El directo se deduce inme-
diatamente de que en (6.13) la matriz [T es triangular superior con ceros en la diagonal principal. O

A continuacién probaremos la versién general del teorema de Jordan.

Teorema 6.3.13. Si T € L(V), entonces existe una base de Jordan correspondiente a T' si y solo si Xr(t)
se escinde en k.

Dem. El directo ya lo probamos en la observacion 6.1.3. Consideremos ahora el reciproco. Supongamos
que vale Xp(t) = (=1)"(t — A)™ -+ - (t — Ap)™, con A; # A si ¢ # j. Como vimos en el corolario 5.3.9, esta
factorizacién de Xp(t) da lugar a una descomposicién de V' en subespacios T-invariantes

h
V=W, siendo W;=Ker(T—\Id)™, i=1,...,h
=1

Luego la proposicién 5.1.4 implica que si B; es una base de W;, entonces B = B U --- U Bj, es una base de
V' y la matriz asociada a T" en B tiene la forma

Aq
[Tz = , siendo A; = [T|\w;]p,, Vi=1,...,h. (6.14)
Ap,

A continuacién veremos como obtener B; en forma adecuada.

5Notar que en [T siempre van a haber bloques de orden 3, dado que es Ker (TQ) C Ker (T3) = V; pero podria ser ¢ =0 o
r = 0, en cuyo caso no habrian bloques de orden 2 o 1, respectivamente.
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Empezamos observando que (T|w, — X Idw,)™ = (T — X, Id\Wi)m =(T — X\ 1d)™ |w, = 0. Luego T'|w, —
Ai Idw, € L(W;) es nilpotente. Entonces aplicando el teorema 6.3.10 a T'|y, — A; Idw, deducimos que existe
B; base de W; tal que

) 1
Ji 0 1

[Tlw, — Aildw,]g, = R B donde J} = L Vi=1,.. k.

Ji 0 1

7

Observar que T'|w, = T'|lw, — Ai Idw, + A; Idw;,, luego [T|Wi}8i =[T|w, — N\ IdWi]Bi + A I y por lo tanto

Ao 1
Ji A1
Ai = [T|w,]5 = , donde J} = L Vi=1,.. k.
Ji, Ai 1
Ai
Finalmente, si B= By U---U By, es
A1
Al J{ )‘i 1
[T]s = , Ap= , Ji= : (6.15)
Ay, Ji, DY |

paratodoi=1,...,hy j=1,... k;. O

Ejemplo 6.3.14. Sea T'= L, € L(R"), siendo A la matriz diagonal bloques siguiente

210
0 2 0
1 0 2
A= 2010
0 200
00 2 0
1 0 0 2
El polinomio caracteristico es X7(t) = —(¢t — 2)7. Operando obtenemos
010 0 00
0 0O 0 00
1 00 010
A—2] = 0010, (A-20?*= 0000, (A-202=0.
0000 00 00
00 0O 0 00O
10 00 0 010

Luego es ma(t) = (t — 2)% y 7 — rango(A — 2I) = 7 — 4 = 3. Esto nos dice que hay tres bloques de Jordan
correspondientes al valor propio 2 y el bloque mayor tiene tamano 3. Entonces los érdenes de los bloques de
Jordan pueden ser (3,2,2) o (3,3,1). Para determinarlo vamos a hallar una base de Jordan. Sabemos que es

{0} € Ker (T — 2Id) € Ker (T — 2Id)? € Ker (T — 21d)? = R".
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Operando obtenemos que una base de Ker (T — 2Id) es {es, e5, e7} y una base de Ker (T' — 21d)? es
{e1, es, ey4, €5, e7}. Para obtener una base de Jordan tenemos que completar {e1, e3, e4, €5, €7} a una base
de R”. La opcién més facil es agregarle {es, eg}. Sabemos que cada uno de esos vectores genera un ciclo de
longitud 3, luego los érdenes de los bloques de Jordan son (3,3,1) y por lo tanto la forma de Jordan de T es

O O N
N = O

1
2
0

S O N
SN =
N = O

Para hallar la base de Jordan calculamos los ciclos anteriores

{(A—=2D)%(ez), (A—2I)(e3), ea} = {es, €1, ea};  {(A—20)*(eg), (A —2I)(eg), e} = {er, e4, €5}

Notar que e3 y e7 —que son los vectores iniciales de estos ciclos— estédn en Ker (7' — 2Id). Luego para obtener
la base de Jordan alcanza con agregar un vector de Ker (T' — 2Id) que sea linealmente independiente con
estos dos. La opcién mas facil es agregar es, luego

B - {63, €1, €2, €7, €4, €¢, 65}
es una base de R” tal que [T]g = J.

Observacion 6.3.15. Supongamos que T € L(V) es tal que X7 () se escinde y se escribe de la forma Xp(t) =
(=)™ H?Zl(t — X\i)™, con \j # Aj sii # j. Luego su minimal es de la forma mp(t) = H?Zl(t — A1)™, con
1 <m; < n;, para todo i = 1,...,h. Como vale Xp(T') = mp(T) = 0, sabemos que esto implica

h h
V=@Ker (T - ANId)" vy V=EDKer (T - AId)™.
=1 =1

Veremos que esas dos descomposiciones coinciden. Al ser m; < n;, deducimos Ker (T — A\;Id)™ C Ker (T —
Aild)™. Pero si recordamos la prueba del teorema 6.3.10, vemos que si B es una base de Jordan, entonces
el maximo de las longitudes de los ciclos en B correspondientes a A; coincide con el indice de nilpotencia
de T'— N\Id en Ker (T — \;Id)™, que a su vez concide con el exponente de t — \; en mp(t). Luego es
Ker (T — \Id)™ = Ker (T' — A\;Id)™, para todo i = 1,..., h.
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Capitulo 7

Apéndice

7.1. Polinomios

En esta seccién veremos algunos resultados sobre polinomios que necesitamos para el estudio de las
transformaciones lineales. El cuerpo k es arbitrario.

Proposicién 7.1.1. Si ¢1,...,c; elementos distintos de k, entonces existen pi(x),...,pr(x) € k[x] tales
que p;(cj) = 6;5, para todo 3,5 =1,... k.

Dem. Definimos p1(x),. .., pr(z) mediante
r—¢ _(z—ca) (@—c)@—cn) (@—c)

i(z) = = : . Vi=1,...,k
pi(a) gci—cj (ci—c) (a—cila—cn) (a—a)

e 0, 14
Luego pi(Cl):HCZ 5 :{ H i lil }:(51'[7 Vi,l=1,...,k. [

ki ¢ —Cj J#i ci—c;
Los polinomios pi(x),...,pr(x) obtenidos en la proposicién anterior se llaman los polinomios de Lagrange
asociados a los ntmeros ¢y, ..., ck.
Proposicion 7.1.2. Sean cq,...,c; elementos distintos de k y by, ..., b, elementos de k. Entonces existe

un polinomio p(x) € k[x] tal que p(c;) = b;, para todo i =1,... k.

Dem. Seap(z) = Zle b; pi(z), siendo p1(x),...,pr(z) los polinomios de Lagrange asociados a c1, . . ., cg.
Luego p(¢;) = Zle bi pi(cy) = Ele b; 6,y = by, para todo I =1,... k. O

Recordamos algunas definiciones. Un polinomio p(z) es mdnico si es no nulo y el coeficiente de su término
de mayor grado es 1, es decir si es de la forma p(z) = 2™ + ap_1 2™ ' + -+ a1z + ag, con m > 1.

Si dos polinomios p(z) y ¢(x) verifican que existe un tercer polinomio r(x) tal que p(z) = q(z)r(x),
entonces decimos que ¢(z) divide a p(x) y escribimos q(x)|p(x).

Si p(z) y ¢(x) en k[z] son no simultdneamente nulos, entonces el mdzimo comin divisor de p(x) y q(x)
es el tinico polinomio ménico d(z) que verifica d(z)|p(z), d(x)|q(x) y si m(x) € k[z] es tal que m(z)|p(x),
m(z)|q(x), entonces m(x)|d(x). Escribimos d(z) = med (p(z), q(z)).

Observar que si p(z) # 0 entonces med (p(z),0) = % p(z), siendo a el coeficiente del término de mayor
grado de p(z).
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En los cursos bésicos se prueba que si tenemos p(z) y ¢(z) en k[z| con ¢(x) no nulo y gr p(x) > gr ¢(z),
entonces med (p(z),q(x)) = med (¢(z),r(x)), siendo r(x) el resto de dividir p(z) por ¢(z). Iterando este
proceso obtenemos el algoritmo de Fuclides, que permite obtener el méximo comin divisor de dos polinomios:

p(x) = q(z)di(z) +ri(z), grri(r) <grqr)

q(z) = ri(z)da(z) +7r2(x), grra(z) <grr(z)

ri(x) = ro(x)ds(z) +r3(x), grrs(z) <grra(z) )

ra(x) = r3(w)da(w) +ra(z), grra(z) <grrs(z) = med (p(x), q(x)) = —ra(z).  (7.1)
Tn—2(x) = rpo1(x)dp(x) +r(x), grr(x) <grrp_1(z)
r-1(x) = (@) dny1 (@), Tnga(z) =0

siendo a el coeficiente del término de mayor grado de 7, (x).

Ejemplo 7.1.3. Sean p(z) = 2% — 2%+ 223 + 222 + 2+ 1y q(x) = 2 + 22 + 2 + 1 en R[z]. Aplicando el
algoritmo de Euclides obtenemos

28—t 42234222 4+24+1 = (@B 4224+ 1)@ -2 -z +3)+22-2-2
B ral+r+1 = (@2—-2-2)(x+2)+52+5
?—z—-2 = (5z+5)(z—2)

luego med (p(z),q(x)) = = + 1.

Proposicién 7.1.4 (Identidad de Bézout). Sean p(z) y q(x) en k[z] no simultaneamente nulos. Entonces
existen a(x) y b(x) en k[x| tales que
med (p(x), ¢(x)) = a(z) p(x) + b(z) ¢(). (7.2)
1

Dem. Si q(x) = 0 entonces med (p(x),0) = = p(x), siendo a el coeficiente del término de mayor grado de
p(z). Luego es a(z) = L y b(z) = 0.

Supongamos que tenemos p(x) y g(z) en k[x] no nulos con gr p(z) > gr ¢(z). Consideremos el algoritmo
de Euclides (7.1). Probaremos por induccién que para todo I € {1,2,...,n} existen polinomios a;(z) y b;(x)
tales que

ri(r) = a(z) p(z) + bi(z) q(z).

Luego la relacién (7.2) se obtiene considerando el caso | = n y dividiendo por el coeficiente del término de
mayor grado de r, ().

Observar que de la primera ecuacién de (7.1) deducimos 71 (z) = d(z) p(z) — q(z), si llamamos a;(x) =
d(z) y bi(x) = —1, es
ri(z) = a1(z) p(x) + bi(x) q(2).

De la segunda ecuaciéon de (7.1) obtenemos

ra(z) = —da(2) r1(2) + q(2) = —da(@) (a1(2) p(z) + b1(z) ¢(z)) + q(z)
= (=da(2) a1 (x)) p(x) + (1 — da(x) b1(2)) g ().

Si llamamos as(z) = —da(x) a1(x) y ba(z) = 1 — da(z) b1(x), es

ra(x) = ag(x) p(x) + ba(x) ().
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Razonando inductivamente, sea h < n y supongamos que para todo | < h es r(z) = a;(z) p(x) + by(z) q(x).
Despejando r,41(x) en (7.1) obtenemos

rhy1(x) = —rp(x) dpga (o) +rp-1(2)

—(an(z) p(x) + by () ¢(x)) dpy1(z) + an—1(x) p(z) + bp—1(z) q(z)

= (—an(z) dps1(z) + an—1()) p(x) + (—bn(x) dpt1(x) + bp—1(z)) ¢(z)
= aps1(x) p(x) + bpyi(z) q(2),

siendo apy1 = —ap(z) dps1(z) + ap—1(x) y bpa1(z) = —bp(x) dpy1(x) + bp—1(x). O

Ejemplo 7.1.5. Consideremos de nuevo p(z) = 2% — 2+ 223 + 222+ 2+ 1y q(z) = 2 + 22 + 2+ 1 como
en el ejemplo 7.1.3. Ahi vimos que es med (p(z),q(z)) =z + 1 y que el algoritmo de Euclides respectivo es

20—t 2034222 +2+1 = (P+2+z+ D)@ 22— +3)+2? -z -2
B4 4+r+1l = (22—-2-2)(z+2)+5x+5
?—z—-2 = (bz+5)(z—2)

Observar que esto lo podemos escribir

p(x) = q(x)di(z) +ri(z), grri(z) <grqx)
q(x) = ri(z)de(x) +1r2(x), grre(x) <grri(z)
ri(z) = r2(x)ds(z), r3(x)=0.

Despejando ra(x) de las dos primeras ecuaciones obtenemos
ra(x) = —dy(x) p(z) + (1 + di(x) da(z)) q(2), (7.3)

siendo 72(z) = 5z +5, di(z) = 23 — 2% — 2 + 3 y do(z) = = + 2. Si substituimos 72(z), d1(z) y da(x) en (7.3)
llegamos a
52 +5=—(x+2)p(x) + (2 + 23 — 322 + 2 + 7) q(x),

luego z + 1 = —1(z 4+ 2) p(z) + £(2* + 2® — 322 + 2 + 7) q(z) (verficarlo!).

Proposicién 7.1.6. Sean p(x) y q(x) polinomios no nulos. Entonces vale med (p(z),q(x)) =1 si y solo si
existen a(x) y b(x) en k[x] tales que
a(x) p(z) +b(x) g(z) = 1.

Dem. Si med (p(z),q(z)) = 1, entonces la proposicién anterior nos prueba que existen a(z) y b(z) en
k[z] tales que a(z) p(z) + b(z) ¢(x) = 1.

Supongamos que existen polinomios a(z) y b(z) que verifican a(z) p(x) + b(z) g(x) = 1. Si m(z) divide
)

a p(zr) y a ¢(z), entonces m(z) divide a a(z)p(x) + b(z) g(x) = 1, luego m(x) € k. Esto prueba que es
med (p(z), g(2)) = 1. O

7.2. Matrices elementales

En esta seccién k es un cuerpo arbitrario.

Definicién 7.2.1. Sea A € M,,«x,. Se llaman operaciones elementales en A a las siguientes:
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1. Operacion de tipo I. Intercambiar dos filas o columnas de A.
2. Operacion de tipo II. Multiplicar una fila o columna de A por una constante no nula.
3. Operacion de tipo I1I. Sumarle a una fila o columna un miltiplo de otra fila o columna, respectivamente.

Definicion 7.2.2. Se llaman matrices elementales de tipo I, IT o III a las matrices que se obtienen aplicando
las operaciones elementales correspondientes a la matriz identidad.

Es decir que las matrices elementales son las siguientes:

1 1
0 1 1
Tipo I: Dot ; Tipo II: D , pF#O0;
1 0 1
1 1
1 1
1 q 1
Tipo III: T o Lo , q€k.
1 q 1
1 1
Proposicién 7.2.3. Realizar una operacion elemental de tipo I, II o III en las filas (columnas) de una matriz
A, equivale a multiplicar a A por la izquierda (derecha) con una matriz elemental del mismo tipo. O
1 2 3 1 0 00
Ejemplo 7.2.4. Sea A = 5 6.7 . Consideremos F; = 00 10 matriz elemental de tipo I.
9 1 2 01 00
4 5 6 00 01
1 2 3
o 9 1 2 . . L .
Multiplicando obtenemos F7 - A = 56 7l Luego multiplicar la matriz A por la izquierda con la matriz
4 5 6
1 0 O
E7 equivale a intercambiar las filas 2 y 3 de A. Por otro lado considerando Fs = |0 1 —1] matriz
00 1

1

1
elemental de tipo III, obtenemos A - Fy = E Luego multiplicar la matriz A por la derecha con la
1

N I I

2
6
1
5
matriz Fs equivale a restarle la columna 2 a la columna 3.

Corolario 7.2.5. Las matrices elementales de tipo I, II y III son invertibles y sus inversas son también
matrices elementales del mismo tipo. Explicitamente
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Matrices de tipo I:
1 1

Matrices de tipo II:
1 1

Matrices de tipo III:

1 1
1 q 1 —q
= U , g€k
1 1
1 1
La formula para la inversa de la otra matriz de tipo 111 es andloga. O
Observacion 7.2.6. 1. La traspuesta de una matriz elemental, es una matriz elemental del mismo tipo.

2. Si realizar una operacién elemental en las columnas de A corresponde a multiplicar por la derecha a
A con una cierta matriz elemental F, entonces realizar la misma operacién elemental en las filas de A
corresponde a multiplicar por la izquierda a A con E*.

Definicién 7.2.7. Sean A, B € M,,x,. Decimos que A es equivalente con B y escribimos A ~ B si A se
puede obtener realizando operaciones elementales en las filas y columnas de B. De la proposiciéon 7.2.3 se
deduce que A ~ B si y solo si existen matrices elementales E1,..., FEx € My, y Fi,..., F, € M, tales que

A=FEy---F1BF, - F}.
Proposicion 7.2.8. La relacion ~ es de equivalencia en My, «n, es decir verifica
A~A; A~B = B~A; A~ByB~C = A~(C. O
El siguiente resultado relaciona la equivalencia de matrices y la invertibilidad.
Proposicion 7.2.9. Sean A, B € M, tales que A ~ B. Entonces A es invertible si y solo si B es invertible.

Dem. Las matrices elementales son invertibles, y el producto de matrices invertibles es también una
matriz invertible. O
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Una pregunta natural es la siguiente. Dada una matriz arbitraria A jcudl es la forma maés simple que
podemos obtener, realizando operaciones elementales en filas y columnas de A? La respuesta la da el siguiente
teorema.

Teorema 7.2.10. Si A € My, «n, entonces existe r, 0 < r < min{m,n}, tal que A N(IOT 8).

En lo anterior, se entiende que si r = 0 es A ~ 0, lo cual equivale a A = 0; también puede ser A ~ (1, 0),
A~(I) o A~

Dem. Sea A € Mpy,«n. Si A = 0, entonces es r = 0 y ya estd probado. En lo que sigue asumiremos
siempre A # 0. Supongamos primero que es A € My. Como es A # 0, realizando operaciones elementales

podemos obtener
1 b 1 b
A~ (c d> - <o d—cb)'

. 1 b 10 . 1 b 1 b 10
s1d—cb,esA~<0 O>N<O 0), 81d7écb,esA~<0 d—cb>N<0 1>N<O 1).

Luego el teorema es vélido cuando m = n = 2. También el teorema es muy facil de probar para matrices
fila 1 X m o matrices columna n x 1. Supongamos que tenemos ahora una matriz A € M,,x», que no es de
las formas ya estudiadas, y razonamos inductivamente suponiendo que el resultado es valido para matrices
de tamano (m —1) xn om x (n—1). Como es A # 0, realizando operaciones elementales podemos obtener

Luego,

1 alg e Qln 1 ap - Aln 1 0 ce 0
!/ / " "
a1 Q2 - G2p 0 ag -+ ay, 0 ag -+ ay,
A~ | . . N O S~
!/ / " "
a2m am2 DY amn 0 am2 “ e amn 0 amz DY amn
"o " Lo 0
Q29 QAon 00 --- 0
Sea B = : : |.SiB=0,entonces A~ | = | . | v ya estd probado. Si B # 0, entonces
" "
Am2 " Onqp 00 --- 0
por la hipdtesis inductiva sabemos que es B ~ (IOT 8), para cierto r. Luego A = ((1) ]%) ~ (I’“O+1 8). O

Nota: La relacién de equivalencia ~ parte al conjunto M, en clases de equivalencia. El teorema 7.2.10
nos dice que a lo mas hay n + 1 clases que corresponden a las matrices (Ié 8), para r =0,1,...,n. Usando
el concepto del rango de un matriz se prueba que estas matrices no son equivalentes entre si, por lo que hay
exactamente n + 1 clases de equivalencia.

En lo que sigue aplicaremos esta relacion de equivalencia al estudio de la invertibilidad de matrices.

Proposicion 7.2.11. Una matriz A € M, es invertible si y solo si A ~ I,.

Dem. Sabemos que vale A ~ (IOT 8), para cierto 0 < r < n. Es claro que (IOT 8) € M, es invertible si
y solo si r = n. Luego la proposicién 7.2.9 implica que A es invertible si y solo si r = n. Observar que la

misma proposicién implica que no puede ser (16 8) ~ I, con r < n. Esto implica la tesis. O
Teorema 7.2.12. Una matriz cuadrada es invertible st y solo si es producto de matrices elementales.

Dem. Por la proposicién anterior, sabemos que A € M, es invertible si y solo si A ~ [,,. Esta ltima
afirmacioén quiere decir que existen matrices elementales E1, ..., Ey, Fi,...,F) € M, tales que

A=Fy - -FEI,F---F,=E--E\F, - F,. O
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Corolario 7.2.13. Dos matrices A, B € My« son equivalentes si y solo si existen matrices invertibles
U,V € M, tales que A=UDBYV. O

Corolario 7.2.14. Sea A € M,,.

1. Si A es equivalente a una matriz triangular superior de la forma , cuyas entradas en la

diagonal principal son todas no nulas, entonces A es invertible.

2. Si A es equivalente a una matriz triangular superior de la forma

* * % *
* % *
0 01’
0

enonces A no es invertible.
Vale lo mismo con matrices triangulares inferiores en vez de triangulares superiores.

Dem. La segunda afirmacién es inmediata (si 7' es una amtriz triangular de ese tiepo, entonces T'B no
puede dar la matriz identidad, para ninguna matriz B). Si una matriz A estd en las hipétesis de la primer
afirmacion, entonces es facil probar que realizando operaciones elementales obtenemos A ~ I,,; luego A es
invertible. La ultima afirmacién de la tesis se deduce de las anteriores aplicando la traspuesta. O

Aplicacién 7.2.1. Un método rdpido para saber si una matriz es invertible es realizar operaciones elemen-
tales en sus filas y columnas hasta obtener una matriz que tenga forma triangular (en forma parecida a la
escalerizacion de un sistema de ecuaciones), y luego aplicar el corolario anterior.

-7 4 1
Ejemplo 7.2.15. Sea A = 4 -2 —=2]. Si primero le sumamos a la primer columna la segunda
1 -2 7

multiplicada por 2 y luego a la tercer fila le sumamos la primera multiplicada por 3, y finalmente a la tercer
fila le sumamos la segunda multiplicada por 5, obtenemos:

-7 4 1 1 4 1 1 4 1 1 4 1
4 -2 2|]~10 -2 -2|~|0 -2 -2]~|0 -2 =2
1 -2 7 -3 -2 7 0 10 10 0 0 O

Como la ultima matriz tiene una fila de ceros, entonces no es invertible y por lo tanto A tampoco lo es.
Notar que este método para determinar la invertibilidad es muy rapido, porque podemos trabajar con las
columnas o filas alternadamente. Eso no ocurre con el método que veremos a continuacién

Observacion 7.2.16. Notar que este método para determinar la invertibilidad es muy rapido, dado que
podemos trabajar con las columnas o filas alternadamente. Eso no ocurre con el método que veremos a
continuacién para calcular la inversa, en el cual hay que elegir trabajar con columnas o filas, pero no se
puede mezclar.
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Aplicacién 7.2.2 (Método para obtener la matriz inversa.). La proposicion 7.2.11 junto con el teorema
7.2.12 nos dan un algoritmo para hallar la inversa de una matriz: si A~ YA = I y E1,...,E, son ma-
trices elementales, entonces A~Y(AE; ---E,) = Ey---E,. Luego si elegimos E1,...,E, de forma tal que
AE;---E, =1, entonces A=t = Ey - -- E,.. Observar que multiplicar por la derecha por matrices elementales
equivale a hacer las operaciones elementales respectivas en las columnas, por lo tanto si realizando ciertas
operaciones elementales en las columnas de una matriz A llegamos a la matriz identidad (AEy ---E, =1),
entonces realizando las mismas operaciones elementales en las columnas de la matriz identidad obtenemos
A=l =T.E;---E,. De la misma forma, operar con las filas equivale a multiplicar por la izquierda, y por lo
tanto partiendo de la otra igualdad AA™' = I se obtiene un algoritmo andlogo operando con filas en vez de
columnas.

Notar que para trabajar con columnas partimos de A~YA = I y para las filas de AA™Y = I; es por eso
que en el algoritmo no podemos realizar operaciones elementales con filas y columnas al mismo tiempo.

A continuacién veremos algunos ejemplos donde estudiamos la invertibilidad de matrices y calculamos las
inversas. En lo que sigue, si por ejemplo escribimos F» — F} quiere decir que a la fila 2 le estamos restando la
fila 1, analogamente Cs+ 2C} quiere decir que a la columna 3 le estamos sumando la columna 4 multiplicada
por 2. Notar que en las sumas o restas anteriores siempre escribimos primero la fila o columna que es
modificada. Si escribimos F5 <> F3, quiere decir que intercambiamos la fila 2 con la fila 3, y andlogamente
para columnas.

2 3 1
Ejemplos 7.2.17. Sea A= | —1 0 —1|. Primero estudiamos su invertibilidad.
1 1 1
2 3 1 1 3 1 1 3 1
-1 0 -1 ~ 00 —1 ~ 01 1
11 1 /9% 01 1) o 0 -1

Como la dltima matriz es triangular superior y los elementos de su diagonal principal son no nulos, deducimos
que A es invertible.

Para calcular su inversa tenemos que elegir primero si trabajar con columnas o con filas. En este caso
trabajaremos con columnas.

2 3 1 1 0 0

-1 0 -1, 0 1 0 C1—Cs
1 1 1 0 0 1

1 3 1 1 0 0

0O 0 —-1]0 1 0 | Cy—0Chs
0O 1 1 |-1 0 1

1 2 1 1 0 0

0 1 -1 1 0 Cs—Cq
o 0o 1 |]-1 -1 1

1 2 1 0 -1

0O 1 =1, 0 1 0 | Cy—2C,
o 0o 1 |]-1 -1 2

1 0 0 1 -2 -1

0O 1 —-1]0 1 0 C3+ Cy
0O 0o 1 |-1 1 2

1 0 O 1 -2 -3

0O 1 0 0 1 1

0O 0 1 |-1 1




Luego lainversaes A= 0 1 1
-1 1 3
2 2 1
Sea A=1[-2 —-1 =2
1 0 1

Dejamos como ejercicio el probar que A es invertible y mostraremos cdémo hallar su inversa operando
con las filas. También iremos un poco mas rapido, haciendo a veces més de una operacion por paso.

2 2 1 1 0 0
2 1 —2/0 1 0 P < I
1 0 110 0 1
10 110 0 1
-2 -1 =-21] 0 1 0 | Fo+2F1y F3—2F
2 2 1 1 0 0
10 110 0 1
0 -1 0o 1 2 3 +2F
0 2 —-1]1 0 -2
10 110 0 1
0o -1 0|0 1 2 (=) Fy y (—1)F3
0 0 —-1]1 2 2
10 110 0 1
o 1 0|0 -1 -2 F — F;
0 0 1 |-1 -2 -2
1 0o o1 2 3
o 1 0|0 -1 -2 ) — F;
0 0 1 |-1 -2 -2
1 2 3
Luego la inversaes A1 = [ 0 -1 -2
-1 -2 =2

Sea A = . Dejamos como ejercicio el probar que vale det(A) = 6, luego A es invertible.

wW N W
W W =
W N =
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Trabajaremos con columnas.

3 1 1 1 0 0
2 3 2 0 1 0 Cl — Cg y CQ - 03
33 3| 0 0 1
2 01 1 0 0
012 0 1 0 10
00 3 -1 -1 1
1 01 1/2 0 0
012 0 1 0 Cs —Cq
00 3|-1/2 -1 1
100 1/2 0 -1/2
012 0 1 0 Cs — 20,
0 0 3|-1/2 -1 3/2
1 0012 0 -1/6
010/ 0 1 -2/3 1Cs
0 0 1]-1/2 -1 7/6
1/2 0 -1/6
Luego la inversa es A~ = 0 1 —2/3
-1/2 -1 7/6

Observacion 7.2.18. Notar que en los ejemplos anteriores lo que hicimos primero fue transformar la matriz A
en una matriz triangular (triangular superior en todos los casos, pero podria ser también triangular inferior)
v luego llevarla a una forma diagonal. Es importante verificar que la matriz hallada es realmente la matriz
inversa (haciendo el producto), dado que es muy fécil cometer algiin error de cuentas.

Observacion 7.2.19. Conviene remarcar que tenemos dos situaciones distintas:

1. Si queremos investigar si una matriz es invertible, entonces podemos usar operaciones elementales en
sus filas y/o columnas llevandola a una matriz triangular, y luego aplicamos el corolario 7.2.14.

2. Siyasabemos que una matriz es invertible y queremos hallar su inversa, entonces aplicamos el algoritmo
de arriba, pero tenemos que elegir trabajar con filas o columnas, y no podemos mezclar!.

7.3. Matrices en bloques

En esta seccién estudiaremos las propiedades de matrices cuyos elementos estan agrupados en submatrices
(bloques) de la matriz original. Esto tiene varias aplicaciones, en particular se usa para el estudio del
polinomio minimal y de la forma de Jordan, que veremos en los capitulos 5 y 6.

Empezamos considerando un caso particular. Dadas cuatro matrices
A = (aiy) € Mpxp(k), B = (bij) € Mpxq(k), C = (cij) € Mgxp(k), D = (dij) € Mgxq(k),

las podemos combinar para obtener una matriz (é lB)) € My xn(k), con n = p + ¢, definida por

air - ayp b - by
<A B> | @1 o App bpr -+ bpg
C D ’ ci1 Clp d11 cee dlq
Cql - Cap dql c. dqq
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Notar que lo que hicimos para cuatro matrices, se puede aplicar a una cantidad arbitraria de matrices
que tengan tamanos adecuados para poder combinarse correctamente. Una matriz expresada de esa forma
diremos que es una matriz en bloques. Es claro que toda matriz se puede expresar como matriz en bloques
(en general de muchas formas). Lo interesante de esto es cuando esos bloques tienen alguna forma especial.

Para evitar confusiones, cuando escribamos una matriz en bloques, a las submatrices que la componen
las escribiremos siempre con maytusculas. Asi (é g) representa una matriz en bloques y no a una matriz
2 x 2 (a menos que todos los bloques sean de tamano 1 x 1).

Las matrices que més nos interesan son las matrices diagonales en bloques, es decir, las de la forma

A, 0 -+ 0
0 Ay --- 0
0 0 --- A,
en que cada A; es una matriz de tamafio n; X n;, i = 1,..., h y las otras entradas son nulas. Es un ejercicio
el probar que valen las formulas siguientes
A 0 -+ 0 By 0 --- 0 Al +cBy 0 0
0 Ay -+ 0 0 By --- 0 0 As+cBy --- 0
. . . te] . . = . . ) . )
o 0 - A 0 0 --- By 0 0 <o Ap+cBp
A, 0 -+ 0 B, 0 --- 0 A1 B 0 0
0 A -+ 0 0 By --- 0 0 AsBy - 0
0o 0 - A 0 0 --- By 0 0 - ApBy

En particular de la férmula para el producto se obtiene la formula para las potencias

k

A 0 - 0 AF 0 - 0

0 Ay -+ 0 0 A’g’

. . . =1 . . .|, VkeN.
0 0 --- A, 0 0 --- Ai

Notar la analogia de estas férmulas con las correspondientes en matrices diagonales. A continuacién veremos
que el calculo de determinantes se simplifica para ciertos tipos de matrices en bloques.

Proposicion 7.3.1. Si X = (’5‘ LB,), siendo A y D matrices cuadradas, entonces det X = det Adet D.

Dem. Supongamos A = (ai;) € Mpxp(k). Sip =1, entonces A = (a11). Luego desarrollando det X por
la primer comlumna obtenemos

det X = aq;det D = det Adet D.

El caso general se deduce por induccién en p, desarrollando det X por su primer columna. Como este cédlculo
es muy engorroso, lo mostraremos solo para p = 3, que es ilustrativo del paso inductivo, dejando la prueba
general como ejercicio. Supongamos entonces que tenemos probado el resultado para p = 2 y consideramos

93



el caso p = 3. Desarrollando det X por la primer columna obtenemos

ain a2 a3 b - by
a1 aga a3 bar - by
azsi ag2 azz bz - by
0 0 0 dii - dlq -
0 0 0 dn dg
azy azz boy -+ by aiz a1z bin -+ by ata a1z by - big
as2 asg b31 T b3q a32 ass b31 T bSq asy ao3 b21 cee b2q
0 0 dy - dg 0 0 dg - dy 0 0 dg - dg
a9 G a2 @ als a T )
=a 22 23 |D| — a2 12 %13 |D| + as; 12 %13 |D| (usando la hipétesis inductiva)
3
az2 ass a3z2 ass G2 Aa23
ag2  G23 a2 a3 a2 a3
ag2  a33 as2 a9 G923

Proposicién 7.3.2. S5i X es una matriz triangular superior en blogques del tipo

An A -0 Ay
0 Asp - Ay
X = . . . . y
0 0 - Ay
en que Aq1,...,App son matrices cuadradas, entonces det X = H?Zl det A;;.

Dem. El caso h = 2 es la proposicion anterior. El caso general se prueba por induccién en h, observando
Ay -+ Ay

que podemos escribir X = (A(}l ?), siendo T = : : y B = (A12 Alh). O
0 - A

Corolario 7.3.3. 57 X es una matriz diagonal en blogques del tipo

A 0 - 0
0 Ay -~ 0
X=1. . .
0 0 - A
en que Aq,..., A} son matrices cuadradas, entonces det X = H?Zl det A;. O

7.4. Suma directa de subespacios

Sea V' un espacio vectorial y Wy, Wy dos subespacios de V. Definimos su interseccion W1 NWa y su suma
W1 + Ws, mediante

WlmWQ::{UGV: ’UGle’UGWQ}, W1+W2::{w1+w2: w1 € W, UJQGWQ}.
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Proposicion 7.4.1. Si Wy, Wy son subespacios de V', entonces WiNWy y W1+ Ws son también subespacios.

Dem. Ejercicio. O

Observacion 7.4.2. Dados dos subespacios W71, Wa, su interseccion W1 NW5 es el mayor subespacio contenido
en Wy y Wa, mientras que Wi 4+ Ws es el menor subespacio que contiene a Wy y Wa.

Ejemplos 7.4.3. Consideremos el espacio R3.

1. Si Wy ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy) y Wy = {(z,y,2) : y =0} (plano Oxz), entonces

WinWy={(x,y,z) : y=2=0} (eje Ox), Wi+ Wy = R,
2. SiWh ={(z,y,2) : y=2=0} (eje Ox) y Wo = {(x,y,2) : =2 =0} (eje Oy), entonces
Wi NWy = {(0,0,0)}, Wi+ Wy ={(x,y,2) : z=0} (plano Oxy).

La siguiente proposicion relaciona las dimensiones de Wy 4+ Wa y W1 N Wy, con las de Wy y Wa.

Proposicion 7.4.4. Si W1, Wy son subespacios de dimension finita de un espacio V, entonces vale
dim(W1 + Wg) = dim W7 + dim Wy — dim(W1 N WQ).

Dem. Sea B = {ui,...,u,} una base de Wi N Wy. Como B es un subconjunto LI de Wy y de W,

entonces existen vy,...,v, € Wi y wr,...,w,; € Wa, tales que si
Bi={u1,...,up,v1,...,0p} vy Ba=A{ui,...,up,wi,...,wy},
entonces B; es base de Wy y By es base de Wy. Probaremos que C = {uq,...,up, v1,...,0p,W1,..., W4} €8

base de W1 + Wj. La prueba de que C es un conjunto generador de W7 + Ws es facil y queda como ejercicio.
Veamos que C es LI. Sean escalares a;, bj, ¢, tales que

arul + - -+ aptly + b1v1 + - - -+ bpvp + crwr -+ - 4 cqwyg = 0. (7.4)
Luego
cwy -+ cqwg = —(a1ug + - - + apy + bivr + - - + bpup). (7.5)

Como el lado izquierdo de (7.5) estd en Wy y el derecho en Wy, deducimos ciwy - - - +cqwg, € Wi NWa. Luego
existen escalares d; tales que

cawi -+ cwg =diur + - +dpuy, = cqwy -+ cqwg + (—di)ug + -+ (—dp)u, = 0.

Dado que By es LI, deducimos ¢; = -+ = ¢; = dy = -+ = d,, = 0. Sustituyendo estos valores en (7.4)
obtenemos

CLlU]_+"‘+anun+blvl+"'+bpvp:O'

Ahora usando que By es LI deducimos a1 = --- = a,, = by = --- = b, = 0. Esto prueba que C es LI y por lo
tanto es base de Wi + Ws. Luego

dim(Wi +Wa) =n+p+q=n+p)+ (n+q) —n=dimW; +dim Wy — dim(W; N Ws). O

La proposicion anterior se suele usar para calcular la dimension de la suma de dos subespacios, ya que
en general es mas facil determinar la interseccién que la suma.
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Ejemplo 7.4.5. Sea V = R* y consideramos los subespacios
Wy = {(x,y,z,t) eR*: z=0, y—i—z—i—t:O} y W= {(x,y,z,t) eR*: tzO}.
Es facil de probar que es dim W7 = 2 y dim W5 = 3. Ademaés
WiNWy = {(a:,y,z,t) eER*: =0, y+2+t=0, t:O} = {(x,y,z,t) eERY: z=t=0, y—i—z:O},
luego dim(W; N W3) =1 y por lo tanto
dim(W; + Wa) = dim Wy + dim Wy — dim(W; N W) =243 — 1 = 4 = dimR™.
Luego Wy + Wy = R4,

Definicion 7.4.6. Sean Wi, W5 dos subespacios de un espacio V. Decimos que un subespacio U de V es
suma directa de W1y Wy y escribimos U = W @ Ws si se cumple U = Wi + W y W1 N Wa = {0}.

Ejemplo 7.4.7. Si consideramos los ejemplos 7.4.3, deducimos del primero que el espacio R? es suma del
plano Oxy con el plano Oxz, pero esta suma no es directa, y del segundo que el plano Oxy es suma directa
de la recta Ox y la recta Oy. En el ejercicio 7.4.5 vemos también que R* es suma de Wi y Wa, pero esta
suma no es directa.

Proposicion 7.4.8. Si Wi, Wy son dos subespacios de V', entonces V.= W1 ® Wy si y solo si todo vector
de V' se escribe en forma tnica como suma de un vector de W1 con uno de W.

Dem. Ver la prueba de la proposicion 7.4.14. UJ

De la proposicién 7.4.4 y de su demostracién, se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicion 7.4.9. Sea V un espacio de dimension finita y Wi, Wa dos subespacios de V', tales que V =
W1 @ Ws. Valen las siguientes afirmaciones.

1. Si By y By son bases respectivas de W1 y Wa, entonces su union By U B es una base de V.

2. dimV = dim Wy 4+ dim W5s. ]

Corolario 7.4.10. Sean W1, W5 dos subespacios de un espacio de dimension finita V' tales que Wi N Wy =
{0}. St dimV = dim W; + dim Wa, entonces V.= W7 @& Ws.

Dem. La proposicién 7.4.9 implica dim(W; @& W) = dim Wi +dim Wy = dim V, luego W1 @Wy =V. O
Este udltimo corolario nos da un método facil para probar que un espacio es suma directa de dos subes-
pacios dados.
Ejemplo 7.4.11. Consideremos el espacio R? y los subespacios
Wi ={(z,y,2): 2c+y+2=0} y Wy ={(z,y,2): y=2z=0}.
Si (z,y,2z) € Wi N Wa, entonces vale

{ 2e+y+2=0

Y=z =0 = xz=y=2=0 = (z,y,2)=1(0,0,0).

Luego W1 N Wy = {(0,0,0)}. Por otro lado W; es un plano y Wy una recta, asi que es dimW; = 2 y
dim Wy =1 y por lo tanto dim W, +dimWy =2 +1=3 = dim R3; luego R? =W, @ W,.

Observacion 7.4.12. Dados dos subespacios W1, Wy de V', no alcanza con que valga dim V' = dim W7 +dim W
para que la suma sea directa, hay que probar que también vale W7 N Wy = {0}. Por ejemplo, si el espacio
es R? y consideramos los subespacios

Wi ={(z,y,2): z=0} y Wo ={(z,y,2): y=2z=0},

entonces Wi es un plano y Ws una recta, y por lo tanto dim W; + dim Wy = 2 + 1 = 3 = dim R3. Pero W>
esta contenido en Wy, luego Wy + Wo = W C R3 y por lo tanto nunca puede ser Wy & Wy = R3.
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Generalizacién. A continuacién veremos que todos los resultados anteriores para la suma e interseccién
de dos subespacios se pueden generalizar a una cantidad finita arbitraria de subespacios.

Sea V un espacio vectorial y Wy, ..., W), una cantidad finita de subespacios de V. Definimos su inter-
seccion ()2 Wi y su suma » ", W;, mediante

ﬁWi ::{’UEV: v e W, Vi:1,...,n}, Zm:W = {iwi: w; € W;, Vizl,...,n}.
i=1 =1 =1

La prueba de la siguiente proposicién es simple y queda como ejercicio.

Proposicién 7.4.13. Si Wi,..., W, son subespacios de V, entonces (g Wi y >.ivy Wi son también
subespacios. L]

La definicién general de suma directa es un poco mas delicada que para el caso de dos subespacios. Para
definirla introducimos previamente el siguiente concepto.

Decimos que una familial {W7y,...,W,,} de subespacios de V es independiente si verifica la siguiente
condicién.
m
Siw;, eW;, Vi=1,...,my Zwi:& entonces wy = -+ = w,y, = 0.
i=1

En lo que sigue escribimos

ZW]’ =Wit+ Wi+ Wi+ -+ Wiy, Vi=1,...,m.
J#i

Proposicién 7.4.14. Sea {W7y,...,W,,} una familia de subespacios de V. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. La familia {Wy,..., Wy} es independiente.
2. Para cadai=1,...,m, vale W; N, W; ={0}.

3.8 W = > Wi, entonces para todo w € W, existen dnicos w; € Wi, i = 1,...,m, tales que
w=y " w.

Dem. (1 = 2). Supongamos que la familia es independiente. Sea i € {1,...,m}. Stw € W; N .., Wj,
entonces w € W; y existen w; € Wj, para todo j # 7 tales que

w=wp A+ Wil F Wik + Wy = wr s+ Wi + (W) + Wi+ wm = 0.
Como la familia es independiente, entonces todos los sumandos de la suma anterior son nulos, luego w = 0.

(2 = 1). Supongamos ahora que vale la segunda condicién. Sean w; € Wi, i = 1,...,m, tales que
Yot w; =0. Para cada i € {1,...,m}, es

—W; = Wi+ T Wil T Wi T Wi

Como —w; € Wy ywi+- 4w 1+wiy1+- - -+wy, € Z#i W;, deducimos que es —w; € WZ-OZ#Z- W; = {0}.
Luego w; =0, para todoi=1,...,m.

'En este texto llamaremos familia a un conjunto de conjuntos.
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(3 = 1). Supongamos vale la tercer afirmacién. Sean w; € W, i = 1,...,m, tales que > ;-  w; = 0.
Como 0 € W; para todo i =1,...,my > ", 0 =0, entonces la unicidad implica que es w; = 0, para todo
i=1,...,m. Luego la familia {W1,...,W,,} es independiente.

(1 = 3). Supongamos ahora que la familia {W7,...,W,,} es independiente. Si un elemento w € W se
escribe de dos formas w =" w; y w =Y.', w;, con w;,w; € W;, para todo ¢ = 1,...,m, entonces
m
Z(wi —w}) =0, siendo w; —w, € Wy, Vi=1,...,m.
i=1
Luego w; — w} = 0 y por lo tanto w; = w}, para todoi=1,...,m. O

Observacion 7.4.15. Una familia con solo dos subespacios W7 y W5 es independiente si y solo si Wi NWy =
{0}, que es la condicién que pedimos para que la suma Wi + Ws sea directa. Una familia de tres subespacios
{W1, Wy, W3} es independiente si y solo si Wy, Wa, W3 verifican

Wi n (W2 + Wg) = {0}, Wsn (W1 + W3) = {0}, W3 n (W1 + Wg) = {0}

Notar que las condiciones Wi N Wy = W1 N W3 = Wy N W3 = {0} no implican las condiciones anteriores.
Por ejemplo, si consideramos V = k3 y

Wi ={(x,0,0): z ek}, Wy={(0,9,0): yek}, Ws={(z,z,0): xze€k},

entonces es facil de probar que las intersecciones dos a dos son triviales, pero Wi+ Wy = {(z,y,0); z,y € k},
luego W3 C Wy + Wa y por lo tanto W3 N (W + Wa) = W3 # {0}.

Definicion 7.4.16. Decimos que un subespacio W de V es suma directa de una familia de subespacios
{Wh,...,Wn} y escribimos W = @, W;, si W =", W, y la familia {W1,...,W,,} es independiente.

Observacion 7.4.17. Lo que distingue la suma directa de la suma, y la hace mas interesante, es la unicidad
de la tercer afirmacién de la proposicién 7.4.14. Es similar a la diferencia entre una base y un conjunto
generador.

Corolario 7.4.18. Sea {W1,..., Wy} una familia de subespacios de un espacio V. Entonces V =@ W;
si y solo si para todo v € V, existen tnicos w; € Wy, i =1,...,m, tales que v =", w;. ]

Ejemplo 7.4.19. Es facil probar usando el corolario 7.4.18 que vale M,, = W1 & Wy & W3, siendo Wi es el
espacio de las matrices estrictamente triangulares inferiores, W5 el de las matrices estrictamente triangulares
superiores y W3 el de las matrices diagonales, es decir

W1 :{(CLZ']') L Qg :OSiiSj}, Wg:{(aij) : CLZ‘j:OSiiZj}, W1 :{(aij) : aij:Osiiyéj}.
Diagraméticamente, la descomposicién M,, = W1 & Wa @& W3 consiste en escribir (£5) =(98)+(8§)+(52).
El siguiente resultado es facil de probar.

Proposicién 7.4.20. Sean W, W7, ..., W, subespacios de V tales que W =Y, W;. Si G; es un conjunto
generador de Wi, para todo i = 1,...,m, entonces su union |J;-, G; es un conjunto generador de W. O
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A continuacién veremos cémo se relaciona la suma directa con la dimension.

Proposicion 7.4.21. Sean W, W1,..., Wy, subespacios de dimension finita de un espacio V', tales que
W =@, W;. Valen las siguientes afirmaciones.

1. Si B; es una base de W, para todo i = 1,...,m, entonces B =J~, B; es una base de W.
2. dimW = 3", dim W;.

Dem. Por la proposicién anterior sabemos que B es un conjunto generador de W, lo que resta probar es
L [ i i
que es LI. Para cada i =1,...,m, sea B; = {w}, ... ,wli}. Supongamos que tenemos escalares aj tales que

a%w}jL...jLalllwlll+---+aTwT+~-+aZlanZ:0.

Como ajw! + -+ afiwfi € W; (para todo @) y la familia {W7,...,W,,} es independiente, deducimos que es
aiw’i%—w-—i—afiwfi =0, Vi=1,...,m.
Luego como cada B; es LI, deducimos que es a*

5 = 0, para todo i, j y por lo tanto B es LI. La segunda
afirmacion se deduce inmediatamente de la primera. O

Corolario 7.4.22. Sean Wh,..., Wy, subespacios de un espacio de dimension finita V.. Si {Wy,..., Wp}
es una familia independiente y vale dim'V = >, dim W;, entonces V = @, W;.

7.5. Proyecciones

En esta seccién V' es un espacio vectorial de dimensién posiblemente infinita. A continuacién definiremos
las proyecciones y estudiaremos su relacién con las sumas directas. Las proyecciones son los elementos basicos
para definir la descomposicion espectral, que veremos mas adelante.

Sean U y W subespacios de V tales que V = U ® W. Definimos una funciéon T : V' — V mediante
Tw) =u,siv=u+w,conuc U, we W, para todo v € V. Es un ejercicio el probar que T es una
transformacion lineal. La funcién T se llama la proyeccion sobre U en la direccion de W.

Observar que si v = u 4+ w, con u € U, w € W, entonces T'(v) = u =u+0, con u € U, 0 € W; luego
T(T(v)) = u=T(v), para todo v € V, es decir T? = T, siendo T? := T o T.

Una proyeccion es un operador T € L(V) que verifica 72 = T. El comentario anterior muestra que
para toda descomposiciéon V = U @& W, la proyeccién sobre U en la direccién de W es una proyeccién. La
proposicién siguiente muestra que también vale el reciproco.

Proposicién 7.5.1. Sea T € L(V) tal que T? = T, entonces V = Im (T) @ Ker (T) y T es la proyeccion
sobre Im (T') en la direccion de Ker (T).

Dem. Sea v € V. Observar que la condicién T? = T implica v — T(v) € Ker (T). Luego escribiendo
v=T()+v—T(v), deducimos V = Im (T") + Ker (T). Por otro lado, si v € Ker (T) N Im (T'), entonces
T(v) =0y existe u € V tal que v = T(u). Luego, 0 = T(v) = T(T(u)) = T?(u) = T(u) = v. Esto prueba
que vale Ker (T) N Im (T') = {0} y por lo tanto V' = Im (T) ® Ker (7).

Seav € V =Im (T)@Ker (T). Por lo que vimos anteriormente es v = T'(v) +v—T(v), con T'(v) € Im (T
y v —T'(v) € Ker (T). Luego la proyeccién sobre Im (7") en la direccién de Ker (T') de v es T'(v). O
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El siguiente resultado generaliza lo anterior a una cantidad finita arbitraria de subespacios.
Proposicion 7.5.2. Consideremos las siguientes familias de datos.
(A) Wh,..., Wy son subespacios de V tales que V = @le W;.
(B) Py,...,P, € L(V) son operadores que verifican las siguientes condiciones.

1. PZ?:PZ-, para todo 1 =1,..., k.
2. PioP; =0, para todo i # j, coni,j =1,...,k.
3. Id=P +-- + Pg.

Entonces (A) y (B) son equivalentes.

Dem. Sean Wi,..., W) como en (A) y definimos Pi,..., P, : V — V por Pj(v) = w;, si v = Zk

j=1Wj>
con wj € Wj, para todo j =1,...,k y todo v € V. Notar que para cada i € {1,...,n} es

k
V=W;® @Wj y v:ij:wi—i—ij, conw; € W, Vi=1,... k.
J#i =1 J#i

Luego P; : V — V es la proyeccién sobre W; en la direccién de € ._.. W; esto prueba que P; es una proyeccion
g y ]7£z J p y
(P, € L(V) y P? = P,), para todo i = 1,..., k. Observar que por como definimos los operadores P;, es

k
v=>) P),WweV = =P+ - +P5
=1

Finalmente, si v € V, entonces P;(v) € W;, por lo tanto su descomposicién correspondiente a V' = @le W;
es Pj(v) =0+---+ P;(v) +--- 40, es decir, la componente de P;(v) en el subespacio W; es 0 si j # i. Esto
implica que vale P; (R(v)) =0, para todo j #iy v € V; luego Pjo P, =0, para todo j # i.

Supongamos ahora que Py, ..., P, € L(V) verifican las condiciones de (B) y definimos W; = Im (F;),
para todo i. De Id = Ele P; deducimos v = Zle Pi(v) € Zle W;, para todov € V. Luego V = Ele W;.
Solo resta probar que W1, . .., Wy son independientes. Sean w; € Wy, i = 1,..., k, tales que w1 +---+wg = 0.
Al ser w; € W; = Im (P;), entonces existe v; € V tal que w; = P;(v;), para todo i. Luego para cada i, es

k k k k
S owi | =P DY Piwy) | =) PiPi(v;)) =Y (Pro Py)(v) = Pi(vi) = w.
j=1 j=1 j=1

Jj=1
Por lo tanto es w; = --- = w = 0. Esto muestra que W1, ..., W son independientes y concluye la prueba
de que es V = @le Wi;. O
Observacion 7.5.3. En las hipdtesis de la observacién anterior. Notar que si partimos de Wi, ..., Wy vy les
asociamos las correspondientes proyecciones Pi, ..., Py, entonces Im (P, ) W;, para todo ¢ = 1,... k.
Reciprocamente, si partimos de proyecciones P, ..., P, y definimos W; = Im (F;), para todo i = 1,... k,
entonces las proyecciones asociadas a la descomposicién V' = @le W;, son exactamente Py, ..., P.. Es decir,

las correspondencias que vimos entre proyecciones y sumas directas, son inversas una de la otra.
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7.6. La descomposicion espectral de un operador

En el capitulo 1 estudiamos las propiedades de los operadores que son diagonalizables y en el 3 lo hicimos
con los operadores en espacios con producto interno que son diagonalizables en bases ortonormales. En esta
seccion veremos que lo anterior estd vinculado con poder descomponer el operador como combinacién lineal
de proyecciones. Primero lo estudiaremos para espacios vectoriales en general y luego para espacios con
producto interno. En esta seccion los espacios son siempre de dimension finita.

Operadores diagonalizables En el capitulo 1 vimos que un operador 7" en un espacio V' es diagonalizable
siy solo si V' se descompone en suma directa de subespacios propios de T'. A su vez sabemos que descomponer
el espacio en suma directa de subespacios equivale a tener una cierta descomposicién del operador identidad
en suma de proyecciones. El siguiente teorema combina ambos resultados.

Teorema 7.6.1. Sea V un espacio vectorial y T un operador en V. SiT es diagonalizable, entonces existen
unicos escalares distintos A1, ..., \p y operadores no nulos Py,..., P, € L(V) tales que

1. P?=P;, Vi=1,...,h (los operadores P; son proyecciones).
2. PioP;=0sii#j.

3. 1d=P +---+ P,

4o T =MPL 4+ APy

Dem. FExistencia. Como T es diagonalizable, entonces es V = @?:1 E),, siendo Ay, ..., A, los distintos
valores propios de T. Para cada i € {1,...,h}, definimos P; : V. — V por P;(v) = v; si v = v; + -+ + vp,
conv; € Ey,, 1 =1,...,h. Por las relaciones que conocemos entre proyecciones y sumas directas, sabemos
que Py, ..., P, verifican las condiciones 1, 2 y 3. Ademds como E), # {0}, es P, #0,Vi=1,...,n

SiveV,esv=P(v)+---+ Pp(v) con Pi(v) € Ey,, Vi=1,...,h. Luego

T(v) =T(Pi(v) + -+ Py(v)) = T(P1(v) + - + T(Pa(v)) = MP1(v) + - + A Pr(v)
:(A1P1+-~'+)\hPh)(v), YoeV = T=MP+- -+ D

Unicidad. Sea T € L(V') tal que existen escalares distintos Ay, ..., A, y operadores no nulos Py, ..., P, que
verifican las condiciones 1, 2, 3 y 4. Probaremos que T es diagonalizable, que A1,..., Ay son los distintos
valores propios de T'y que P4, ..., P, son las proyecciones asociadas a la descomposicién V = @?:1 Ejy,.

Sea W; = Im(F;), i« = 1,...,h. Las condiciones 1, 2 y 3 implican que V = @?:1 W; v que si v =
wy + -+ + wp, con w; € W, entonces Pj(v) = w;, Vi = 1,...h. Ademds, como P; # 0, es W; # {0}
Vi=1,...,h.

SiveW;, es Pi(v) = v, luego

h h h h
S NP () =) NP }: =Y X(Pjo P) (v) = MiP2(v) = MiPy(v) = Aiv.
j=1 j=1 7=1 7j=1

{0}, la relacién anterior implica que A; es un valor propio de T'y que W; C E),, para todo
Ademads, como A1, ..., A, son distintos entre si, entonces E}y,, ..., ), son independientes, luego

:@ ZWcZE)\_@EACV (7.6)
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Luego V = @?:1 W; = @?:1 E),. Esto implica que T' es diagonalizable y que A1,..., A, son los distintos
valores propios de T. Observar que la igualdad anterior implica dimV = Z?:l dim W; = Z?:l dim F), .
Por otro lado de W; C E), se deduce que dim W; < dim E), para todo ¢ = 1,...,h. De estas dos tultimas
relaciones se tiene que dim W; = dim F, y como W; C E),, es W; = E), para todo¢ = 1,..., h. Esto implica
que P, ..., P, son las proyecciones asociadas a la descomposicion V = EB?:I E),. Ul

Definicién 7.6.2. Dado un operador T, el espectro® de T es el conjunto de sus valores propios. Si T es
diagonalizable, a la descomposiciéon T" = A\{P; + --- + A\p Py dada por el teorema anterior, se le llama la
descomposicion espectral de T'.

El teorema anterior prueba que todo operador diagonalizable T' tiene una descomposicién espectral. A
continuacién veremos que las proyecciones que aparecen en esa descomposicién espectral se pueden obtener
como polinomios evaluados en T'.

Proposiciéon 7.6.3. Si T = Z?:l Ai P; es la descomposicion espectral de un operador diagonalizable y
q(z) € k[z], entonces q(T) = 2?21 q(N\j) Pj.

Dem. Empezamos calculando T2

h 2 h A . . . )
T2:<Z)\ipi> :<Z>\iBL>O Z)\jpj :Z)\iZ)\jPion:Z)\Mipiopizz)\?ﬂ'
=1 i=1 j=1 i— — — £

Luego T? = Z?:l A? P;. En forma andloga se prueba por induccién que vale 7" = Z?:l Al P;, para todo
n € N. Luego si ¢(z) = > | a;z* € k[z], entonces

h h h

m m h m m
¢(T)=> a;T9 = a, (Z A{Pi> => > a NP =Y [> X | PP =) q\)P. O
7=1 7j=1 =1 j

7j=11i=1 i=1 \ j=1 i=1

Proposicién 7.6.4. Sea T € L(V') un operador diagonalizable y consideremos su descomposicion espectral
T = Zle A P;. Entonces cada P; es un polinomio en T.

Dem. Dado que Ay, ..., A\, son escalares distintos, entonces existen polinomios ¢;(z), ..., gx(x) llamados
polinomios de Lagrange que verifican ¢;(\;) = d;5, para todo i,j = 1,...,k (ver la seccién 7.1); luego

k k
G(T)=> a(X)P=> 6;Pi=P = Pi=q(T), Vi=1,..k O
j=1 j=1

Ejemplo 7.6.5. Sea T € E(R3) definida por T'(z,y,2) = (4o + z,2x + 3y + 22,z + 4z). Observar que es
T = Ly, siendo

4—t 0 1
= Xr{t)=| 2 3-t 2 |=—(t—3)>*t-5). (7.7)
1 0 4—t

A:

N

0
3
0

=N =

La multiplicidad algebraica de cada valor propio la obtenemos aplicando la parte 3 de la observacion 1.4.2,

MG(3) =3 —rango(A—31) =2, MG(5) =3 —rango(4 —5I) = 1.

2E] espectro de un operador es un concepto que se usa principalmente en dimensién infinita. En dimensién finita coincide
con el que definimos acé.
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Luego X7 escinde y vale MG(3) = MA(3) =2y MG(5) = MA(5) = 1; esto implica que T es diagonalizable
y que su descomposicién espectral es T = 3P;+5P5, siendo P3 y Ps las proyecciones asociadas a R3 = Es@ Fs.
Notar que estamos escribiendo P3 y Ps, en vez de P, y P», dado que para céalculos concretos esta notacion
es mds sugerente (es Im P3 = F3 y Im P; = Ej5). Los polinomios de Lagrange correspondientes a (3,5) son

x—5_ 1 r—3 1

Luego la proposiciéon anterior nos dice que las proyecciones P53 y P5 se obtienen mediante
1 1
P3:Q3(T):—§(T—5Id), P5ZQ5(T> = §(T—3Id).

Para obtener P y P5 explicitamente, observar que si B es la base canénica de R? y A es la matriz definida
en (7.7), entonces

1 1 1 1 0 1
Plg=—-(A-5)=-—[2 -2 2|, [Blg=-(A-3D==[20 2|. (7.8
2 2 2 10 1

Luego

xr—z zZ—T x4+ z z+x
P3($,y72):(2,y—$—2,2), P5($,y,2):<2,$+2,2>

Notar que obtuvimos las proyecciones sin tener que hallar los subespacios propios de T'. De hecho conociendo
las proyecciones podemos obtener los subespacios propios. Sabemos que es Im P3 = F3 y Im P5 = F5, luego
de las férmulas (7.8) deducimos

E3 =Im P3 = [(—1,2, 1), (0,2,0)], E5 =Im P5 = [(1,2, 1)]

Notar que los generadores anteriores son bases de los subespacios propios respectivos.

Operadores diagonalizables en bases ortonormales Lo que sigue es la version del teorema 7.6.1 para
operadores en espacios con producto interno.

Teorema 7.6.6 (Teorema espectral). Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Supongamos que
T € L(V) es un operador normal si k = C o autoadjunto si k = R. Entonces existen unicos A1, ..., \; € k
distintos y P, ..., P, € L(V) no nulos, tales que:

1. PP=P, =P Vi=1,... k.
2. PboP;j=0s11#j.

3. 1d=Y" P,

4. T=%F NP

Dem. Como T es normal si k = C o autoadjunto si k = R, entonces el teorema 3.4.10 implica que T es
diagonalizable en una base ortonormal.

Al ser T diagonalizable, entonces el teorema 7.6.1 implica que existen tinicos Aq,..., A\ € k distintos y
Py, ..., P, € L(V) no nulos, tales que se verifican las propiedades 1,2,3,4, salvo eventualmente la condicién
P; = P}, para todo i. Recordar que P,..., P, son las proyecciones asociadas a la descomposiciéon de V' en

suma directa de subespacios propios V = @le E),. Como T es normal (k = C o R), es E), L E,;, para
todo ¢ # j. Luego la proposicion 3.2.4 implica que las proyecciones P; son proyecciones ortogonales. Esto
concluye la prueba de la existencia. La unicidad se deduce inmediatamente de la unicidad en el caso clasico
(el caso de V sin producto interno y T un operador diagonalizable). O
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Observacion 7.6.7. SeaT € L(V) normal si k = C o autoadjunto si k = R. Sean Ay, ..., \x los valores propios
distintos de T y Pi,..., P, las proyecciones ortogonales sobre los subespacios propios correspondientes.
Recordar que a la descomposicién

T=MP + 4+ P
se le llama la descomposicién espectral de T'y a {1, ..., A\x} el espectro de T'. Recordar también que en la
Proposiciéon 1.22 probamos que cada P; es un polinomio en 7.

Corolario 7.6.8. Seak =C yT € L(V). Entonces T es normal si y solo si T* = p(T) para algin p € Clz].

Dem. SiT* =p(T) con p= 3" ,a;z", entonces
n . n . n .
T* OT:p(T) ol = (ZCLZTZ> ol = ZaiTH_l :TozaiTl = Top(T) :ToT*’
i=0 i=0 i=0

luego T' es normal.

SiT esnormal y T' = Zle A P; es la descomposicion espectral de T', entonces T* = Zle \ P
Como Ap,..., A, son distintos entre si, entonces la proposicién 7.1.2 implica que existe p € k[z] tal que
p(Ai) = A, Vi =1,..., k. Entonces aplicando la proposicién 7.6.3 obtenemos

k
pT)=>"p\)P=> NP=T" O
i=1 i=1

Observacion 7.6.9. El corolario anterior no requiere el teorema espectral, y se puede probar usando la matriz
asociada al operador en una base ortonormal de vectores propios, en vez de la descomposicién espectral. Sin
embargo lo ubicamos en este lugar por dos razones, una es para mostrar como se aplica el teorema espectral
y la otra es que requiere la evaluacién de polinomios en transformaciones lineales, que recién lo vimos en el
capitulo 5, que es posterior al de espacios con producto interno.

7.7. Movimientos rigidos

En esta seccién V es un espacio vectorial real no nulo con producto interno. En forma aniloga a lo que
sucede en R? y R3, el producto interno ( , ) induce una norma || ||, y esta induce una distancia d entre
los puntos de V', definiendo d(p,q) = ||p — ¢||, para todo p,q € V. Estudiaremos las funciones de V' en V
que preservan esta distancia, poniendo énfasis en los casos en que V es el plano R? o el espacio R3. Como
siempre el producto interno en estos ultimos es el producto escalar.

Definicién 7.7.1. Un movimiento rigido (abreviadamente movimiento) en V es una funcién M : V — V
que preserva la distancia, es decir, que verifica ||M(u) — M (v)|| = |ju — v||, para todo u,v € V.

Ejemplos 7.7.2. 1. La funcién identidad claramente es un movimiento.

2. Una traslacion es una funcién 7, : V' — V de la forma 7,(p) = p+ v, para todo p € V, donde v € V es
un vector fijo. Notar que 7, es una funcién invertible con inversa 7, ! = 7_,. Es facil de probar que
toda traslacion es un movimiento.

3. SiT :V — V es una isometria (es decir, T es una transformacién lineal que verifica (T'(u),T(v)) =
(u,v), para todo u,v € V), entonces T preserva la norma (proposicién 3.5.3) y por lo tanto

1T (uw) =Tl = [T(u—=0)| = [lu—-vl, Yu,veV.

Luego toda isometria es un movimiento.
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Ademsds de las traslaciones, en el plano y el espacio existen otros movimientos que describiremos a
continuacién. En las rotaciones se asume que el angulo de giro es tomado en sentido positivo.

Ejemplos 7.7.3. 1. Movimientos en el plano.

a) Rotacion de centro en un punto p € R? y dngulo # € R. A la rotacién de centro p y dngulo 7 se
le llama simetria central de centro p. Notaciones: R, 9y Cp = R r.

b) Simetria azial de eje la recta | C R2. Notacién: S;.

c) Simetria deslizante o antitraslacion T, o S}, siendo v paralelo a .
2. Movimientos en el espacio.

a) Rotacién de eje la recta | C R3 y dngulo 6 € R. Notacién: Ry g.

b) Movimiento helicoidal T, o R g, siendo v paralelo a .

d

e

)
)
¢) Simetria especular respecto al plano P C R3. Notacién: Sp.
) Simetria deslizante T, o Sp, siendo v paralelo al plano P.
)

Simetria rotacional R;g o Sp, siendo [ ortogonal al plano P.
Observaciones 7.7.4. Respecto de los movimientos en el plano y en el espacio.

1. Una traslacién de vector nulo es la funcién identidad, y lo mismo sucede con una rotacién de angulo
nulo, tanto en el plano como en el espacio. Luego en el plano una simetria axial es un caso particular
de simetria deslizante.

2. Consideremos movimientos del espacio. Una simetria especular es un caso particular de simetria desli-
zante o rotacional. Una simetria axial es una rotacién de angulo 7. Una simetria central es una simetria
rotacional de angulo 7.

Proposicion 7.7.5. La composicion de movimientos es un movimiento.

Dem. Sean My, My movimientos en V' y u,v € V. Entonces
[(Mz 0 My)(u) — (Ma o My)(v)|| = || Ma(Mi(u)) — Ma(Mi(v))|| = [Mi(u) = Mi(v)]| = [lu—v]. O

Proposicién 7.7.6. Todo movimiento M en 'V se escribe de forma unica como M(v) = T(v)+vg para todo
v €V, donde vy es un vector fijo y T € L(V) es una isometria. Luego los movimientos de V' se obtienen
componiendo isometrias con traslaciones.

Dem. Para probar la unicidad, notar que si vg € V 'y T' € L(V) son tales que M (v) = T'(v) + v, para
todo v € V, entonces tomando v = 0 deducimos que es vg = M (0) y por lo tanto despejando 71" obtenemos
T(v) = M(v) — vy = M(v) — M(0), para todo v € V. Luego vy y T quedan determinados por M.

Prueba de la existencia de la descomposicién. Sea vy = M(0). Definimos una funcién 7' : V. — V
mediante T'(v) = M (v) — vg, para todo v € V. Luego M (v) = T'(v) + vo para todo v € V. A continuacién
probaremos las siguientes afirmaciones.

1. |T(u) = T(v)|| = ||u — v||, para todo u,v € V;
2. | T()|| = ||v||, para todo v € V;

3. (T(u), T(v)) = (u,v), para todo u,v € V;
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4. T(au+v) = aT(u) + T'(v), para todo a € R, u,v € V. Es decir, T es lineal.

Notar que de las dos ultimas afirmaciones se obtiene que T es una isometria, lo cual completa la prueba de
la proposicion. La prueba de las dos primeras afirmaciones es la siguiente.

I7u) = T()]| = || (M(w) = v0) — (M(v) = v0)|| = M () = M(w)|| = [[u— o],
) = [M(0) = voll = [0) = MO = o= 0] = .

Para probar la tercera, observar que de la férmula (2.2) se deduce que para todo u,v € V vale
lu =2 = [lul® + [[v]]* = 2(u,0) = (u,0) =3 {IIUH2 ol = flu —ol?} - (7.9)

Luego de (7.9) y las dos primeras afirmaciones se deduce la tercera. Para probar la cuarta usamos (7.9) y
las tres afirmaciones anteriores. Sean u,v € V y a € R, entonces

HT au +v) — (aT'(u) + )HQ—
H( au + v) Tv)—aT H
= |T(au+v) = T()|* + [laT (u)|[* = 2(T(au + v) — T(v), aT (u))
= [[(au +v) — vl + a?|T(u)[|* — 2a((T(au + v), T(w)) — (T(v), T(u)))
= llau|® + a*|jul|* — 2a({au + v, u) — (v,u)) = 0.
Luego HT(au +v) — (aT(u) + T(v )H = 0 y esto equivale a la afirmacién 4. O

Aplicacién 7.7.1. En R? las isometrias son los operadores de la forma L, en que A € My(R) es ortogonal.
Luego los movimientos en R? son las funciones M : R? — R? de la forma

M(z,y) = (ax + by + m, cx +dy +n), V(z,y) € R2,

en que (“ g) es una matriz ortogonal y m,n € R son arbitrarios. En forma andloga se describen los movi-

mientos en R™, para todo n.

Para operar con movimientos escritos de la forma M = 7T, o T es util la siguiente proposicién. En la
misma no es necesario que los operadores sean isometrias.

Proposicién 7.7.7. Sean v,vi,vo € V y T,T1,To € L(V). Valen las siguientes relaciones.
1. SiveV yTeL(V), entonces T o Ty = Trw)yoT
2. My =Ty, 0Ty y My =Ty, oTh, entonces My o My = Ty o (Ty 0Th), siendo u = vy + T1(v2).
8. 8i M =T,0T yT es invertible, entonces M es invertible y M~ = Ty, 0o T™1, siendo w = —T(v).
Dem. La prueba de la primera igualdad es la siguiente.
(ToTo)(@) = T(To(@) = T(@ +v) = T(x) + T(v) = Tag) (T(@)) = (Trwy 0 T)(), Va € V.
Usando esa férmula se obtienen las otras dos.

M1 o MQ = 7;)1 ¢} T1 o 7;2 o T2 = 7;1 o 7}1(02) (¢] T1 o T2 = 7;)1+T1(v2) o) (Tl o Tg),
M= (Ty o T)fl =T"'o (’7;)71 =T loT_, = T_r-1(v) © 77! O
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Observacion 7.7.8. Si M = T, oT es un movimiento y a T le llamamos la parte lineal de M, entonces la
proposicién anterior muestra que la parte lineal de la composicién de dos movimientos es la composicién de
sus partes lineales, y la parte lineal de la inversa de un movimiento es la inversa de su parte lineal.

En lo que sigue asumiremos que V es de dimensién finita.
Proposicion 7.7.9. Los movimientos en V forman un grupo respecto a la composicion.

Dem. Ya sabemos que la composiciéon de movimientos es un movimiento y que la identidad también
lo es, luego lo Unico que nos resta probar es que si M es un movimiento, entonces M es una funcién
invertible y su inversa M ! también es un movimiento. Sabemos que es M = T, o T, para cierto v € V
y cierta isometria T € L£(V). Como V es de dimensién finita, entonces T es invertible y 7-1 también es
una isometria (observacién 3.5.7). Luego aplicando la proposicién anterior obtenemos que M = T, o T es
invertible y M ~! = T, 0T~ 1, siendo w = —T~1(v), lo cual implica que M ! es también un movimiento. [J

De ahora en adelante las bases son bases ordenadas. Recordar que si B y C son bases de V', entonces
g[ld]c es una matriz invertible y por lo tanto det g[Id]c # 0,

Orientacién. En las rotaciones, tanto del plano como del espacio, es necesario fijar un sentido de giro
como positivo, para poder indicar hacia dénde estamos girando. Pensando en esto introducimos la siguiente
definicién.

Definicién 7.7.10. Sean By C bases de V. Si det g[Id]¢ > 0, entonces B y C tienen la misma orientacion
y si det g[Id]¢ < 0, entonces tienen distinta orientacion.

Observaciones 7.7.11. 1. Tener la misma orientacion es una relacién de equivalencia en el conjunto de
las bases de V. Esto se prueba facilmente usando las férmulas siguientes

det g[ld|]g = det I =1; (det B[Id]c)_l = det¢[Id]p; det g[Id]c - det¢[Id]p = det g[ld]p.

2. Si B = {v1,v9,...,v,} es una base de V, entonces B°? = {—vy,va,...,v,} es otra base de V' y vale
det g[Id]ger = —1. Luego B y B°P tienen distinta orientacion.

3. Sea B una base de V fija y consideremos B°P como en el {tem anterior. Si C es otra base, entonces
det por [Id]¢ = det gop [Id]s - det g[Id)¢c = — det g[Id]c.

De acad deducimos que necesariamente es det g[Id]c > 0 o det gop[Id]¢ > 0 y por lo tanto C tiene la
misma orientacién que B o que B°P. Luego hay exactamente dos orientaciones en V.

Un espacio orientado es un espacio V en el cual hemos hecho una eleccion de una de sus dos orientaciones.
Las bases que tienen esa orientacién decimos que tienen sentido positivo y las otras que tienen sentido
negativo. En R™ conveniremos que el sentido positivo es el de la base canénica; luego en R? el sentido
positivo es el antihorario (de e; a es), mientras que en R? viene dado por la regla de la mano derecha:
cerrando esa mano de e a eg, el pulgar apunta en la direccion de es.

Observacion 7.7.12. En lo que sigue veremos que esta definicién refleja la idea intuitiva que tenemos de
orientacién. Empezamos con el caso de R%. Es facil de probar que una base y la correspondiente base
“normalizada” (obtenida dividiendo cada vector por su norma) tienen el mismo sentido, asi que podemos
restringirnos a bases normalizadas. Sea B = {f1, f2} una base tal que ||fi]| = || f2]| =1 y sea C = {e1,e2} la
base candnica. Como fi, fo son versores, entonces estan en el circulo de radio 1 centrado en el origen y por
lo tanto existen «, 5 € [0, 27] tales que f1 = (cosa,sena) y fa = (cos 3,sen ). Luego

cosa cospf

det c[Id]s = sena sen 3

=cosasenf — cos fsena = send,

107



siendo # = B — « el dngulo entre f; y fo. Supongamos que es 8 > a y por lo tanto 0 < 6 < 27. Entonces
B es una base positiva si 0 < § < 7 y es negativa si 7 < 0 < 2. Es decir que B = {fi, fa} es positiva si el
angulo de f1 a fo (medido en sentido antihorario) es menor que 7 y es negativa en caso contrario. El caso
B < « se deduce del anterior, dado que las bases B = {f1, fo} y B = {f2, f1} tienen distinto sentido.

A continuacién esbozamos el caso de R3, dejando los detalles para el lector. Sean B = { f1, f2, f3} una base
formada por versores y C = {ej, €2, €3} la base canénica. Sea B = {g1, g2, g3} la base obtenida rotando la base
B de forma tal que el subespacio generado por g; y go coincida con el plano xy. Las rotaciones preservan
el sentido del despacio (ver mas adelante la proposicién 7.7.20), luego B y Bj tienen el mismo sentido.
Consideremos Bz = {g1, g2, e3}. Es claro que Bs es una base y si g3 = (a,b, ¢), entonces det(g,[Id]z,) = c.
Como C es la base candnica y gs es un versor, entonces ¢ = cos 8, siendo 0 < 6 < 7 el anigulo entre e3 y g3.
Luego B1 y Bo tienen el mismo sentido si y solo si g3 esta “del lado de arriba” del plano zy. Supongamos
que estamos en ese caso y por lo tanto B y By tienen el mismo sentido. Si g1 = (z1,%1,0) y g2 = (22,¥2,0),
entonces det(c[Id]g,) = |1 v |- Luego det(c[Id]s,) coincide con el determinante de la matriz de cambio de
base de {g1,92} a la base canénica de R?, pensando {g1, 92} C R%. Luego, asumiendo que g3 estd del lado
de arriba del plano xy, obtenemos que B (y por lo tanto B) es una base positiva si y solo si {g1, g2} es una
base positiva de R?. Esto coincide con la “regla de la mano derecha” descrita anteriormente.

Isometrias directas e indirectas. De ahora en adelante fijamos una orientacion en V.

Observacion 7.7.13. Sea T € L(V) una isometria. Recordar que el determinante de T se define mediante
det T := det([T]B, siendo B una base cualquiera de V' (esto no depende de la eleccién de la base). Notar que
si B es una base de V, entonces g[ld|z(z) = [T]s. Luego det [ld]r(z) = det T', para toda base B de V.

De la observacion anterior se deduce el siguiente resultado.
Proposicién 7.7.14. Si T € L(V) es una isometria, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. detT >0 (detT < 0).
2. Existe una base B de V' tal que T'(B) tiene la misma (distinta) orientacion que B.

3. Para toda base B de V' se cumple que T'(B) tiene la misma (distinta) orientacion que B. O
En base a la proposicién anterior damos la siguiente definicién.

Definicién 7.7.15. Sea T' € L£(V) una isometria. Si det7" > 0 entonces diremos que 7' es una isometria
directa y si det T' < 0 entonces diremos que T' es una isometria indirecta.

Por la proposicién anterior sabemos que 1" es directa si y solo si preserva la orientacion de V', es decir,
lleva bases positivas en positivas y negativas en negativas. Andlogamente, T" es indirecta si y solo si invierte
la orientacion de V, es decir, intercambia las bases positivas con las negativas.

Si M es un movimiento de V' y lo escribimos de la forma M (v) = T'(v) 4 vg, donde vy es un vector fijo y
T € L(V) es una isometria, entonces diremos que M es un movimiento directo o indirecto de acuerdo a que
T sea una isometria directa o indirecta, respectivamente.

Proposicion 7.7.16. Los movimientos directos forman un subgrupo del grupo de los movimientos. Es decir,
la identidad es un movimientos directo, el inverso de un movimiento directo es también un movimiento
directo y la composicion de movimientos directos es un movimiento directo.

Dem. Es claro que la identidad (que es una isometria) es un movimiento directo. Las propiedades del
determinante implican que la composicién de isometrias directas es una isometria directa y que lo mismo
ocurre con la inversa de una isometria directa. Luego usando las férmulas de la proposicién 7.7.7 deducimos
que lo mismo ocurre con los movimientos directos. O

Observacion 7.7.17. Las traslaciones siempre son movimientos directos (independientemente de la orienta-
cién elegida).
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Movimientos en el plano y el espacio. En lo que sigue clasificaremos los movimientos en el plano y
en el espacio. Para ello, por la proposicién 7.7.6 alcanza con determinar las isometrias de R? y R?, y los
resultados de componer esas isometrias con las traslaciones. La identificacion de los movimientos directos se
obtiene aplicando la proposiciéon 7.7.14. Recordar que si T' es una isometria en R”, entonces detT' = +1.

Movimientos en el plano.

Proposicién 7.7.18. Si T es una isometria de R?, entonces T es una rotacién si det T = 1 o una simetria
axial si detT = —1.

Dem. Sea T € E(]RQ) una isometria. Sabemos que es T = L4, siendo A = (‘é Z) una matriz ortogonal.
Ademds det A = det T = +1.

Supongamos det A = 1. Sabemos que las columnas de A forman una base ortonormal de R?, luego (b, d)
es ortogonal con (a,c). Como (—c,a) es no nulo y también es ortogonal con (a,c), deducimos que existe
k € R tal que (b,d) = k(—c,a). La condicién det A = 1 junto con 1 = ||(a,c)||* = a® + ¢? implican k = 1,
luego (b,d) = (—c,a). Como a? + ¢ = 1, entonces existe un tinico a € [0,27) tal que a = cosa y ¢ = sen a.

Luego
A— (@ —¢)_ (cosa —sena
“\¢ a) \sena cosa
y por lo tanto T es la rotacién de centro en el origen y dngulo a.
Sidet A= —1, es Xp(t) = t? — (a + d)t — 1, luego su discriminante es positivo y por lo tanto tiene dos

raices reales cuyo producto es —1. Como los valores propios de A solo pueden ser +1, deducimos que existe
B = {w1,wy} base ortonormal de R? que verifica

T(w1) =wi, T(wz) = —ws.
Luego T es la simetria axial de eje el subespacio [w;]. O

Corolario 7.7.19. Todo movimiento del plano es una traslacion, rotacion, simetria azxial o simetria desli-
zante. Los directos son los dos primeros.

Dem. Por la proposicién 7.7.18 sabemos que las isometrias del plano son rotaciones con centros en el
origen o simetrias axiales con ejes que pasan por el origen. Luego los movimientos del plano se obtienen
componiendo traslaciones con esas rotaciones o simetrias axiales. La descripcién final se obtiene observando
que la composicién de una rotacién con una traslacién da otra rotacién con centro trasladado (a menos que
la rotacién sea la identidad, en cuyo caso da una traslacién) y la composicién de una traslacién con una
simetria axial da una simetria axial si el vector de traslacion es ortogonal al eje de la simetria axial o una
antitraslaciéon en caso contrario. O

Movimientos en el espacio.

Proposicién 7.7.20. Si T es una isometria de R3, entonces T es una rotacion si detT = 1, o una simetria
especular o rotacional si det T = —1.

Dem. Como el polinomio caracteristico de T" es de grado 3, entonces el teorema de Bolzano implica que
tiene alguna raiz real A. Sea vy un vector propio de T' correspondiente a A y W = [’UQ]J_. Es facil de probar
que W es T invariante, luego Ty € L(W) y dim W = 2.

Si C = {w1,ws} es una base de W, entonces B = {vg, w1, ws} es una base de R? y

A 00 b

Tla=(0 o 0. [T|W1c=<j§ d).
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esto implica detT = Adet(T|w). Como T es una isometria sabemos que valen A = +£1 y detT = +1.
Discutiremos segun estas posibilidades.

1. SidetT'=1y A =1, es det(T|w) = 1; luego T|w es una rotacién en el plano W' y por lo tanto T es
una rotacién en el espacio de eje [vg].

2. SidetT' =1y A= —1, es det(T|wy) = —1; luego T'|w es una simetria axial de eje [up] en el plano W
y por lo tanto T' es una simetria axial en el espacio con eje [ug], que es lo mismo que una rotacién de
eje [ug] y dngulo 7.

3. SidetT =—1y A=1, es det(T|w) = —1; luego T'|w es una simetria axial de eje [ug] en el plano W
y por lo tanto T" es una simetria especular respecto al subespacio [vg, ug].

4. SidetT = -1y A= —1, es det(T|w) = 1; luego T'|y es una rotacién en el plano W y por lo tanto T'
es una rotacién en el espacio de eje [vg] compuesta con una simetria especular respecto a W. O

Observacion 7.7.21. Considerando el espacio, notar que toda traslacién 7, se puede factorizar de la forma
Ty = Sp, 0 Sp,, siendo P; y P2 dos planos paralelos que distan entre si ||v/2]|. Andlogamente, toda rotacién
R; ¢ se puede factorizar de la forma R; g = Sp, o Sp,, siendo P; y P2 dos planos que se cortan en ! y forman
un angulo 0/2. Estas descomposiciones se usan en la prueba siguiente.

Corolario 7.7.22. Todo movimiento del espacio es una traslacion, rotacion, movimiento helicoidal, simetria
especular, simetria deslizante o simetria rotacional. Los directos son los tres primeros.

Dem. Sabemos que si M es un movimiento del espacio, entonces es M = T, o U, siendo U una isometria
de R3. La proposicién 7.7.20 nos determina todas las posibilidades para U. Consideremos primero el caso
U = Ryg. Si v es paralelo a [, entonces M es un movimiento helicoidal. Si v es ortogonal a [, entonces es
facil de probar que M es una rotacién M = Ry g, siendo !’ una recta paralela a [. En el caso general con v
no ortogonal a [, escribimos v = v 4+ vg, con 0 # v; paralelo a [ y v9 ortogonal a [. Luego

M =TyoRi9=Tp4vs ©Rig=Tp, ©To, 0 R1g =Ty, o Ryg.

con !’ paralela a [ y por lo tanto a v. Luego M es un movimiento helicoidal.

Consideremos ahora el caso en que U = Sp, siendo P un plano que pasa por el origen. Si v es ortogonal
a P, entonces es facil de probar que es M = Sp/, siendo P’ un plano paralelo a P. Si v es paralelo a
P, entonces M = T, o Sp es una simetria con deslizamiento. En el caso general con v no ortogonal a [,
escribiendo v = v; + v2 como antes obtenemos que es M = Ty, o S;D, con v paralelo a P/, luego M es una
simetria con deslizamiento.

El caso que nos resta es cuando U = R; 9 o Sp = Sp o [} ¢ es una simetria rotacional. Si v es ortogonal
a P, entonces es facil de probar que es M = Sp/ o Ry g, siendo P’ un plano paralelo a P; luego M es una
simetria rotacional. Si v es paralelo a [, entonces es M = T, 0 Rj g0 Sp = Ry go Sp, luego M es también una
simetria rotacional. Por el mismo argumento de antes, si v es genérico, entonces escribiendo v = vy + v, con
v1 paralelo a | y v9 ortogonal a [, deducimos que M es una simetria rotacional. O

7.8. Cobnicas y cuadricas

En esta seccion veremos la clasificacién de las cénicas en el plano y de las cuddricas en el espacio. El
producto interno es el producto escalar.
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Empezamos con una definicién general.

Definicién 7.8.1. Una cuddrica en R” (n > 2) es un conjunto de la forma
§= {(xla"wxn) eER™: p(mla"wxn) :0}
donde p es un polinomio en n-variables de grado 2. Cuando n = 2 se dice que S es una cdnica.

A nosotros nos interesa describir las cénicas en el plano R? y las cuddricas en el espacio R?. En lo que
sigue asumimos cierta familiaridad con las cénicas, por lo que no entraremos en mucho detalle de las mismas.

Ejemplo 7.8.2. Ejemplos de coénicas.

2

1. Circunferencia: x> + y?> = 2, r > 0 es el radio.

2. Elipse: i—z + %j =1, a,b > 0. Notar que la circunferencia es un caso particular de elipse.
Hipérbola: 2—; — Z—j =1,a,b>0.

Pardbola: y = ax® + bx + ¢, a,b,c € R, a # 0.

A

Dos rectas paralelas: 2> +2zy +1y> —1=0 < (z+y+D(z+y—1)=0.
6. Una recta doble: 42% +4xy+y? —4x —2y+1=0 < (2x+y-—1)2=0.
Ejemplo 7.8.3. Ejemplos de cuéddricas.
1. Esfera: x> + y? + 22 = 1.
2. Cono circular: 2% + 3% — 22 = 0.
3. Paraboloide: z = 2% + y°.
4. Dos planos secantes: 22 +2xy +y? — 22 =0 & (zv+y+2)(z+y—2)=0.

Observacion 7.8.4. Las cénicas en el plano son curvas y las cuddricas en el espacio son superficies. A estas
ultimas también se les llama superficies cuddricas.

A continuacién veremos algunas propiedades generales de las cuddricas en R™ y luego nos restringiremos
a las coénicas y las cuddricas.

Si en un polinomio de grado 2 separamos los términos de grado 2, 1 y 0, entonces siempre lo podemos
escribir de la forma siguiente
n n
p(z1, ..., xn) = Z aii:p% + Z 2a;x;x5 + Z b;z; + c.
i=1 1<i<j<n i=1
La funcién @ : R™ — R definida por ®(z1,...,2,) = Y iy aii$?+21§i<j§n 2a;jz;x; es una forma cuadrética
que puede describirse mediante ®(X) = X*AX, para todo X € R, siendo A = (a;j) € M,(R) una matriz
simétrica y X = (x1,...,x,) escrito en forma de columna. Usando el producto escalar (, ), podemos escribir

O(X) = (X,AX) = (AX,X), VX eR".

Notar que al ser A una matriz simétrica, entonces vale (X, AY) = (AX,Y), para todo X,Y € R". De la
misma forma es ;" | bjz; = (B, X), siendo B = (by,...,by). Luego una cuddrica en R™ es un conjunto de
la forma

S={XeR": (AX,X)+ (B, X)+c=0},
siendo A = (ai;) € M,(R) una matriz simétrica no nula, B = (by,...,b,) un vector de R™ y ¢ un escalar.
En lo que sigue asumiremos siempre que S estd descrita de la forma anterior.
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Definicion 7.8.5. Una cuddrica S se dice no degenerada si lo es la forma cuadratica asociada @, es decir
si det A # 0. Decimos que Xy € R? es un centro de S si verifica 24X, + B = 0.

Observaciones 7.8.6. 1. La cuddrica & es no degenerada si solo si lo es su forma cuadratica ®.

2. Si S es no degenerada, entonces tiene un tnico centro Xg = —%A_IB. En caso contrario S puede tener
infinitos centros o no tener ninguno (ver el ejemplo 7.8.12).

El siguiente resultado muestra que los centros definidos arriba son centros de simetria de la cuddrica.

Proposicién 7.8.7. Sea S una cuddrica que admite un centro Xg. Si un punto estd en S, entonces su
simétrico respecto a Xo también estd en S.

Dem. Supongamos X; € S, luego X verifica
<AX1,X1> + <B,X1> +c=0.

Observar que si X es el simétrico de X7 respecto a X, entonces Xy = %(Xl + X2), luego Xo = 2Xy — X;.
Calculando obtenemos

(AXo, Xo) + (B, X2) + ¢ = (A(2Xo — X1),2X — X1) + (B,2Xo — X1) + ¢

= (24X — AX1,2Xo — X1) + (B,2Xo — X1) + ¢

= (2AXo — AX1 + B,2Xy— X1)+¢

(—AX1,2X0 — X1) +c= —(AX1,2X0) + (AX1, X1) + ¢

= _<X172AX0> + <AX17X1> +c= <XlaB> + <AX17X1> +c¢=0.

Luego (AX2, X2) + (B, X2) + ¢ =0y por lo tanto X5 esta en S. O

A continuacion probaremos que si una cuadrica S tiene un centro Xy, entonces trasladando el origen de
coordenadas a X obtenemos que la ecuacién que define a S expresada en las nuevas coordendas carece de
su parte lineal.

Proposicion 7.8.8. Sea S una cuddrica que admite un centro Xo. Consideremos el cambio de variables
X = X + Xy (traslacion de ejes). Entonces la ecuacion que define a S en las nuevas coordenadas es

(AX,X)+d =0, (7.10)
siendo d = (AXo, Xo) + (B, Xo) + ¢
Dem. Operamos,

(AX, X) + (B, X) + (X + X0), X 4+ Xo) + (B, X + X)) + ¢
X+AX0,X+X0>+<B,X+XO>+C
X) + (AX, Xo) + (AXo, X) 4+ (AXo, Xo) + (B, X) + (B, Xo) + ¢
X) + (X, AXo) + (X, B) + (X, AXo) + (AXy, Xo) + (B, Xo) + ¢
X> (X,2A4X0 + B) + (AXo, Xo) + (B, Xo) + ¢
, X)

= (A(
=(4
= (AX
=(4
=(4
=(A + d, siendo d = (A Xy, Xo) + (B, Xo) + c.

><:z I><:z §><:z

Luego a (AX, X) + (B, X) + ¢ = 0 le corresponde (AX, X) +d = 0. O
Observacion 7.8.9. En la férmula (7.10) vale d = 0 si y solo si el centro X estd en S.

En lo que sigue aplicaremos lo visto anteriormente para determinar cémo son las cénicas y las cuddricas.
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Cénicas Una conica es un subconjunto de R? de la forma
C={(zy) e R%: ax2+by2+20xy+dx+ey+f20},
siendo a, ..., f nameros reales tales que a, b, c no son todos nulos. En la notacion anterior es
C={XeR?: (AX,X)+(B,X)+ f=0},
siendo X = (;), A=(¢%) yB= (Z)

Teorema 7.8.10. Si una conica C no es el conjunto vacio ni estd formada por un solo punto, entonces es
una elipse, hipérbola, pardbola, dos rectas o una recta doble.

Dem. Mantenemos para C las notaciones de arriba. La matriz A es simétrica real, luego existe una
matriz ortogonal @ tal que Q'AQ = D, siendo D = < o /\0 ) una matriz diagonal cuyas entradas diagonales

son los valores propios de A.

Supongamos det A # 0. Sea (z9,y0) € R? el (tinico) centro de C. Si realizamos el cambio de variable
(z,y) = (Z,7) + (z0, yo), entonces la proposicién 7.8.8 nos dice que la ecuacién de C queda en

C: (AX,X)+g=0.

siendo g = az?+ by +2czoyo +dzo+eyo+ f. Explicitamente esa ecuacion se escribe az 24 by +2cig+g = 0.
Ahora realizamos el cambio de variable X = QX Como ( es una matriz ortogonal, entonces este cambio
de variables corresponde a una rotacién de ejes si detQ = 1 o a realizar una simetria axial a los ejes si
det Q = —1. Operando obtenemos (AX, X) = (AQX,QX) = (Q'AQX,X) = (DX, X). Luego la ecuacién
de C queda

C: (DX,X)+g=0.

Siendo D = (Aol /\02 ), si escribimos X = (Z,7), entonces la ecuacién de C queda
C: M2+ ig?+g=0.

Consideremos primero el caso g = 0 (C contiene su centro). La ecuacién de C es \2? + Ao = 0. Si
sg A1 = sg Ag, entonces C estd formada solo por un punto (que es su centro). Si sg A\; # sg Ag, entonces
podemos escribir la ecuacién de C de la forma

% —K*)? =0 <  (hi—kg)(hi+kj) =0
Luego C es la unién de dos rectas que se cortan en el centro de C.
Consideremos ahora el caso g # 0. La ecuacién de C se puede escribir de la forma
—A —-A
()7 ()
g g

Sisg A1 = sg Ay = sg g, entonces C es el conjunto vacio. Si sg A\ = sg Ay # sg g, entonces C es una elipse.
Si sg A1 # sg Ao, entonces C es una hipérbola.
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Supongamos ahora det A = 0. Luego A2 = 0 y al ser A # 0, deducimos que uno y solo uno de Aq, Ay
es nulo. Supongamos A\ # 0y Ay = 0 (el otro caso es andlogo intercambiando las variables).
Razonando como antes, si escribimos

C: (AX, X)+ (B, X))+ f=0,
vy hacemos el cambio de variables X = QX , entonces

(AX, X) + (B, X) + f = (AQX,QX) + (B,QX) + [ = (Q"AQX, X) + (Q'B,X) + f
= <DX,X> + <B>X> + f, siendo B = QtB

Como es D:()blg

), entonces probamos que realizando el cambio de variables (gy”) = Q(Z) obtenemos
C: ME?+ B+ B+ f=0,

siendo (g;) =Q! (Z;) Si Bs # 0, entonces C es una parabola. Si S = 0, entonces la ecuacién de C queda

C: ME*+ B+ f=0,

Consideremos el discriminante A = 82 — 4\;f. Si A > 0, entonces C son dos rectas paralelas de ecuaciones

T = %. Si A = 0, entonces C es una recta (doble) de ecuacién & = —% y si A < 0, entonces C es el

conjunto vacio. Esto concluye la clasificacién de las cénicas en el plano. O

Observacion 7.8.11. En el caso no degenerado en el cual hay un solo centro, la conica es una elipse, hipérbola
o dos rectas que se cortan. Mientras que los casos en que hay degeneramiento son los de la parabola, que no
tiene centros, y los de dos rectas paralelas o una recta doble, que tienen infinitos centros.

Cuéadricas Una cuddrica o superficie cuddrica en R3 es un conjunto de la forma
S = {(m,y,z) ER3: a2 +tany?+as®+2a2y+2a1322 +2a3yz + b1z +boy+byz4c= O},

a1l a2 Q13
siendo A =1 a2 a9 ao3 # 0y b1,b9,b3,c € R. Como en el caso general, escribimos
a13 Qa3 as3

S={XeR: (AX,X)+ (B, X)+c=0},
siendo B = (b1, b2,b3) vy X = (z,v, 2).
Ejemplo 7.8.12. Los siguientes son ejemplos de superficies cuadricas.
Cuadricas con un solo centro.
1. Hiperboloide de una hoja: ’;—; + %—j -5 =1
2. Hiperboloide de dos hojas: a—z -

3. FElipsoide: z—z + %z + j—i =1.

2

R T
4. Cono.a—Q—i—b—Q—c—z—O.

Cuadricas sin centro.
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L. Paraboloide eliptico: z = 75 + %;.

2. Paraboloide hiperbolico: z = % —
a

kSR

3. Cilindro parabdlico: z = %
a

Cudadricas con un eje de centros.

1. Cilindro eliptico: %25 + ?;72 =1.

2. Clilindro hiperbdlico: % — %; =1

3. Dos planos secantes: Z’—; — z— =0 (% — % =0y % + % =0).

4. Una recta (doble): ‘272 + 2'572 =0 (z=0ey=0).

Cuadricas con un plano de centros.

»

L. Dos planos paralelos: 7z =1 (z =ay z = —a).
2. Un plano (doble): 2—2 =0 (z=0).

Las ecuaciones anteriores se llaman las ecuaciones reducidas de las cuadricas.

Las figuras siguientes fueron tomadas de la revista digital costarricense Matemdtica, Educacion e Inter-
net, dependiente del Tecnolégico de Costa Rica (TEC).
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Figura 7.2: Elipsoide y cono.

Figura 7.3: Paraboloide eliptico e hiperbdlico.
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Teorema 7.8.13. Si una cuddrica S no es el conjunto vacio ni estd formada por un solo punto, entonces
coincide con una de las descritas en el ejemplo 7.8.12, a menos de trasladar, rotar o intercambiar los ejes
de coordenadas o simetrizar respecto a un plano coordenado.

Dem. Supongamos que la ecuacion de S es
S: (AX, X))+ (B,X)+c=0,

siendo 0 # A € M3(R) simétrica, B € R3 y ¢ € R. Como A es simétrica, entonces existe Q € M3(R) matriz
ortogonal tal que Q'AQ = D, siendo

A 00
D=| 0 X 0 |eMsR).
0 0 X3

Observar que A1, A2 y A3 son los valores propios de A y det(A) = A1 A2 As.

Empezamos el estudio discutiendo segin det(A) es o no cero.

Caso 1. det(A) # 0 (S no degenerada). La matriz A es invertible, luego S tiene un tnico centro Xy € R?.
Realizamos el cambio de variables X = X + X (traslacién de ejes), luego la proposicién 7.8.8 implica que
la ecuacion de S respecto a las coordenadas X es

S: (AX,X)+d=0.

siendo d = (AX, Xo) + (B, Xg) + ¢. Realizamos el cambio de variables X = Q@ X. Como Q es una matriz
ortogonal, esto corresponde a realizar un giro de ejes si det(@)) = 1 o un giro de ejes seguido de una simetria
especular si det(Q) = —1 (ver la proposicién 7.7.20). Si X = (2,9, 2), entonces

(AX,X) = (AQX,QX) = (Q'AQX, X) = (DX, X) = Ma? + Xojj? + A322.
Entonces la ecuacién de S respecto a las coordenadas &, § y 2 es
St M2+ Xg? + X322 +d=0. (7.11)
Consideremos primero el caso en el cual d = 0 (S contiene su centro).
1. Si A1, A2 y A3 tienen el mismo signo, entonces S es un punto (S = {Xp}).
2. Si A1, A2 ¥ A3 no tienen el mismo signo, entonces S es un cono.
Consideremos ahora el caso en que d # 0. Observar que la férmula (7.11) se puede escribir

—)\1 ~2 —/\2 ) _)\3 ~2
d xr° + p Y-+ d 25 =

Luego a menos de intercambiar &, § y 2 tenemos los casos siguientes:

S: 1.

1. Si A1, A2, A3 y d tienen el mismo signo, entonces S es el conjunto vacio.
2. Si A1, A9, A3 tienen el mismo signo y este signo es distinto del signo de d, entonces S es un elipsoide.
3. Sisg A1 =sg Ay #sg A3 =sg d, (sg es el signo) entonces S es un hiperboloide de una hoja.

4. Sisg A1 =sg Ay # sg A3 # sg d, entonces S es un hiperboloide de dos hojas.
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Caso 2. det(A) = 0. Realizamos primero el cambio de variables X = QX. Entonces
(AX, X) + (B, X) + ¢ = (AQX,QX) + (B,QX) + ¢ = (Q"AQX, X) + (Q'B, X) + ¢
= (DX, X)+(Q'B,X) +ec.

x p1 b1
Sean X =| ¢ | y| B | =Q'| by |.Entonces la ecuacién de S respecto a las coordenadas Z, § y Z es
z B3 b3

St ME% 4+ Aof? + A3+ B1E + Bof + B3 + ¢ = 0.

Observar que A # 0 implica que no puede ser A\ = Ay = A3 = 0; luego a menos de intercambiar los ejes

tenemos dos posibilidades: A\ Z0, Ao = A3 =0y A1 # 0, Aa #0, A3 =0.

Caso 2.1. A\ #0, A2 =X3=0. Es
St MF2+ B3 + Bof + BsZ +c = 0.

Caso 2.1.1. 5 =3 =0. Es:
S: ME 4 1@ +c=0.

Sea A = 2 — 4\ c. Tenemos las siguientes posibilidades:
1. Si A <0, entonces S es el conjunto vacio.

2. Si A > 0, entonces S son dos planos paralelos: & = % yI= %.

3. Si A =0, entonces S es un plano (doble): & = ;Tﬂf

Caso 2.1.2. B3 # 0 o 83 # 0. Si realizamos el cambio de coordenadas

g = (cosw)y — (senw)z |
Z = (senw)y + (cosw)z

que es un giro de angulo w alrededor del eje OZ, obtenemos
S M2+ fii+ (Bacosw + Bysenw)y + (B3 cosw — Pasenw)z 4+ ¢ = 0. (7.12)

Observar que la ser (82, 83) # (0,0), siempre existe w € [0,27) tal que B2 cosw + fgsenw = 0. En efecto
esta ultima ecuacién equivale a que el vector (cosw,senw) sea ortogonal al vector (82, 83), y para obtener w
alcanza con considerar el vector (83, —f2) (que claramente es ortogonal a (82, f3)) y normalizarlo; notar que
esto tltimo equivale a intersectar la recta que pasa por el origen y es paralela a (83, —32) con la circunferencia
de centro en el origen y radio 1. Asi es (83, —(2) = u(cosw, senw), siendo p = /B3 + /3.

Eligiendo w de esa manera, esta ultima relacién junto con (52, B3) # (0,0) implican que (cosw,senw)
no puede ser ortogonal al vector (B3, —02), es decir que el coeficiente de § en (7.12) es no nulo. Luego la
ecuacion de S respecto a las coordenadas z, § y 2 queda

S: Mi2+ P12 4+v+c=0, cony=Psa+ Bsb#0.

Despejando ¢ en la ecuacién anterior obtenemos

v Y v’

)\ _
S:Q:712 61A+

luego S es un cilindro parabdlico.
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Caso 2.2. M #0, o 0y A3=0. EsS: ME2 4+ XNoi? + (12 + foff + P35+ ¢ = 0.
1

S
Il
>

_ B
21
Si hacemos la traslacion de ejes — 67/\2 entonces la ecuacién de S respecto a las coordenadas &, 4

<
I
N> D

y Z queda
S: M2+ Xo)P 4+ Bz+n=0, (7.13)

. 2 52
siendo n = ¢ — o Do
Caso 2.2.1. 3=0. EsS: M2+ X)?+n=0
1. Si n =0, entonces tenemos dos posibilidades:
a) Sisg A\ =sg Ay, entonces S es la recta (doble) 2 =0y 5 = 0.

b) Sisg A1 # sg A2, entonces S son dos planos secantes § = 4/ _)\/\21 = —/ _T);ic

2. Si n # 0 entonces tenemos tres posibilidades:

a) Sisg A\ =sg A2 = sg 7, entonces S es el conjunto vacio.
b) Sisg A1 =sg A2 # sg n, entonces S es un cilindro eliptico.

c) Sisg A1 # sg A2, entonces S es un cilindro hiperbélico.

Caso 2.2.2. 3 #0. EsS: Ma%+ g2+ 32 +n=0.

=7
Haciendo la traslaciéon de ejes ¢ =7 , obtenemos S : M\ T2 + \o7? + f3%Z = 0. Luego
2=7Z-n/Ps

1. Sisg A\ = sg A2, entonces S es un paraboloide eliptico.

2. Sisg A1 # sg Ag, entonces S es un paraboloide hiperbdlico.

Esto concluye la clasificacién de las superficies cuadricas.
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Resumen.

Sea §: ®(X)+ a(X) +c, siendo ®(X) = XPAX, a(X) = B'X. Sean A\, Ao y A3 los valores propios de
A. Sean D matriz diagonal y () matriz ortogonal tales que D = Q'AQ.

» det(A) # 0. Sean X la tnica solucién de 2AX + B=0y d = ®(Xy) + a(Xo) + ¢

Cambio de variables X = QX +Xo = S: Ma?+ Xg? 4+ X322 +d=0.

e d =0 (S contiene a su centro Xp).
o A1, A2 y A3 tienen el mismo signo, S es un punto.
o A1, A2 vy Az tienen distinto signo, S es un cono.

e d#0.
o A1, A2 v Az tienen el mismo signo y coincide con el de d, S es el conjunto vacio.
o A1, A2 v Az tienen el mismo signo y es distinto del signo de d, S es un elipsoide.
0 8g A1 =g Ao #sg A3 =sg d, S es un hiperboloide de una hoja.
0 8g A1 =g Ao #s8g A3 # sg d, S es un hiperboloide de dos hojas.

= det(A) = 0, luego 0 € {\1, A2, A\3}. Sea B = (b1, B2, 33) := Q! B.

Cambio de variables X = QX = S: MZ2 4+ \og? + X332 + B1% + Bof + B3 + ¢ = 0.

e M\ #0, A2 =3 =0. Luego S: MZ*+ 13 + B2y + B3 + ¢ = 0.
o o #£00 B3 # 0, S es un cilindro parabdlico.
o B =p3=0. SeaA:ﬁ%—él)\lc.
o A <0, S es el conjunto vacio.
o A >0, S son dos planos paralelos.
o A =0, S es un plano (doble).
e M #0, X #0, A\3=0.Luego S : M@% + \oi? + B1Z + fo + P32 + ¢ = 0.
o B3 =0. Sean:c—%—%.
o n=0.
% sg A1 = sg A2, S es una recta (doble).
* Sg A1 # sg A2, S son dos planos secantes.
o n#0.
* 8g A1 =8g Aa =sgn, S es el conjunto vacio.
* 8g A1 =8g Ay #sg n, S es un cilindro eliptico.
% 8¢ A1 # sg A9, S es un cilindro hiperbdlico.
o PB3 # 0.
o 8g A1 = s8g A2, S es un paraboloide eliptico.
© sg A1 = sg Az, S es un paraboloide hiperbdlico.

Observacion 7.8.14. Si en la cuddrica S : X'AX + B'X + ¢ = 0 se verifica det A = 0, entonces 0 es valor
propio de A y por lo tanto se pueden hallar explicitamente todos los valores y vectores propios de A, y por
lo tanto se pueden hallar explicitamente las matrices D y @ tales que A = Q'DQ.
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2 0 1
Ejemplo 7.8.15. Sea S: 222+ 92 — 22 + 222 +40 —4y+22+3=0.Es A= [0 1 0 | ydet(4)=-3.
1 0 -1
Calculando obtenemos Xy = (—1,2,0) y d = —3. Como A es simétrica real, sabemos por el corolario 4.4.18
que los signos de sus valores propios coinciden con los signos de las entradas diagonales de cualquier matriz
diagonal congruente con A. Luego para saber el signo de sus valores propios podemos aplicar el algoritmo
de la seccién 7.2. Observar que no necesitamos obtener la matriz de congruencia, asi que el algoritmo es mas
simple y solo debemos realizar las operaciones elementales en las filas y columnas de A. En nuestro caso
obtenemos

2 0 1 1 0 O 1 0 O 1 0 0
A=101 0| ~f0 2 1T |~]0 -1 1] ~[0 -1 0
1 0 -1 01 -1 0 1 2 0 0 3

Luego hay dos valores propios positivos y uno negativo, como el signo de d es negativo, deducimos que S es
un hiperboloide de una hoja.

1 1+5/ﬁ y 1—v/13

Observar que en este caso podemos hallar explicitamente los valores propios, estos son 5=,

luego aplicando (7.11) tenemos que la ecuacién reducida de S es

13}2+<1+x/ﬁ>gg_<\/ﬁ—1>22:1_

3 6 6
1 0 —1
Ejemplo 7.8.16. Sea S: 2?4+ 4y? + 22 — 2122 —20+22=0.Es A= 0 4 0 | ydet(A)=0. Luego
-1 0 1

uno de los valores propios es cero. Calculando el polinomio caracteristico de A obtenemos los otros valores
propios. En este caso es X4(t) = —t(2 — t)(4 — t) y los valores propios son 0, 2 y 4. Operando obtenemos
que {(1,0,1), (1,0.—1), (0,1,0)} es una base de vectores propios correspondientes. Normalizando esta base
obtenemos la matriz (). Luego

400 0 % %
D=0 2 0], D=|1 0 0], A=Q'DQ.
1 1
00O 0 -5 U
- — (0,— _ _ BB
Calculando 8 = Q'B obtenemos [ = (0, 2v/2, 0), luego B3 = 0. Calculando 1 = ¢ i v obtenemos
n = —1. Luego de (7.13) deducimos que la ecuacién reducida de S es
4% + 297 = 1.

Esto nos dice que S es un cilindro eliptico.

7.9. Un algoritmo para determinar la forma de Jordan

La proposicion 6.2.2 nos permite calcular la forma de Jordan en casos de dimensién baja. En lo que sigue
veremos c6mo obtener la forma de Jordan en el caso general y también probaremos su unicidad.

Lema 7.9.1. 5%
J1 0 1

A= e Myk), J;= e My, (k), Vi=1,...,k. (7.14)
JE 0 1

121



- > pi, entonces la cantidad de bloques de Jordan de tamano r contenidos en A es

siendo p = p1 > p2 > -

lp —ly11, siendo 1, = rango(AT 1) —rango(A"), r=1,2....
Dem. Recordar que en la primera parte de la proposicién 6.3.6 probamos que si J es un bloque de

Jordan de tamano j con ceros en su diagonal principal, entonces

, rango(Jj_l) =1, rango(ﬂ) =0

, sea m, la cantidad de bloques de

rango(J) = j — 1, rango(Jz) _j—2
, Pk} Como para cada j =1,...

En particular rango(J/") = 0, para todo m > j. Para cada r = 1,2
Jordan de tamano r contenidos en A. Observar que m, = 0si j ¢ {p1,
hay m; bloques de tamano j y cada bloque de tamano j tiene rango j — 1, es

k
rango(A4) = Z rango(.J;) = mo +2mg +3my + -+ (p — 2)mp—1 + (p — 1)my,.
i=1
Notar que la suma empieza en mso porque los bloques de tamano 1 son nulos. Observar que vale
JI
A" = € My(k), Vr=0,1,.... (7.15)
Ji

Considerando (7.15) con r = 2, cada bloque J? de tamafio j tiene rango j — 2, luego
+(p—=3)mp1+(p—2)

rango J2 =m3g+2myg +3ms+---

Mw

rango A2
=1
La suma empieza en ms porque los bloques de tamanio 2 al elevar al cuadrado son nulos. Asi seguimos
— 1)my,

o+ (p—2)mp—1 + (p

obteniendo
rango(A) = mg + 2ms + 3my + -
rango(A2) =m3+2mg+3ms+---+ (p—3)mp_1 + (p — 2)my,
rango(A®) = my + 2ms + 3me + -+ + (p — 4)myp_1 + (p — 3)my,
p—3\ _

rango(A ) = +2my_1 + 3my,

rango (Apﬁ) =mp_1 + 2my,

rango(AP~1) = my,

rango(A?P) = 0.
Notar que vale
+ (p — 1)mp_1 + pm, = n = rango(I) = rango(A°)

mi + 2msg + 3ms + dmy + -
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Luego !, =0sir>py
I, = rango (AP~ 1) — rango(AP) = m,,
ly—1 = rango(Ap_2) — rango(Ap_l) =my + mp_1,

ly—o = rango(Ap*?’) — rango(Apﬂ) =my+mp_1+my 2,

I3 = rango(A2) - rango(A3) =My +Mp_1 +Mmp_o+ -+ mg,
lg = rango(Al) — rango(AZ) =My +Mp_1 +Mp_2 + -+ m3 + ma,
1 = rango(Ao) - rango(Al) =mp +Mp_1 +Mmp_2 +---+m3+ma+mi.
Finalmente, restando miembro a miembro las ecuaciones anteriores obtenemos m, = [, — [,41, para todo

r=1,2,.... O

El siguiente teorema da un algoritmo para hallar la forma de Jordan.

Teorema 7.9.2. Sea T € L(V) tal que su polinomio caracteristico escinde y B una base de Jordan para T
Supongamos que

Ay
T]s = , (7.16)
Ap
y cada bloque A; es de la forma
A1
J1 )\i 1
Az‘: R Jl: ,lZl,...,k, (717)
gk A1
i
siendo A1, ..., A los valores propios distintos de T'. Entonces para cada i =1,...,h vale

s El tamano del bloque A; es la multiplicidad algebraica de ;.
s La cantidad de blogues de Jordan contenidos en A; es la multiplicidad geométrica de ;.

= La cantidad de bloques de Jordan de tamarnio r contenidos en A; es l, — l.11, siendo
I, = rango(T — \Id)"~! — rango(T — \,Id)", r =1,2....

Dem. Sean = dim V. Observar que las dos primeras afirmaciones ya las probamos en la proposicién 6.2.2,
luego solo resta probar la tercera. Recordar que la cantidad de bloques de Jordan de tamaiio r contenidos
en A; coincide con la de A; — A\;1. Por el lema anterior, si llamamos m, a la cantidad de bloques de Jordan
de tamano r contenidos en A; — A\;I, es m, = [, — [, 11, siendo
I, = rango(A4; — \;Id)"~1 — rango(A; — \;Id)".

De (7.16) deducimos

(A — N D)7
(T —NI)"]g = , Yr=1,2,....
(Ap = NI)"
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Luego rango((T' — A\I)") = 2?21 rango((A; — \iI)"), para todo r =1,2,.... Observar que si j # ¢, entonces
Aj — NI € My, (k) es invertible y por lo tanto (A; — \I)" € M, (k) es invertible para todo r, luego
rango((A; — A I)") = nj, para todo r y todo j # i. Esto implica

M;

rango((T — \I)" rango(( NI = an +rango((A; — NI)"), Vr=1,2,....

Operando obtenemos

rango ((T" — )\Z-I)T_l) —rango((T' — \I)") =

= Z n; + rango((A; — )\iI)T_l) - Z n; + rango((A; — \I)")
i i
= rango((4; — )\iI)T_l) —rango((A; — \I)") =1,
Esto prueba la tercer afirmacién del teorema. O

Observacion 7.9.3. El teorema anterior prueba que la forma de Jordan de T no depende de la eleccién de
la base de Jordan. Es decir, si ordenamos los bloques de Jordan correspondientes al mismo valor propio en
tamafios decrecientes, entonces la forma de Jordan de 7' es Uinica a menos de reordenar Ay, ..., Ap.

Ejemplo 7.9.4. Sea V' un espacio vectorial de dimensién 8 y T' € L(V') del cual se sabe
Xr(t) = (t — 2)%, rango(T —2Id) =4, rango(T —2Id)? =2, rango(T — 2Id)? =

Veamos que con esos datos podemos determinar su forma de Jordan .J. Por la forma del polinomio carac-
teristico sabemos que J estd formada solo por bloques de Jordan correspondientes al valor propio 2. La
cantidad de bloques de J es MG(2) = 8 — 4 = 4. Para saber sus tamanos aplicamos el teorema 7.9.2:

I = MG(2) =4, Iy =rango(T —2Id) —rango(T —2Id)? = 2, I3 = rango(T — 2Id)? — rango(T — 21d)3 =

Luego la cantidad de bloques de tamano 1 es [y — o = 2 y la cantidad de bloques de tamano 2 es I — I3 = 1.
Sabemos que J tiene 4 bloques y que de los cuales hay dos bloques de tamano 1 y un bloque de tamafio 2,
luego el que resta solo puede ser un bloque de Jordan de tamafio 4 y por lo tanto

O OO N O O OO
OO NN OO OO
OO OO o oo
N O OO O O oo

OO OO OO OoON
OO OO OO N
O OO OO N~ O
OO OO N H OO

Definicién 7.9.5. Si A € M, (k) y Xa(t) = Xz, (¢t) € k[t] escinde, definimos la forma de Jordan de A como
lade Ls € L(k™).

Observar que si J es la forma de Jordan de A y B = {v1,...,v,} es la base de Jordan para L4
correspondiente, entonces es

A=QJIQ7Y, Q=[u]--|vg).

124



Ejemplo 7.9.6. Sea

2 -1 01
0 3 -1 0

A= 0 1 10 S M4(R).
0 —1 0 3

Es X4(t) = (t —2)3(t — 3), luego
J:< = 3 ) A; € M3(R).

Para el valor propio 2, es MG(2) = 4 — rango(A — 2I) = 2. Luego A; tiene dos bloques y como A; € M3(R)
esto determina A;. Entonces la forma de Jordan de A es

S O O N
S O N
oSN O O
w o O O

Para hallar la matriz de semejanza () tenemos que hallar la base de Jordan correspondiente. Observar que
esta base es de la forma
B={A-2I)v,v,u,w},

siendo {(A — 2I) v, u} una base de Ker (L4 — 2id ), Ker (L4 — 2id)? = Ker (L4 — 2id ) & [v] y {w} una base
de Ker (Lg —3id).
Operando obtenemos

0 -1 0 1 0 -2 1 1 -1 -1 0 1
o 1 -10 s |0 000 .| 0 0 =10
A-2l= 0 1 -1 0 , (A-2D)7 = 0 00 0 , A-3l 0 1 -2 0
0 -1 01 0 -2 1 1 0 -1 00

Luego

Ker(Lg —2id) = {(z,y,2,t) : y=2z=1t}=][(1,0,0,0),(0,1,1,1)],
Ker (Ly —2id)* = {(z,y,2,t) : —2y+ 2+t =0} =[(1,0,0,0),(0,1,0,2),(0,0,1,—1)],
Ker(Lg —3id) = {(z,y,2,t): z=tyy=2=0}=[(1,0,0,1)].

Observar que v = (0,1,0,2) € Ker (La — 2id)? \ Ker (L4 — 2id), luego
Ker (L —2id)? = Ker (La — 2id)? & [v].

Entonces sabemos que (L4 —2id) (v) = (1,1,1,1) € Ker (L4 —2id). Observar que si u = (1,0,0,0), el
conjunto

{(La-2id) (v),u} ={(1,1,1,1),(1,0,0,0)} C Ker (L4 — 2id)

y es LI, luego es base de Ker (L4 —2id). Si tomamos w = (1,0,0,1) € Ker (L4 — 3id ), obtenemos que el
conjunto

B={(1,1,1,1),(0,1,0,2),(1,0,0,0),(1,0,0,1)}

,es A=QJQ L.

_ o O =

1

. 1

es una base de Jordan y si () = 1
1
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Del teorema 7.9.2 se deduce inmediatamente la siguiente.

Proposicién 7.9.7. Sea T € L(V), B una base de V y A = [T|g. Supongamos que X a(t) = X7(t) escinde.
Entonces la forma de Jordan de T coincide con la forma de Jordan de A. O

En el teorema y corolario siguientes asumiremos que en las formas de Jordan, los bloques de Jordan
correspondientes a los mismos valores propios estan ordenados en tamano decreciente.

Teorema 7.9.8. Sean A y B en M, (k) tales que sus polinomios caracteristicos escinden. Entonces A y B
son semejantes si y solo si tienen la misma forma de Jordan®.

Dem. Si Ay B tienen la misma forma de Jordan J, entonces A y B son semejantes a J y por lo tanto
son semejantes entre si.

Si Ay B son semejantes, entonces existen 7' € L(k™) y By C bases de k™ tales que A = [T|gy B = [T]c.
Luego la proposicion 7.9.7 implica que A y B tienen la misma forma de Jordan. O

Corolario 7.9.9. Si A y B estin en M, (C), entonces A y B son semejantes si y solo si tienen la misma
forma de Jordan. O

7.10. Forma de Jordan real

A continuacién desarrollaremos la forma de Jordan real para una matriz con coeficientes en R. Si X es
un vector de C" o una matriz con coeficiente complejos, escribiremos X al vector o matriz que se obtiene
conjugando todas las entradas de X.

Sea A € M,(R) y supongamos que la descomposicién factorial de X 4(t) en R[t] es

h k
Xa(t) = (=1)" H(t — ) H(t2 +oit+d)™, Nocj,dj €R, ¢ —4d; <0, Vi, j. (7.18)
i=1 j=1

Sea T = Ly € L(R™), es decir T'(v) = Av, Vv € R". Consideremos W; = Ker ¢;(T") y V; = Ker p;(T), siendo
ai(t) =t —X)" y p;i(t) = (£ + ¢t —l—dj)mj, i=1,....h, j =1,...,k Como los factores de X4(t) en la
descomposicién (7.18) son primos entre si, entonces el Teorema 5.2.10 implica

h k
R"=P W o PV,
i=1 j=1

Sean B; una base cualquiera de W; y C; una base cualquiera de Vj. Al ser W; y V; subespacios T-invariantes,
el conjunto B := BiU--- BpUCyU- - -UCy es una base de R™. Luego aplicando la Proposicion 5.1.4 obtenemos

Ay

Ap

By,

3Se entiende que la misma a menos de permutar los bloques correspondientes a distintos valores propios.
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siendo 4; = [T'lw;]5, € Mn,(R), Bj = [T\Vj]cj € My,;(R). Notar que para cada i, j vale

Xa, = (=)™t —= )"y Xpg,(t) =t +cjt+d;)" .
Sabemos que cada matriz A; se descompone en bloques de Jordan correspondientes al valor propio A;. El

siguiente teorema nos da una forma de descomponer las matrices B;.

Teorema 7.10.1. Sea A € M,(R) tal que su polinomio caracteristico es* Xa(t) = (> +ct+d)™, con
c? —4d < 0. Escribimos

VAad — c?
—

Notar que es b> 0 y que a £+ ib son las raices complejas (conjugadas) de X 4(t).
Luego A es semejante en M, (R) a una matriz en bloques de la forma

F I
, F:(_“b 2) I:((l) (D (7.19)

F I
Dem. Sean T € L(R") definida por T'(v) = Av, v € R" y T € L(C") definida por T¢(v) = Av, v € C".

t2—|—ct+d:(t—a)2+52, siendo a:—g, b=

F I
F

Consideremos Tg € L(C™). Es

Xp.(t) =Xa(t) = +ct+d)" =(t—a)*+)" =t —a)"(t—@)",

siendo a = —§, b = \/d—%, a=a+ibya=a—1b.
Como Xr.(t) = (t — «)™(t — @)™, entonces el Teorema 5.2.10 implica C" = U, @ Ug, siendo U, =

Ker (Tg — aid )™ y Uz = Ker (Tg — @id)™. A continuacién veremos que los elementos de Uy son los conju-
gados de los de U,.

Afirmacion: Uz = {v: v € Uy}.
veUge(Te—aid)"(v)=0s(A-—al)" v=0sA—-al)" - v=0
sA-al)"v=0s(A-al)" v=0(A-a)" - T=0
& (Te — aid)™(v) =0 & v € U,.

La forma de Jordan para el caso de operadores complejos nos dice que existe una base de U, formada por
union de ciclos de T correspondientes al valor propio « y lo mismo para Ug respecto al valor propio @. Lo
que sigue muestra cémo obtener los ciclos correspondientes a @ a partir de los de a.

Afirmacion: Si {wy,...,w,} es un ciclo para Tt correspondiente al valor propio «, entonces {wr, ..., w,}
es un ciclo para T¢ correspondiente al valor propio @.
Te(wr) = awy N A -w =aw; N A w =aw;
Te(w) = wi—1 + aw; A wp =w—1 +aw A-wp = w1 +aw

_ [ Ao =awn _ [ Te(wn) =awr
A-w; = w1 +aw; Te(wp) = wi—1 +@wy, Vl=2,...,r

y es claro que wy # 0 implica wy # 0, luego {w1,...,w;} es un ciclo.

4Observar que falta un factor (—1)™ en X 4(t). Pero como el grado de X 4(t) es 2m, entonces n = 2m y por lo tanto (—1)" = 1.
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Sea C =Cy U---UC, una base de U, en la cual los Cy,...,Cp son ciclos disjuntos para Tt|y, correspon-

dientes al valor propio « (es decir, C es una base de Jordan de U, para Tt|y, ). Para cada l = 1,...,p, si
C; = {wi, ..., wy}, escribimos C; = {wq, ..., w, }. De las afirmaciones anteriores se deduce que C := C;U- - -UC,,
es una base de Ug en la cual los Cy, . ..,C, son ciclos disjuntos para T¢|y, correspondientes al valor propio

@. Luego la matriz asociada a T¢ en la base CUC es

J1

<

Si ahora reordenamos los elementos de C UC en la forma D = (Cl U CT) U---U (Cp U C?,), entonces la matriz
asociada a T en la base D es

S
J1
[Tclp =
I
Ip
Cada submatriz de [I¢],, de la forma <Jj T) corresponde a una parte de la base D de la forma
J
Cj Uéj ={wy,...,w,,W1,...,Wr}.
Como C; y C; son ciclos, es
Te(wi) =awy, Tc(w)=w1+aw,
_ _ e l=2,00 7.20
Te(wr) =aw;, Tc(w)=w_+auw ( )

Sea &; = {w1, W1, w2, W3, . .., w,, W, }. Observar que & y C; UC, coinciden a menos del orden, luego generan
el mismo subespacio de C". Es un ejercicio el verificar que si definimos £ := & U --- U &, entonces es

E I
E I
a 0 10
E I
E
Consideremos una parte £ = {w1, Wy, wa, Wy, . . ., w,, Wy } de la base £. Cada vector w; se puede descomponer
de la forma w; = py+iq, | = 1,...,r, siendo p;, q vectores de R". Sea F; = {p1,q1,p2,92,---,Pr,qr},
j=1,...,py F=F1U---UF, Observar que valen las siguientes relaciones
. . _1 .
we=ptia, p=glectw) oy (7.21)
W =p—iq, q=—5(w —w)
Esto implica que &; y F; generan el mismo subespacio de C" (que es Tc-invariante), Vj = 1,...,p. Luego

el subespacio generado por F coincide con el subespacio generado por £ que es C" y por lo tanto F es una
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base de C". Como el subespacio generado por cada F; es Tc-invariante, es

[TC]E

T
[Td]-' = | C]B

[TC] Fp

Es un ejercicio el verificar que las relaciones (7.20) y (7.21) implican

F oI
oI

[Telr, = : F:<_ab Z), I:<é ?)

Luego obtuvimos una base F de C" formada por vectores de R" tal que [1¢]» es una matriz con coeficientes
reales. Notar que F estd contenido en R", es® LI y tiene n elementos, luego F es una base de R” como
R-espacio vectorial y por lo tanto [T = [Ic]r. Finalmente la tesis se deduce de que siendo A la matriz
asociada a T en la base candnica de R", resulta que A y [T]» son semejantes en M, (R). O

Definicién 7.10.2. Sea A € M,,(R) y supongamos que la descomposicién factorial de X 4(¢) en RJt] es
Xa(t) = (=1)"

h
1=

k
(t - )\Z)m H<t2 +cit + dj)mj , )\i,Cj,dj € R, C? - 4dj <0, ¥i,J.
1 j=1

Esta factorizacién implica que A es semejante a una matriz en bloques de la forma

Ay

B, (7.22)

By,

De acuerdo a la teoria general de la forma de Jordan para operadores cuyo polinomio caracteristico escinde,
sabemos que cada bloque A; podemos tomarlo como una matriz en bloques de Jordan correspondientes al
valor propio A;, ordenados en tamano decreciente. Por otro lado, el teorema 7.10.1 nos dice que cada bloque
Bj se puede tomar descompuesto en bloques de la forma (7.19), ordenados también en tamano decreciente.
Una matriz del tipo (7.22) con los A; y Bj; elegidos de la forma descrita anteriormente se dice que es una

forma de Jordan real de la matriz A.
Observacion 7.10.3. Notar que en la forma de Jordan real estamos eligiendo los bloques de la forma ( “ 3)

con b > 0. Esto lo hacemos para obtener unicidad en la forma de Jordan, ya que las matrices reales del tipo

a b a —b
A= B =
-b a)’ b a )’
SEs claro que F es LI en C", pero esto equivale a que el determinante de la matriz cuyas columnas son los vectores de F sea
distinto de cero (lo cual no depende de estar en R o en C), luego F es LI en R™.
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son semejantes. Para verlo, observar que si definimos 7 : R? — R? de forma tal que A = [T {e1,ea}
entonces B = [Ty, .,}- Esta semejanza refleja el hecho de que ambas matrices tienen el mismo polinomio
caracteristico

Xa(t) =Xp(t)=(t—a)?+b2=(t—a){t—a), a=a+ib

y por lo tanto tienen la misma forma de Jordan compleja.

El siguiente es la versién en real del corolario 7.9.9.

Proposicién 7.10.4. Si A y B estan en M,(R), entonces A y B son semejantes en M,(R) si y solo si
tienen la misma forma de Jordan real.

Dem. Es claro que si A y B tienen la misma forma de Jordan real, entonces son semejantes en M, (R).
Para el reciproco, observar que si A y B son semejantes en M, (R), entonces lo son en M, (C); luego el
corolario 7.9.9 implica que A y B tienen la misma forma de Jordan compleja y por lo tanto tienen la misma
forma de Jordan real. O

A continuacion veremos el calculo de la forma de Jordan real en algunos casos concretos.
Ejemplo 7.10.5. Sea A = ( :% 157). Su polinomio caracteristico es
Xa(t) =t* — 4t +29 = (t — 2)® + 25 = (t — 2 — 5i)(t — 2 + 5i).

Luego las formas de Jordan compleja JE y real JIH} de A son

245 0 2 5
C _ R _
JA_( 0 2—52')’ ‘]A_<—5 2>'

Ejemplo 7.10.6. Sea A € My(R) y supongamos que X4(t) = (t2 — 4t +29)(t* +9). Es
Xa(t) =((t—2)*+25) (> +9) = (t — 2 — 5i)(t — 2+ 5i)(t — 34)(¢ + 37).

Luego
2+ 5 2 5
C 2—51 R -5 2
31
—31 -3 0

Ejemplo 7.10.7. Sea A € M4(R) y supongamos que X 4(t) = t* — 1. Es
th— 1=t -1+ D +1) =t —1)(t+ 1)t —0)(t+1).
Luego
Ji= - i , JA= - 0 1
—1i -1 0
Notar que en los tres ejemplos anteriores la matriz A es diagonalizable en C pero no lo es en R.

Ejemplo 7.10.8. Sea A € My(R) y supongamos que X (t) = (t — 2)2(152 + 9). Observar que tenemos dos
posibilidades
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En el primer caso el polinomio minimal de A es ma(t) = (t — 2)(t* + 9) y en el segundo es ma(t) =
(t — 2)%(t? + 9). Luego para esta matriz, conociendo el polinomio minimal podemos deducir la forma de
Jordan real (sin necesitar calcular la forma de Jordan compleja).

Ejemplo 7.10.9. Sea A € My(R) y supongamos que X () = (t? — 4t + 29)2. Es
Xa(t) = ((t —2)>+25) = (t — 2 — 5i)2(t — 2 + 5i)%,

En este caso el teorema anterior implica que las multiplicidades geométricas de los valores propios 2 + 5i y
2 — 57 son las mismas. Luego tenemos dos posibilidades para la forma de Jordan®:

245 0 0 0 2 5 0 0
0 245 0 0 52 0 0

C __ R __

Ji=| 0 2-5 0 YIA=10 o0 2 s5|°
0 0 0  2—5i 0 0 —5 2
245 1 0 0 2 5 1 0
0 245 0 0 -5 2 0 1

C _ R _

T4 0 0 2—-5 1 YIa=10o o 2 5
0 0 0  2—5i 0 0 —5 2

Queda como ejercicio el verificar que la primera y segunda forma corresponden respectivamente a
ma(t) =12 —4t+29 v ma(t) = (> — 4t + 29)°.

Una forma de obtener la base de Jordan real Bg, es obtener previamente la base B¢ correspondiente a la
forma de Jordan compleja en la forma habitual y luego aplicarle el procedimiento descrito en la prueba del
teorema anterior. De hecho basta con obtener la mitad de la base, es decir los vectores que corresponden al
valor propio 2+ 5¢, dado que sabemos que los que corresponden a 2 — 5i son los conjugados de los anteriores.
Por ejemplo, si

{(1+3i,2,i,3 —5i), (2—3i,3+14,1—1,2i)} (7.23)

es una base de Ker (L4 — (2 + 5¢)id )2, entonces la base correspondiente a la forma de Jordan compleja es
Be = {(1+3i,2,4,3 —51), (2—3i,34+14¢,1—14,29), (1-—3i,2,—4,3+5i), (2+3i,3—1i,14+14,—2i)}.
La base de Jordan real se obtiene de (7.23) descomponiendo cada vector en su parte real e imaginaria,

(1+3i,2,4,3—5i) = (1,2,0,3) + (3,0, 1,—5),
(2—3i,3+i,1—1i,2i) = (2,3,1,0) +i(—3,1,—1,2).

Luego
Br ={(1,2,0,3), (3,0,1,-5), (2,3,1,0), (—=3,1,—-1,2)}.
1 3 2 =3
. . . 2 0 3 1 . R 1
Finalmente a partir de Bg obtenemos la matriz ) = 0 1 1 —1p|aue verifica Jy = Q7 AQ.
3 =5 0 2

SEn este caso estamos escribiendo todos los ceros en las matrices, para dar un ejemplo de cémo se escriben realmente.
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Ejemplo 7.10.10. Sea A € Mg(R) y supongamos que X a(t) = (2 + 25)3. Para el polinomio minimal de A
tenemos tres posibilidades:

ma(t) =12 +25, ma(t) = (> +25)%, ma(t) = (> 4+ 25)3.

Las correspondientes formas de Jordan reales son

0 5 0 5 1 0 0 5 1 0
-5 0 -5 0 0 1 -5 0 0 1
0 5 0 5 0 5 1 0
-5 0 ’ -5 0 ’ -5 0 0 1
0 5 0 5 0 5
-5 0 -5 0 -5 0

7.11. Formas multilineales alternadas

El objetivo de esta seccién es dar una introduccién lo mas elemental posible al tema de las formas multi-
lineales alternadas. Para un tratamiento méas avanzado se sugiere leer algin texto sobre formas diferenciales.

Sea k un cuerpo arbitrario, V un k-espacio vectorial y n un entero positivo. Una n-forma multilineal en
V es una funcién o : V x -+ x V — k que verifica:
—_—

n
a(V, ..., av; + Wiy ..., Up) = aa(vi, ..., V.o, Un) F (U1, Wy, )

para todo a € k, vy, ...,vp,w; € Vytodoi=1,...,n.

Observar que una forma multilineal es una funcién que es lineal en cada variable, en particular una
1-forma multilineal es simplemente un elemento del espacio dual V*.

Es un ejercicio el verificar que el conjunto de las n-formas multilineales es un subespacio del espacio de
las funciones con dominio V' x --- X V' y codominio k, en el cual las operaciones se definen punto a punto:

(f+9)(v1,...,0n) = f(vr,...,on) +g(v1,.. . 0n), (af)(vi,...,von) =af(vi,...,0n).
Luego el conjunto de las n-formas multilineales es un espacio vectorial.
Una k-forma w en V se dice alternada si verifica:
W1, 5 Viyee oy Uy, 0) =0 (7.24)
cada vez que existan 7 # j tales que v; = v;.
Observar que si w es una k-forma alternada, entonces verifica:
W(VL, .oy Uiy ey Uy ey V) = —W(U1, oo, Uy ooy Uiy ooy V), ViFE G, U1,..., 05 € V. (7.25)

En efecto, es

0 = wi, ..., v +vj,...,0+vj,...,0)
= WL, eV, Uiy ooy U) F W01, Vi Uy, V) FW(UT, e Uy, Uy e, V)
FW(V1, Ve, Uy, VE)
= 04+w(vr,...,0,...,05,...,0%) +w(v1,..., V5, ..., 0...,0) + 0
= wvr, ... V. U5, Uk) Fw(V1, Uy Vi, V)
luego w(vi, ..., Uiy .oy gy oo V) = —w(V1, .., Uj,y ooy Vs oo, V).



Reciprocamente, si cark # 2 y w es una k-forma multilineal que verifica (7.25) entonces verifica (7.24):

Sean vi,...,Vi,...,Vj,...,0; € V con v; = v; e i # j. Utilizando (7.25) y que es v; = v; obtenemos:
WV Uiy ey Uy ey V) = —W(UT5 o3 Uy ooy Uiy ooy V) = —W(U15 o vy Vg e vy Uy o5 V)
Luego 2w(vi,...,0;,...,0j,...,0) = 0y como cark # 2 es w(vi,...,v;,...,05,...,0;) = 0.

Observar que lo anterior prueba que (7.24) y (7.25) son equivalentes si cark # 2.

Escribiremos

Altg (V) ={w:V x--- xV - k: w es una k-forma multilineal alternada}, k=1,2,...
k

Es un ejercicio el verificar que AltF (V') es un subespacio del espacio de las k-formas multilineales en V', luego
Alt*(V) es un espacio vectorial. Observar que Alt!(V) = V*. Definimos Alt°(V) := k.

Ejemplo 7.11.1. Sea w : k3 x k? — k definida por w((z,vy,2),(z,y/,2)) = 9y —ya' +2y2 — 2y 2.
Observar que w se puede escribir como el siguiente producto matricial:

W((x7y72)7($/7y/72/)) = ﬂjyl +y(_3§'/ + 22/) — 2y/Z

Y 0 1 0 x’
=(z,y,2) | —2'+27 | =(z,y,2)| -1 0 2 Y (7.26)
-2y 0 -2 0 2!
De esta formula se deduce que w es una forma bilineal y es facil probar que w es alternada. Observar que la
matriz en la igualdad (7.26) es antisimétrica, es decir verifica A® = —A. Veremos que esto vale en general.
Recordar que si V' tiene dimensién finita n, B = {v1,...,v,} es una base de V' y w € Bil(V), entonces la

matriz asociada a la forma bilineal w en la base B es

U.)(Ul,vl) W(’Ul,’l]n)
Mp(w) = : :
w(vp,v1) -+ w(vn,vp)
En la proposicion 4.1.7 probamos que vale
w(u,v) = coordp(u)! Mp(w) coords(v), Vu,v € V. (7.27)

Luego es facil probar que w es una 2-forma alternada si y solo si la matriz Mp(w) es antisimétrica, es decir
W(’UZ',’UJ’) = _W(Uj,’l)i) ) Vi 7é Ja W(’Ui, UZ') = 07 Vi.

Ejemplo 7.11.2. Observando k" x --- x k" ~ M, (k), podemos definir det : k™ x --- x k™ — k mediante
—_——

n

r1r Tin
det((:zll, e ,:L“nl) yooe ,(l‘ln, ey l‘nn)) =

Inl - Tnn

De las propiedades del determinante se deduce inmediatamente que det es una n-forma alternada en k™.
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De ahora en adelante supondremos que V' es un espacio vectorial de dimension finita n.

Proposicién 7.11.3. Para todo k > n es Alt"(V) = {0}.

Dem. Consideremos {ei,...,e,} una base de V' y sea w € Altk(V), con k > n. Sean vy,...,v; € V.

1s - n . — n .o
Escribiendo vy = 37 _j aj )y, ... v = 35 ) aj. €5y, €8

n n n
wvg,. .., vk) =w E aj €jy .., g aj.ei | = E aj, - ajw(eg, .., e4,)-
n=1 Jr=1 n=-=jp=1

Como k > n, entonces en {e;,...,ej, } necesariamente hay elementos repetidos; luego w(e;j,,...,e;,) = 0,
Y1, .., Jk y por lo tanto w(vy,...,vx) = 0. Como vy, ..., v, son arbitrarios, se concluye que es w = 0 O

Proposicién 7.11.4. Sea w € AIt*(V), k < n. Si existe {e1,...,en} base de V tal que
w(€iys..-yei,) =0, Vig,...,ip € {1,...,n} tales que 1 < i3 < i < --- < < n, (7.28)
entonces w = 0.

Dem. Supongamos w verifica (7.28). Sean v1,...,vp € V. Escribiendo vi = 377 _; ajiejy,...,0p =

n
2 =19 Cjy» €

n n n
w(vy,...,v5) =w Zajlejl,...,Zajkejk = Z aj, - ajw(e ..., e5). (7.29)
Jj1=1 Je=1 Ji==Jr=1
Si existen p # ¢ tales que e;, = e;,, entonces w(ej,, ..., ej ) = 0. Por otro lado, si ej,, ..., e;, son distintos
entre si, podemos reordenarlos para obtener un conjunto e;,,...,e;, con 1 <y <ig < --- < i < n. Notar
que siempre podemos pasar de la k-upla(e;,, ..., ej,) ala k-upla(e;,, ..., e;, ) realizando una cantidad finita
de intercambios entre los elementos de (ej,, ..., €j, ); cada intercambio corresponde a un cambio de signo en
w, de donde aplicando (7.28) obtenemos
w(€jy,. .- e5) =Fwle,...,e,) =0.

Luego todos los sumandos de (7.29) son nulos y por lo tanto w(vy,...,v;) = 0. O

Corolario 7.11.5. Sean w,n € Alt*(V), k < n. Si existe {e1,...,e,} base de V tal que
w(€iy,.--s€ip) =n(€i,....€,), Yir,...,ip € {1,...,n} tales que 1 < iy <ip < --- <1 <m,
Entonces w = .

Dem. Aplicar la proposicién anterior a w —n € Alt*(V). O

La siguiente construccién nos va a permitir hallar una base de Altk(V)7 para todo k < n.

Definicion 7.11.6. Si ay,...,ar € V*, definimos a; A - Aag: V x .-+ x V — k mediante
k
ar(vr) - oa(vk)
(ar A= ANag) (v1,...,0,) = : : , Yor,...,v, €V. (7.30)
ag(vi) -+ ax(vk)

Claramente a1 A --- Aoy, € Al‘ck(V)7 para todo aq,...,ar € V* y para todo k.
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Ejemplo 7.11.7. Sia,f € V' esaAB € Alt?’(V) y

(aAB)(u,v) = o(u) o (v) ‘ = a(u) B(v) — a(v) B(u), Yu,v e V.

Blu) B(v)

Consideremos V = k3, {e1, e2, e3} la base canénica y {e, €3, e5} la base dual en V*, es decir

eT(m,y,z) =, 63(337%2) =Y e;(x7yvz) =z

Entonces
/
(6 1) (e ) =| & 2 | oy =y,
(*/\ * A A |z z . ’ ’
€1 A es) ((957%2)»(33,%2))— . o | TTF T,
(*/\ * roroon | Y y’ . r ’
€2 63) ((x’y7z)7(x7y’z))— 5 o =yz zZYy,

Observar que si w es la 2-forma del ejemplo 7.11.1, entonces w = e} Aej + 2e3 A e3.

Ejemplo 7.11.8. Sia,8,y €V esaABAy € A3 (V) y

a(u) a(v) alw)
(@nBAY) (uv,w) = | Bu) Bv) Blw)
Y(w) (@) y(w)

Si consideramos de nuevo V =k?, {e1, e2, 3} la base canénica y {e}, e}, €5} la base dual en V*, entonces

X
(ex Nes Aes) (., 2). (2", ¢, &) (2", 0", ")) = |y
z

La prueba de la siguiente proposicion es inmediata a partir de las propiedades de los determinantes.
Proposicion 7.11.9. Para todo aq,...,ar € V*, vale:

1. Si ewisten i # j tales que a; = v, entonces ax N--- Aoy A==~ Aoy A--- ANag, = 0.

2. El intercambio de dos elementos en ay A --- N\ o genera un cambio de signo, es decir

ar A ANog AN Na N Nag = —oqg A-- Ao A Nag AN+ ANy U

Teorema 7.11.10. Sea {e1,...,e,} una base de V y {e},..., e} la base dual en V*, entonces
B:{e;/\---/\efk: 1<4 <---<ik§n}
es una base de Alt*(V), para todo k = 1,...,n. Ademds vale

w= Z w(eiyy---»€i,) e A Nej,, Yw € AltF(V). (7.31)

1<i1 << <n

Dem. Sea k € {1,...,n} y w € Alt*(V). Probaremos que existen tinicos a;, _;, € k tales que

* *
w = E Qi i €5, N N ej, (7.32)
1<ii < <ipg<n

y que a;, . i, = w(ei,,. .., e ). Bsto implica que B es una base de Alt*(V) y que vale la igualdad en (7.31).
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Aplicando el Corolario 7.11.5, vemos que se verifica la igualdad en (7.32) si y solo si
W(€jyy.--sej,) = Z Wiy, (€5, N N EG ) (€405 €5,) (7.33)
1<t < <ig<n

para todo ji,...,jk € {1,...,n} con 1 < j; < --+ < jx < n. Considerando el lado derecho de (7.33), vemos
que para cada sumando hay dos posibilidades

e;: (e.jl) T e’Tl (e]k) . . . .
. . ) ) (A) sidl: g &{ir,..., 0},
A AE (e ei) = : : = L . ; _ 7.34
(e“ 6%)(@1 e,]k) . : . : { (B) si {jl?"'?jk}:{zl7"'7zk}' ( )
eik (ejl) T e’ik (ejk)
En el caso (A), es €] (ej,) = -+ = e} (e;,) = 0, luego en el determinante de (7.34) la columna I-ésima es nula

y por lo tanto (ez‘l ARRENA efk)(ejp €)= 0.

En el caso (B) es {j1,...,Jk} = {i1,...,ix} siendo 1 < j1 < -+ - <jpr <nyl<i <.+ <i <n, luego
necesariamente es 11 = j1, ..., i4x = Jg Y

10 --- 0
* * * * O 1 o 0
(ei1/\”'/\eik)(ejl"‘We]'k):(eil/\”'/\eik)(eila"'aeik): . . . . = 1.
00 --- 1
Entonces en la suma de la ecuacién (7.33) el tnico término no nulo corresponde al caso i1 = ji, ..., ix = Jk
y en ese caso es (e}, A A e;‘k) (€iys--.,€;,) =1, luego la ecuacién (7.33) equivale a
w(ejl,...,ejk) = Qjy,....55> le,...,jk € {1,...,71}, 1< << <n
Esto concluye la prueba del teorema. O

Recordemos el simbolo combinatorio (Z) = (n%k'),k,, que estd definido para todo n,k € N, n > k.

Corolario 7.11.11. SidimV =n y k < n, entonces dim Alt"*(V) = (}). O
Ejemplo 7.11.12. Si dimV = 3 y {e1, ez, e3} es una base de V, entonces Alt*(V) = {0}, Vk >4 y vale

» dim AltY(V) = (8) =1, {1} es una base de Alt°(V) = k;
)

» dim ALY (V) = (3
= dim Alt?(V) (g) =3, {ejAeb, el Nej, e5Aes} es una base de Alt*(V);
(V) =G

) =3, {€}, €5, €3} es una base de Alt' (V) = V*;

= dim Al*(V) = (3) =1, {ej Aej Ael} es una base de Alt*(V).
En el caso de V = k? estas bases fueron halladas explicitamente en los ejemplos 7.11.7 y 7.11.8.

Ejemplo 7.11.13. Si V =k" y {e1,...,e,} es la base canénica de k™, entonces dim Alt"(V) = (1) =1y
{eif A---Ae}} es una base de Alt" (V). Operando obtenemos

e{(mll,...,:rnl) e{(xln,...,mnn)
(eI N Ne)(z11y -y Zn1) e oo (Tiny oo oy Tpn)) = :

en(@in, . xp1) o (T, Tan)

5 Lln

Tnl *°° Tnn

Luego e} A--- Ae), = det (el determinante) y {det} es una base de Alt"(V).
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Definiciéon 7.11.14. Si T : V — W es una transformacién lineal y k > 1, entonces el pullback asociado a
T es la funcién T* : Alt*(W) — Alt¥(V) definida por

T*(w)(viy ..., v) = w(T(Ul), . ,T(Uk)), Ywe Altk(W), v1,...,0; € V.
Es facil probar que T* : Alt*(W) — Alt*(V) es una transformacién lineal.
Proposicién 7.11.15. Propiedades del pullback.
1. 1d* = 1d : AltF(V) — AltR(V).
2.8518:U—=VyT:V — W son transformaciones lineales, entonces (T o S)* = S* o T*.

3. 8iT:V — W es un isomorfismo, entonces T* : Alt*(W) — AltE(V) es un isomorfismo y verifica
(T~ =(T*) " AltF (V) — AltF(W).

Dem. La prueba de las dos primeras afirmaciones es inmediata. Para la tercera, si w € Altk(W) y
uy ..., ur € U, es

((T 0 8) (@), o) = w((T 0 8)(wr), ..., (To $)(ug) = w(T(S(wr)), .., T(S(uy))
= (T"@)) (S(n)s -, (S(ur) = ($"(T* @) ) (ur, -, we)
(S*OT*) YUy .-y ug).
La cuarta afirmacién se deduce de la segunda y la tercera: al ser 77! o T = id, se deduce
(TroT) =id* = Tro(T') =id.
Anélogamente de T o T~ = id se obtiene (T*I)* oT* =1id y por lo tanto (Tﬁl)* es la inversa de 7. [
Proposicion 7.11.16. Si T : V — W es una transformacion lineal y aq, ..., ar € W*, entonces

T (a1 A ANag) =T (1) A - AT*(ag) € Alt*F(V).

Dem.
ar(T(v1)) -+ ar(T(vg))
T (a1 A+ ANag) (v, ..., 0k) = (g A= Aag)(T(v1),...,T(vg)) = : :
ap(T(v1) -+ ar(T(ve))
T*(oa)(vr) -+ T"(ca)(vg)
= : : =(T"(a1) A+ AT (o)) (v1, ... 0p). O
T*(og)(vr) - T (o) (vr)
Proposicién 7.11.17. SidimV =n, T : V — V es una transformacion lineal y B = {e1,...,ey} es una

base de V', entonces
T*(e]N---Ney) =det(T)e] A--- Aey.
Dem. Si g[T)|p = (aij), es e;(T(e;)) = e (Z?:l aji ej> = ag;, V i,k = 1,...,n. Luego aplicando la
férmula (7.31) a T*(e] A --- Ae},), obtenemos
T el AN---Ner)=T el N---Ney)(e1,...,en) el A+ Nej,
=(efA---Aep) (T(er),...,T(en)) el A+ Ney,

n
ei(T(er)) - €i(T(en)) a1 -+ Gin
- ' : eiANep = Dol e A Ae
;(T e1)) -+ er(T(en)) anl -+ Gnp
det(T)ef A---Nel. O
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Se puede definir un producto de formas, de manera tal que a A- - -Aqy es el producto de aq, ..., ar € V*.
En lo que sigue veremos una idea de como es esa construccion.

Proposicion 7.11.18. Para cada para k,l =1,2,..., existe una unica funcion
AR (V) x Al (V) 25 A (V) (W) = w A,
llamada el producto cuna que verifica las siguientes propiedades:
L wA(n+v)=wAn+wAv, VweAltF(V) yn,v e AltY(V).
2. N+v)Aw=nAw+vAw, ¥YweAltF(V) yn,v e AltH(V).
3 whA(an) =(aw)An=a(wAn),VweAlt)(V) , ne AltH(V) ya k.
4o wA(MAY)= (WA Av, YV we AltR(V), ne AltY (V) y v e AltM (V).
5 Sik>1yai,...ap € AltY(V) = V*, entonces” ay A--- Aoy, € Alt*(V) estd definido por (7.30). O

Explicitamente, si w € Alt*(V), n € Alt{(V) y B = {e1,...,en} es una base de V, y escribimos
W= Z al’la“'»ik e;!(l ARERRA eZ(k’ n= Z bjl’“"‘jl e;l ANNA e;l’
1<y << <n 1<ji<-<ji<n

entonces
WA = Z ail:"'vik bjlr":jl €>§( ARERRA e:k A 6;1 AREREA 6* : (735)

11 Ji
1<y << <n
I<pn<---<pusn

Notar que los factores en los sumandos de (7.35) no estan ordenados y pueden haber repetidos. La prueba de
la proposicién anterior no es simple y no la vamos a incluir aqui (hay una en el libro “Célculo en variedades”,
de Michael Spivak).

Lo ultimo que veremos es que el pullback conmuta con el producto cuna.

Proposicién 7.11.19. Si T : V — W es una transformacion lineal y w € Alt*(V), n € Alt' (W), entonces
T*(wAn) =T (w)ANT*(n). O

Dem. Aplicar la férmula (7.35) y la proposicién 7.11.16. O

"Notar que podemos escribir o A - - - A oy porque el producto cufia es asociativo.
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