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Practico 1

Si V es un espacio vectorial, entonces una proyeccion en V es una transformacién lineal 7: V' — V que
verifica T? = T (siendo T? = T o T).

1.

Sean V un espacio vectorial y U, W subespacios de V tales que V = U & W. Consideramos la funcién
T :V — V definida por T'(v) = w, siendo v =u+w, u € U, we W.

a) Probar que T' es una proyeccion.
b) Probar que T verifica Im(T) =W y Ker (T) = U.

El operador T se llama la proyeccion sobre W en la direccion de U.

. Probar que si T' € £(V') es una proyeccién, entonces V = Ker (T') @ Im(7") y T es la proyeccién sobre

Im(T') en la direccién de Ker (T'). Sugerencia: escribir v = v — T'(v) + T'(v).

. Sea Ro[x] el espacio de los polinomios de grado menor o igual a 2. Sean T, S : Ro[x] — Ry[z] definidas

por
T(a—|—bx—|—cx2) = —b+bx — ba?, S(a+bx—|—cx2) —a+b+ (b+ )zt

Se pide:
a) Probar que Ty S son proyecciones
b) Probar que vale ToS=SoT =0y T+ S =1d.
c¢) Hallar bases de U =Im(T') y de V' =Im(S5).
d) Verificar Ry[z] =U @ V.

. Sea V un espacio vectorial.

a) Sean U, W subespacios de V tales que V.= U@ W. Sean Py la proyecciéon sobre U en la direccién
de W'y Py la proyeccién sobre W en la direccién de U. Probar

PyoPy=PyoPy=0, Py+ Py=1Id.
b) Reciprocamente, sean Pj, P, : V — V proyecciones que verifican
PloPhb=P,oP =0, P+P=Id.

Probar que vale V = Im(P;) @ Im(P).

. Sean M, (R) el espacio de las matrices reales n x n, S el subespacio formado por las matrices simétricas

y A el subespacio formado por las matrices antisimétricas.

a) Probar M,(R) =5 & A.

b) Hallar explicitamente la proyecién de M, (R) sobre S en la direccién de A y la proyecién de M, (R)
sobre A en la direccion de S.

. Hallar una proyeccién P que proyecte R? sobre el subespacio generado por el vector (1,—1) en la

direccién del subespacio generado por el vector (1,2).



7. Demostrar que si P : V — V es una proyeccién y V tiene dimension finita, entonces existe una base
Id 0

B de V tal que la matriz asociada a P en la base B tiene la forma ( 0 0

). . Qué informacién nos
da la traza! de una proyeccién?

8. Sea V un espacio vectorial (no necesariamente de dimensién finita) y P : V' — V una proyeccién.
Probar que Id +P es invertible y hallar su inversa.

9. Sea V un espacio vectorial y Vi,...,V, subespacios de V tales que V =V, & --- & V,,. Para cada
i = 1,...,n, definimos una funcién 7; : V. — V mediante T;(v) = v;, si v = v1 + -+ + v,, con
v1 € Vi,...,v, € V. Probar que las funciones T, ..., T, son proyecciones que verifican

a) T;0T; =0sii#j,
b) Th + -+ T, = 1d,
¢) Im(T;) =V, para todoi=1,...,n.

En esta situacién se dice que T1, . . ., Ty, son la proyecciones asociadas a la descomposicién V = @;_, V;.

10. Probar que si tenemos un espacio vectorial V' y proyecciones 11, ...,T,, € L(V) que verifican 9a y 9b,
entonces V =Im(T) & --- & Im(T},) y T, ..., T, son la proyecciones asociadas a esta descomposicién.

11. Sea V = R%. Se consideran los siguientes subespacios
Vi={(z,y,z,t): x=y=2}, Va=[(2,1,11)], V3=][(2,211)]

a) Probar que vale V=V, @& Vo @ V3.

b) Hallar la proyecciones asociadas a la descomposicién anterior.
12. Sea V = My (k). Se consideran los siguientes subespacios
Vi:{(aij)GVZ aij:O, Si’i<j},
VQZ{((I,‘j)EV: aijZO, Sii>j},
Vg,:{(aij)EV: aij:O, SIZ#.]}

a) Probar que vale V =V, @ V, @ V.

b) Hallar la proyecciones asociadas a la descomposicién anterior.

!La traza de un operador se define como la traza de la matriz asociada al operador en alguna base del espacio. La definicién
anterior no depende de la eleccién de la base, porque matrices semejantes tienen la misma traza.



