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1. Divisibilidad

En esta seccion repasamos brevemente algunos conceptos de divisibilidad en el conjunto de los nimeros
enteros Z = {0,+1,£2, ...}, que necesitamos para el estudio de los grupos.

Proposicién 1.1 (Divisién entera). Dados a,d € Z con d > 0, existen unicos q,r € Z tales que a = dq + r
y 0 <r <d. El entero q es el cociente y r es el resto de dividir a por d.

Dem. Si consideramos ¢ = méx{n € Z: dn < a} y r = a — dq, entonces vale a = dg+r y r > 0. Si fuese
r > d, entonces seria a = dq+r > d(q+ 1) contradiciendo la maximalidad de ¢; luego es r < d. Esto prueba
la existencia.

Si hubiesen otros enteros ¢/, 7" € Z tales que a = dq¢’ + 1" y 0 < r’ < d, entonces serfa dg+r =dq¢ +1r' y
por lo tanto d(q — ¢') = " — r. Tomando valor absoluto obtenemos d|q — ¢'| = |’ — r| < d. Si fuese q # ¢/,
entonces seria d|qg — ¢'| > d lo cual nos lleva a una contradiccién. Luego es ¢ = ¢’ lo cual implica r =¢/. [0

Si a,b € Z, decimos que a divide a b y escribimos a | b si existe ¢ € Z tal que b = ac. Un entero a # +1 es
primo si b | a implica b = +a o b= +1.

Se prueba que dados a,b € Z no ambos nulos, siempre existe su mdzimo comin divisor d = med(a,b) € Z
que queda caracterizado por las siguientes condiciones

d>0; d|layd|b; sic|ayc|b, entoncesd | c.
Observaciones 1.2. A continuacién recordamos algunas propiedades de la divisibilidad.

1. Dados a,b € Z, vale mcd(a,b) = med(+a, £b). Esto permite pasar a trabajar con nimeros naturales.

2. Algortimo de Fuclides. Este algoritmo es un método para hallar el maximo comin divisor de dos
nimeros. Se basa en aplicar reiteradamente la observaciéon anterior.

Consideremos a y b naturales tales que a > b > 0. Sea a = bq; + r1 la divisién entera de a entre b, Si
r1 > 0, entonces dividimos b por r1 obteniendo b = riqe + 79. Si r9 > 0, entonces dividomos r1 por ro
obteniendo r1 = r9g3 4+ r3. Mientras los restos sean no nulos seguimos, obteniendo

a=>bq+ri, b=r1qgx+re, 1 =123 +713,--- ;0 >1r1 >1r0>"13>--->0.

Observar que vale med(a, b) = med(b, 1) = med(ry,r2) = --- Como los restos son no negativos y van
decreciendo estrictamente, entonces este proceso en algiin momento termina; el dltimo resto no nulo
es el maximo comun divisor de a y b.

3. Supongamos mcd(a, b) = d. Luego el algoritmo de Euclides nos dara
a=>bqg+ri, b=rig+rey, ---; rp2=r,_1q, +d.
Despejando d obtenemos que existen m,n € Z tales que d = ma + nb, esta es la identidad de Bézout.

4. Si mcd(a,b) = 1, entonces decimos que a y b son primos entre si. Es fa¢il de probar que a y b son
primos entre si, si y solo si existen m,n € Z tales que ma + nb = 1.

5. Si med(a,b) = d y escribimos a’ = a/d y b = b/d, entonces med(a’,b') =1

6. Sia|bcy med(a,b) =1, entonces a | c¢. Luego si p es primo y p | ab, entonces p | a o p | b.



Congruencia médulo n. Sin es un entero positivo, entonces definimos una relacién en Z mediante
a=b médn < nl|la—-b, Va,belZ.

esta relacién es de equivalencia y se llama la congruencia modulo n. La clase de equivalencia de un elemento
a€Zesa=a+nZ:={a+nh: heZ} Escribimos Z, = {a: a € Z} al conjunto cociente. Usando la
divisién entera es facil de probar que Z,, tiene exactamente n elementos y se puede describir mediante

Zn={0,1,...,n—1}.

Sia=d médnyb="V mdd n, entonces (a+b) = (a’+V) méd ny (ab) = (a’t’) méd n. Luego podemos
definir una suma y producto en Z, mediante @ +b = a + b y ab = ab. Estas operaciones son conmutativas,
associativas, el producto es distributivo frente a la suma, 0 es un neutro para la suma, 1 es un neutro para
el producto y todo elemento @ tiene un opuesto que es —a. Luego Z, con esa suma y producto es un anillo
conmutativo. Una diferencia de Z, con Z es que en general no vale la propiedad cancelativa del producto,
por ejemplo en Zg es 23 = 0, siendo 2 # 0 y siendo 3 # 0.

2. Grupos

Sea G un conjunto y * : G x G—G, (g, f) + g * f una funcién que llamamos producto! en G.
s Un elemento e € GG es un neutro para * si verifica e x g = g * e = g, para todo g € G.
» El producto * se dice asociativo si g * (f *h) = (g * f) = h, para todo g, f,h € G.
= Si G tiene un neutro e, entonces g € G se dice invertible si existe f € Gtal que g f = fxg=ce.

Observacion 2.1. El neutro en caso de existir es tinico. Si g € G es invertible y el producto es asociativo
entonces el elemento f tal que g* f = f % g = e es tnico, se escribe f = g~ !, y se le llama el inverso de g.

Un grupo es un par (G, *) en la cual G es un conjunto y G x G % G es un producto que es asociativo, tiene
un neutro y todo elemento de G es invertible. Por simplicidad de notacién, en general escribiremos G en
vez de (G,*). El orden de G es su cardinal que lo escribiremos |G|. Diremos que G es finito o infinito de
acuerdo a que |G| lo sea. Para mantener una notacién coherente, en general al cardinal de un conjunto X
lo escribiremos | X | en vez de #X.

Ejemplos 2.2. 1. Si Z son los enteros, entonces (Z, +) es un grupo. Lo mismo sucede cambiando Z por
Zy, 0 por un cuerpo arbitrario k que puede ser los racionales Q, reales R, complejos C, etc.

2. El conjunto de matrices cuadradas M, (k) con la suma es un grupo.
3. El grupo trivial es G = {e}, en el cual definimos e x e = e.

Una forma simple de obtener grupos es mediante monoides. Un monoide es lo mismo que un grupo, pero
en el cual no se exige que todos sus elementos sean invertibles (luego un grupo es un caso particular de
monoide). Si M = (M, *) es un monoide y consideramos M* = {a € M : a es invertible}, entonces vale

_ _ _ _ _1y—1
e€e M, g feM* = gsfeM y(g«f)'=ftxg™y geM* = gleM y (') =g

Luego M* es un grupo (con el mismo producto y neutro que M) llamado el grupo de invertibles de M. Los
siguientes ejemplos se obtienen como grupos de invertibles de ciertos monoides.

LAl producto también se le llama operacidn binaria o ley de composicidn interna.



Ejemplos 2.3. Los siguientes son ejemplos de grupos.

1. k*={zek: v#0},Z2° ={£1} y Z) ={a: mcd(a,n) =1}, con la multiplicacién.
Notar que si p es primo, entonces Z; ={a € Z,: a+#0}; luego Z, es un cuerpo.

2. El grupo general lineal es GL, (k) = {A € M, (k) : det A # 0}, con el producto de matrices.

3. Si V es un espacio vectorial, entonces a GL(V) = {¢ : V — V : ¢ es un isomorfismo lineal} con la
composicién también se le llama grupo general lineal.

4. Dado X # 0, el conjunto Biy(X) = {f : X — X : f es una biyeccién}, con la composicién. Si
X ={1,...,n}, entonces a S,, = Biy(X) se le llama el grupo simétrico y a sus elementos permutaciones.
La cantidad de elementos de S, es n!. Para las permutaciones usaremos la notacion

o 1 - n
- \o(1) -+ o(n))’
Sea GG un grupo. Dos elementos g, f € G conmutan si g x f = f * g. Si todos los elementos de G conmutan,
entonces el producto se dice conmutativo y el grupo se dice abeliano. Por ejemplo Z y k* son grupos

abelianos, mientras que GL, (k) y S,, (ambos para n > 2) son grupos no abelianos. En la teoria, cuando el
grupo es abeliano se suele usar notacién aditiva

gxf=g+f e=0, gl=-g, Vg feG

Nota: por simplicidad, de ahora en més en los grupos escribiremos gf en vez de g * f y 1 en vez de e. Por
supuesto que esto lo haremos solo en la teoria, en los casos concretos usaremos la notaciéon que corresponda.

Proposicion 2.4. Sea G un grupo.

1. Sig, f,x € G, entonces
gr=f & x=g"'f; wg=f o x=fg"

2. Si g € G, entonces las funciones de G en G definidas por x — gx y x — xg, son biyectivas. O

Sige Gyn eN, definimos g" recursivamente mediante

Esta definicién se extiende a potencias negativas mediante g~ = (g_l)n, para todon € Z*. Si G es abeliano
y usamos notacién aditiva, entonces se escribe ng en vez de g".

Proposicion 2.5. Sea G un grupo.
1. Sig € G, entonces g"g™ = g"t", (¢")™ = ¢"™, para todo n,m € L.
2. Si g, f € G conmutan, entonces (gf)" = g"f", para todo n € Z. O

Sea G un grupo y g € G. El orden de g es |g| € ZT U oo, que estd definido por lo siguiente. Si existe n # 0
tal que ¢" = 1, entonces definimos |g| = min{n > 0: ¢" = 1}; en caso contrario definimos |g| = oc.

Proposicion 2.6. Sea G un grupo y g € G.



1. Si|g| = oo, entonces g* =1 si y solo si k=0, y g* = g" si y solo si k = h.
2. Supongamos |g| = n < oo, entonces.

a) Vale g¥ =1 si y solo sin | k, y vale g* = g" si y solo si k =h médd n.
b) Para todo k € 7 vale que g* tiene orden finito y ’gk| =n/d, siendo d = mcd(n, k).
En particular, si k >0 y k| n, entonces ‘gk’ =n/k.
Dem.

1. La primer afirmacién es obvia y la segunda se deduce de la primera.

2. a) Es claro que n | k implica g¥ = 1. El reciproco se deduce dividiendo k por n. El resto es facil.

b) Sean n’ =n/dy k' = k/d. Por un lado (gk)n = ghn' = gdk'n" — (g”)k, = 1. Esto implica que g*
tiene orden finito y si s = ‘gk‘ entonces s | n’. Por otro 1 = (gk)S = g, luego n | ks y al ser n/
primo con k', deducimos n’ | s. Luego n’ = s. O

3. Subgrupos
Un subgrupo de G es un subconjunto H que verifica
leH; g fcH = gfcH;, gcH=g"'cH,

0, equivalentemente, si verifica
leH; g.feEH = gf '

Escribimos H < G para indicar que H es un subgrupo de GG. Es claro que H es un grupo siendo su producto
la restriccién a H del producto de G.

Ejemplos 3.1. 1. Dado un grupo G, los subconjuntos {1} y G son subgrupos de G. El subgrupo trivial
es {1}. Todo subgrupo de G distinto de {1} y G se dice que es propio.

2. Un movimiento o isometria del plano R? es una funcién ¢ : R? — R? que preserva la distancia
euclidea. Se prueba que los movimientos son funciones biyectivas, y que forman un subgrupo del grupo
de biyecciones de R? en R?, llamado el grupo de movimientos del plano, que escribiremos M. Recordar
que M esté formado por rotaciones? Pp,6, traslaciones 7,, simetrias axiales o, y antitraslaciones® QL

3. Los movimientos directos (los que preservan el sentido del plano) son las rotaciones y las traslaciones.
Llamaremos indirectos a los que invierten el sentido, que son las simetrias axiales y antitraslaciones.
El conjunto M formado por los movimientos directos es un subgrupo de M.

4. Si X es un subconjunto del plano, una simetria de X es un movimiento ¢ € M que verifica p(X) = X.
El conjunto Sim(X) de las simetrias de X es un subgrupo de M llamado el grupo de simetrias de X.

5. Si P, es un poligono regular de n lados, entonces D,, := Sim(P,) es el grupo diedral. Supongamos que
el origen o es el centro de P, y que v = (Cos(2k7r/n), Sen(2k‘7r/n)), k=0,1,...,n—1 son los vértices
de Py,. Si px = po2kr/n Y Ok = 0L, siendo Ly la recta que pasa por o y forma un dngulo de km/n con
el eje horizontal, entonces D,, tiene 2n elementos que son

DTL = {p07p17p27 -++yPn-1,00,01, - - . 70n—1}7 PO = id.

2Convenimos que si es § > 0, entonces el giro se hace en sentido antihorario y si es < 0, entonces el giro es horario.
3Una antitraslacién o simetria con deslizamiento es la composicién de una simetria axial con una traslacién de ejes paralelos.



Definimos también D; = {pg,00} v D2 = {po, p1,00,01}, siendo py = id, p; la simetria central del
centro o, y og y o1 simetrias axiales de ejes perpendiculares que se cortan en o.

6. Para cada n € Z* definimos U,, = {z € C: 2" =1}. Sea S' = {2 € C: |2| = 1} y consideremos
[e.e]
Uso i= UUn:{zE(C: 2" =1 para algin n € Z"}.
n=1

Entonces {1} < U, < Us, < S' < C* (n > 1), es una cadena de subgrupos multiplicativos
Proposicién 3.2. Si H; es un subgrupo de G, para todo i € I, entonces (\;c; H; es un subgrupo de G. [

Ejemplo 3.3. El grupo de simetrias directas de un subconjunto X del plano es Sim(X) := Sim(X)N M,
que es un subgrupo del grupo de simetrias de X.

Si S es un subconjunto de G, entonces el subgrupo generado por S es (S) := (\gc < H. Notar que (S) es
el menor subgrupo de G que contiene a .S, y se puede describir mediante

<S>:{s?1---32": ;i €8S, n; €, i=1,...,k, k€Z+}.

Si S ={g1,...,9n}, escribimos (S) = (g1,...,9n). En particular (g) = {g" : n € Z} es el subgrupo ciclico
generado por g.

Si G = (S), decimos que S genera a G o que S es un conjunto de generadores de G. El grupo G se dice
finitamente generado si tiene un conjunto de generadores finito.

Observacién 3.4. Todo grupo finito es finitamente generado. El reciproco es falso: Z = (1) y es infinito.

Ejemplo 3.5. Consideremos el grupo diedral D,, = Sim(P,) visto anteriormente. Si p = p1 y 0 = oo,
entonces pp = p* v o = opF, para todo k. Luego D,, = (p, o) y podemos escribr

Dn = {id7107p27'"7pn_170—70-p70—p27'"7Upn_1}' (1)
Notar Simy (P,) = (p) = {id, p, ..., p" '}, que es un subgrupo ciclico de D,,. Escribiremos C,, = {p).

Generadores y relaciones. Los generadores p y o del grupo diedral D,, verifican

pPt=02=id, po=op" L. (2)
Notar p"~! = p~!. Las férmulas (2) determinan el producto del grupo. Por ejemplo de las mismas se deducen
las “reglas de conmutacién” entre o y las potencias de p
po=0cp" ', po=0p"% -, plo=op.

También nos permiten calcular el producto de los elementos de D,,, escritos en la forma de (1)

o = 0, (o) =, o (op) =g (op) (o) =
Ademas esas relaciones son minimales, en el sentido de que vale p = id y n es el menor entero positivo que
lo verifica, andlogamente vale 0> = id pero es o # id. Si G es un grupo que esta generado por dos elementos
a,b tales que para cierton > Ovale a® =1, al #1si1 <1< 1,b>=1,b# 1y ab= ba""!, entonces
identificando a con p y b con o, obtenemos que G se identifica con el grupo diedral D,, (son isomorfos en el
sentido que definiremos més adelante). Luego a los grupos de este tipo les llamaremos diedrales. En ese caso

escribimos D,, = (a,b: a® =b*> =1, ab = ba""!) y decimos que la anterior es una presentacion de D,, dada
por generadores y relaciones. Esta es una forma simple de describir un grupo y se usa frecuentemente?.

4Todo esto se puede formalizar bien introduciendo los grupos libres, pero por falta de tiempo no lo haremos.



Si H< Gy K < G, definimos el subgrupo generado por H y K mediante H V K = (H U K); es el menor
subgrupo de GG que contiene a H y K. Explicitamente

HVK= {gl-ngn: g EHUK, i=1,...,n, nEZ*}.
Claramente esta definicién se generaliza para una familia arbitraria de subgrupos de G.

Observacién 3.6. El conjunto de los subgrupos de un grupo forma un reticulo completo respecto al orden
de inclusion, es decir es un conjunto parcialmente ordenado en el cual todo subconjunto no vacio tiene
supremo e infimo. En particular el supremo de {H, K} es HV K y el infimo es H N K.

Ejemplo 3.7. Los reticulos de subgrupos de Z4 y Do = {id, p, 0, 0p} son
Z4 D2
(2) (o) {p) (op)

N

(0) (id)
En la representacién de arriba las lineas verticales marcan las inclusiones.

Si bien el principal objetivo de estas notas son los grupos finitos, una pregunta natural es ;qué se sabe de
los subgrupos de R (pensado como grupo con la suma)? El siguiente resultado va en esa direccion.

Teorema 3.8. 5i G es un subgrupo de R, entonces existe o € R tal que G = Za o G es denso en R.

Dem. Si G = {0} el resultado es obvio tomando o = 0. De aqui en mds suponemos que este no es el caso.
Sea a = inf{|z| : x € G, x # 0}. Una posibilidad es « = min{|z|: = € G, x # 0}, aqui @ > 0. Dado = € G,
podemos escribir x = na+y, donde n € Zy 0 <y < a. Luego y = x — na € G y si fuese y > 0 llegariamos
a una contradiccion; luego es y = 0 y £ = na. Esto prueba G = Za.

La otra posibilidad es a ¢ {|z| : = € G, x # 0}. En este caso probaremos que dados a < b en R, entonces
siempre existe g € G tal que a < g < b. Sea € = b — a > 0. Por nuestra asuncién sobre «, sabemos que
existen ¥,z € Gtalesque a <y <z < a+eluegor:=z2—y € Gy 0 <z <e Luego es facil de probar que
existe meZ talquea<mr<a+e=b Asig=mreGya<g<hb. O

4. Morfismos

Una funcién entre dos grupos ¢ : Gi — G2 se dice un morfismo u homomorfismo de grupos si verifica
o(gf) = (9)¢(f), para todo g, f € G1.
Proposicion 4.1. Si ¢ : Gy — G2 es un morfismo, entonces

1. (1) =1yp(g7') =v(9)", para todo g € G1.

2. ¢ (g") = ¢(9)", para todo g € G1 yn € Z. O

Si ¢ : G1 — G2 es un morfismo, entonces su nicleo es Ker (¢) = {g € G1 : ©(g) = 1} y su imagen es
Im(p) = p(G1). Claramente Ker (¢) < G1 y Im(p) < Gs.

Ejemplo 4.2. Sea SL,(k) = {A € M, (k) : det A = 1}. Notar que det : GL,(k) — k* es un morfismo y
SLy,(k) = Ker (det), luego SL, (k) es un subgrupo de GL,, (k) llamado el grupo especial lineal.



Proposicién 4.3. Sea ¢ : G1 — G2 un morfismo. Si H < Gy, entonces o(H) < Ga. Si K < Ga, entonces
Ker (¢) < ¢ 1K) < G1. O

A continuacién veremos algunos nombres y notaciones. Sea ¢ : G — G2 un morfismo.
=  es un monomorfismo si es inyectivo. Notacién: ¢ : G1 — Ga.
= © es un epimorfismo si es sobreyectivo. Notacion: ¢ : G1 — Gb.
» © es un isomorfismo si es biyectivo. Notacion: ¢ : G1 = Goa.
= o es un endomorfismo si G = Ga.
= es un automorfismo si es un endomorfismo biyectivo.
Proposiciéon 4.4. Propiedades:
1. Si ¢ : G1 — G2 es un morfismo, entonces ¢ es un monomorfismo si y solo si Ker (¢) = {1}.
2. Sip:Gy — Go y: Gy — Gs son morfismos, entonces ¥ o ¢ : G — G5 es un morfismo.
3. Sip: Gy — Gy es un isomorfismo, entonces ¢t : Go — Gy es un isomorfismo. O

Decimos que dos grupos G y G2 son isomorfos y escribimos G1 ~ G si existe un isomorfismo ¢ : G; — Gb.
Los grupos isomorfos tienen las mismas propiedades y por lo tanto son indistinguibles como grupos.
Es claro que la relacién “ser isomorfos” es de equivalencia. Si G es un grupo y definimos

End(G) ={p: G — G : ¢ endomorfismo}, Aut(G) ={p : G — G : ¢ automorfismo},

entonces End(G) es un monoide con la composicién y Aut(G) es su grupo de invertibles.
Ejemplos 4.5.

1. Si Gy y Gy son grupos, entonces el mapa constante ¢ : G; — Gg definido por ¢(g) = 1, para todo
g € G1, es un morfismo llamado el morfismo trivial.

2. Si H es un subgrupo de G, entonces la inclusién H < GG es un monomorfismo.
3. Para cada n € Z™, la proyeccién canénica 7 : Z — Zj,, definida por m(x) = T, es un epimorfismo.

4. Si g € G, entonces int, : G — G definido por int,(z) = grg~!, para todo x € G, es un automorfismo.

Los automorfismos de la forma int, se llaman automorfismos internos.
5. Si G es abeliano, entonces ¢ : G — G definido por ¢(g) = ¢~ !, para todo g € G, es un automorfismo.

6. Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita n y B una base de V. Entonces la correspondencia
¢ — [p]p es un isomorfismo de GL(V') en GL,, (k). Por esto es que tienen el mismo nombre.

7. El mapa ¢ : R — R definido por p(z) = e® para todo x € R, es un isomorfismo (R* con el producto).

Producto directo. Sean G y G2 dos grupos. En el producto cartesiano G x Gy definimos un producto
mediante

(91,92) - (f1, f2) = (91.f1, 92f2), Vg1, f1 € G1, 92, f2 € Ga.

El conjunto G1 x G con este producto es un grupo llamado el producto directo de G1 y Gs.



Consideremos 11 : G1 = G1 X Ga, 12 : Go — G1 X Gg, p1 : Gy x Goa = G1 y p2 : G1 X Go — G5, definidos por

ulgr) = (91,1), w2(g2) = 1,92), p1(g1.92) =91, p2(91,92) =92, Y g1, f1 € G1, g2, f2 € Gs.

Entonces ¢1 y t2 son monomorfismos, p; y p2 son epimorfismos, y valen pj o vy =idg, y p20t2 =idg,.
El morfismo ¢; : G1 — G1 X G2 es la inclusion de G1 en Gy X G y p1 : G1 X Gg — G es la proyeccion de
G1 x Gy sobre G, y se define lo mismo para Go.

Si G1 y G4 son grupos abelianos y usamos notacién aditiva, entonces el producto directo G x G4 se suele
escribir GG1 @ G2 y en esa notacién se le llama también la suma directa.

Es claro que la estructura de producto directo se generaliza naturalmente para productos finitos Gy x - - - x Gy,
y en general para productos cartesianos de familias arbitrarias de grupos.

5. Grupos ciclicos

Un grupo G se dice ciclico si existe g € G tal que G = (g) = {¢" : n € Z}. Notar que todo grupo ciclico es
abeliano.

Ejemplo 5.1. Los grupos Z y Z,, son ciclicos y estan generados respectivamente por 1 y 1. Notar que 1 € Z
tiene orden infinito mientras que 1 € Z, tiene orden n.

Proposicién 5.2. Sea G = (g) un grupo ciclico.
1. Si|g| = oo, entonces G ~ Z.
2. Si|g| =n < oo, entonces G =~ Zy,.
Luego el orden del grupo G coincide con el orden del generador g.

m

Dem. Los mapas ¢ : Z — G y 9 : Z,, — G definidos respectivamente por ¢(n) = ¢" y ¢ (m) = g™, son
isomorfismos. Notar que 1 estd bien definido por la parte 2b) de la proposicién 2.6. O

Observacion 5.3. Si G = (g) es un grupo ciclico finito de orden n, entonces.
1. G={1,9,¢%...,9" '}y g" = 1;
2. g™ =1 siy solo si n|m;
3. g" = g° siysolosin|r—ssiysolosi7=3en Z,.
Corolario 5.4. Sea G = (g) un grupo ciclico.
1. Si |G| = oo, entonces los generadores de G son g y g~ *.

2. Si |G| =n < oo, entonces g* genera a G si y solo si med(k,n) = 1.

Dem. Si |G| = oo, como los generadores de Z son +1, deducimos que los de G son gt Si |G| = n < oo,
entonces g* genera a G siy solo si k genera a Z,, si y solo si 1 € <k> si y solo si med(k,n) = 1 (usando la
observacién 1.2). O

Ejemplo 5.5. Sean € ZT yU,={z€C: z"=1}.Si( = e%, entonces U,, = (() = {1,(,@'2,...,@'"_1}
y vale (" = 1. Notar |U,| = n. Los generadores de U,, son los elementos de la forma ¢*¥ = e%, con

med(k,n) = 1; estos generadores se llaman las raices primitivas de orden n de la unidad.
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El siguiente resultado determina los subgrupos de los grupos ciclicos.
Proposicién 5.6. Sea G = (g) un grupo ciclico.

1. Si H es un subgrupo de G, entonces H es ciclico.

2. S8i G es de orden finito n y H es un subgrupo de G de orden k, entonces k divide an y H = (g”/k).

Dem. Consideremos la primer afirmacién. Si H = {1}, entonces H = (1). Supongamos ahora H # {1}.
Sea m = min{l € Z* : g e H}. Six = ¢! € H, entonces dividiendo I por m obtenemos | = mq + r, con
0 <7 < m. Luego de g' = (¢"™)? g" deducimos g" € H y por lo tanto r = 0. Esto implica H = (g™).

En lo que sigue asumiremos |G| = |g| = n < .
Observemos primero que si k | n, entonces } g”/ k ‘ = k y por lo tanto <g”/ k> es un subgrupo de G de orden k

Supongamos ahora que H un subgrupo de G de orden k. Luego H = (g™), siendo m = min{l € Z* : ¢' € H}.

Veamos primero que m divide a n. Sea n = mq + r con 0 < r < m la divisién entera de n entre m. Luego
1= gn — gmq—I—r — (gm)qgr = gr — (gm)—q c H.

La minimalidad de m implica r = 0, luego n = mgq. Como m divide a n, entonces |¢"| = n/m, pero es

H = (g™), luego k = |H| = |g™| = n/m y por lo tanto m = n/k. Luego k divide a n y H = (g"/F). O

Aplicacién 5.7. Todo subgrupo de Z es de la forma mZ = {ma : a € Z}, con m > 0. Todo subgrupo de

Ly, €s de la forma mZ, = {ma: a € Z}, con 1 <m <ny m|n; ademas |mZ,| = n/m.

A continuacién usamos la proposicién 2.6 para determinar los morfismos cuyos dominios son grupos ciclicos.
Proposicion 5.8. Sea G un grupo ciclico y F un grupo arbitrario.

1. Si |G| = oo, entonces hay una correspondencia uno a uno entre los morfismos de G en F y los
elementos de F'.

2. 51 |G| = n < oo, entonces hay una correspondencia uno a uno entre los morfismos de G en F y los
elementos f € F tales que f* = 1.

Dem. Sea G = (g) = {¢¥ : k € Z}. Observar que todo morfismo ¢ : G — F verifica p(g*) = ¢(g)*, para
todo k € Z. Luego si existe un morfismo ¢ : G — F, entonces ¢ es de la forma

@(gk) = fk7 Vk € Z, (3)

siendo f = ¢(g). Luego a cada morfismo ¢ le corresponde un unico elemento f = ¢(g) que verifica (3).

Si |G| = oo, entonces g¥ = g" si y solo si k = h y por lo tanto cada f € F permite definir una funcién
¢ : G — F mediante la férmula (3). Notar que esa funcién es un morfismo

e(g"g") = o (¢"F) = f1F = fr R = o(d")e(d"), VYh,k €L

Supongamos ahora que es |G| = n < oo, tenemos un elemento f € F y queremos definir un morfismo
¢ : G — F mediante la férmula (3). Si eso es posible, entonces ™ = ¢(¢") = (1) = 1, luego " = 1.
Reciprocamente, supongamos que tenemos f € F tal que f™ = 1. Si k, h € Z son tales que ¢* = ¢", entonces
n|lk — h y por lo tanto existe a € Z tal que k = h + an. Luego f¥ = fitan = fh(fm)e = fh Asi que si
f™ =1, entonces g* = g" implica f¥ = f". Luego en este caso tiene sentido definir una funcién ¢ : G — F
mediante la férmula (3), y la misma cuenta de antes nos prueba que ¢ es morfismo. O

Observacién 5.9. Los grupos ciclicos infinitos son isomorfos a Z y los grupos ciclicos finitos de orden n
son isomorfos a Z,. Asi que, a menos de isomorfismo, hay uno solo de cada tipo. En general a los grupos
ciclicos finitos de n elementos los escribiremos C,, y usaremos Cs, para los grupos ciclicos infinitos. Son de
la forma C,, = {1,g,gz,...,g”’1} con " =1y Coo ={g™: meZ}.

11



6. Coclases

Sea GG un grupo y H un subgrupo. Definimos una relacién de equivalencia en G llamada congruencia mddulo
H, que escribimos = (mod H), mediante

g=fmod H) ¥  3SheH:g9=fn &  [flgecH

La clase de equivalencia de g € G es
g:={feG: f=g(mod H)} ={gh: he H} = gH.
El conjunto gH es la coclase izquierda de g respecto a H. Escribimos G/H = {gH : g € G}.

También podemos definir otra relacién de equivalencia =4 (mod H), mediante

g=afmod H) &  3IheH:g=hf o gfled

Si g € G, su clase de equivalencia es
{feG: f=49(mod H)} ={hg: he H} = Hg.
El conjunto Hg se llama la coclase derecha de g respecto a H y escribimos H\G = {Hg : g € G}.

Observacién 6.1. Se puede definir un nuevo producto x en G mediante a x b := ba. El par GP? = (G, x) es
un grupo llamado el grupo opuesto de G. Luego =4 (mod H) en G coincide con = (mod H) en G°P.

Ejemplo 6.2. Consideremos el grupo diedral D3, que se puede describir mediante
Dy = {1,b,b% a,ab,ab®}, b* = a® =1, ba = ab*, b*a = ab.
Sea H = (a) = {1,a}. Las coclases izquierdas de H son
I\H=aH =H, bH=ab’H = {b,ab*}, b*H=abH = {b* ab}, G/H = {H,bH,0*H} .
Las coclases derechas de H son
Hl=Ha=H, Hb=Hab={bab}, Hb* = Hab®>={b*ab’}, H\G = {H,Hb,HV"}.
Notar bH # Hb, Hb> # b*H y G/H # H\G.

Consideremos ahora el subgrupo K = (b) = {1,b,b?}. En este caso vale aK = Kay G/K = K\G = {K,aK}.
Luego las coclases izquierdas y derechas pueden coincidir o no, dependiendo del subgrupo.

Proposiciéon 6.3. Sea G un grupo y H un subgrupo. Entonces
lgH| = |Hg| = |H|, Vg € G;  |G/H|=|H\G|.

Dem. Los mapas H — gH y H — Hg definidos respectivamente por h — gh y h — hg son biyectivos; esto
implica la primer afirmacién. Para la segunda, observar que vale

gH = fH & flgeH & f_l(g_l)_leH & Hf'=Hg' Vg, feH.

Luego tiene sentido definir un mapa ¢ : G/H — H\G por p(gH) = Hg™' y este mapa es inyectivo. Notar
o(g7 H) = Hg, luego ¢ también es sobreyectivo, y por lo tanto es biyectivo. O
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Si H es un subgrupo de G, llamamos indice de H en G a [G : H] := |G/H| = |H\G|.

Observacién 6.4. Si H = G, entonces G/G = {G}, luego [G : G] = 1. Si H = {1}, entonces el mapa
G — G/H definido por g — g{1} = {g} es biyectivo, luego [G : {1}] = |G|.

Teorema 6.5 (Lagrange). Sea G un grupo y H un subgrupo. Entonces |G| < oo si y solo si |H| < oo y
[G: H] < 0o. En ese caso vale

Gl =[G : H]|H].

Dem. El directo es claro. Para el reciproco, supongamos |H| < coy [G : H| < c0. Sea n = [G : H], entonces
existen g1, ..., gn € G tales que G/H = {g1H,...,g,H}. Luego® G = ||, g;H y por lo tanto

Gl =) lgiH| =) |H|=n|H|=[G:H]|H|. O
i=1 1=1

Observacion 6.6. Si G' es un grupo finito y H es un subgrupo, entonces el teorema de Lagrange implica
que |H| y [G: H] dividen a |G|,y [G: H] = %

Corolario 6.7. Si G es un grupo finito y g € G, entonces |g| diwide a |G| y por lo tanto gl¢l = 1.

Dem. Como (g) es un subgrupo de G, entonces |g| = |(g)| divide a |G|. Esto implica la dltima afirmacién. O

Aplicacién 6.8. Si G es un grupo finito de orden primo p, entonces G es ciclico. Esto se debe a que si
1 # g € G, entonces es 1 # |g| | p. Luego |g| = p y por lo tanto G = (g).

Observacién 6.9. Si un grupo tiene orden 4, entonces es isomorfo a Z,4 o al grupo de Klein Zo ® Zs. Luego
todos los grupos de orden menor o igual que 5 son abelianos. Notar que | D3| = 6 y D3 no es abeliano.

Teorema 6.10. Sea G un grupo y H, K subgrupos tales que K C H. Entonces |G : K| < oo si y solo si
[G:H] <ooy[H:K]<oo; en este caso vale

[G: K|]=[G: H|H: K]

Dem. Supongamos [G : Hl =n < ooy [H: K| =m < oo. Luego existen ¢1,...,9, € Gy hi,...,hy, € H
tales que G = | |i{_; g;H y H = | |, h; K. Luego

n n m n,m
G=JoH=g |UnK|= | anK.
i=1 i=1 j=1 i=j=1

Vamos a probar que esa unién es disjunta. Sean i1, 42, j1, j2 tales que g;, hj, KNgi,hj, K # 0. Como son coclases
(son clases de equivalencia), esto implica g;, hj, K = g, hj, K. Luego existe k € K tal que g;, hj, = gi,hj, k.
Como hj,, hj,, k estdn en H, esto implica g;, H = ¢;,H y por lo tanto g;, = gi, (dado que G = | [\, ¢;H).
Luego cancelando en g;, hj, = gi,hj,k deducimos hj, = hj,k. Pero esta tltima relacién implica hj, K = hj, K
y por lo mismo que antes es hj, = hj,. Luego probamos que es G = U?;Tzl gih; K. Como los g;hjK son
coclases de K respecto a G, esta igualdad nos dice que es [G : K] = nm = [G : H|[H : K|. Notar que
en el célculo anterior no usamos que n y m fuesen finitos, luego [G : H| = oo o [H : K| = oo, entonces

G : K] = 0. O

SEstamos usando || para indicar que la unién es disjunta.
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7. Acciones

Sea G un grupo y X un conjunto. Una accién de G en X es una funciéon G x X — X, (g,x) — g -z, que
verifica

]-':L':x’ g(fx):(gf)mv v.gafEGa$EX-
Un G-conjunto es un par (X,-) en el cual X es un conjunto y G x X — X es una accién de G en X.

Ejemplo 7.1. 1. Accion trivial: dado un grupo G, todo conjunto X es un G-conjunto definiendo g-x = =z,
para todo g € G, z € X.

2. Si X # 0 es un conjunto, entonces Biy(X) actia en X mediante la evaluacién ¢ - x = p(z).
3. Sy actiaen I, ={1,2,...,n} mediante o - i = o(i).
4. GL, (k) actia en k™ por multiplicacién.

5. Si M es un monoide y G es su grupo de invertibles, entonces hay dos acciones naturales de G en M.
1

La accién por por traslaciones a la izquierda es g-m = gm y la accion por conjugacion g-m = gmg™ .
Un ejemplo de la segunda es GL, (k) actuando en M, (k) mediante A- X = AXA™!L

Como un caso particular, G actia sobre si mismo por traslaciones a la izquierda y por conjugacion.
Esta tltima la veremos en més detalle un poco mas adelante.

6. Si M esunavariedad y f : M — M es un difeomorfismo, entonces Z actiia en M mediante n-p = f™(p).
Este tipo de acciones son las que se estudian en los sistemas dindmicos.

Observacién 7.2. SiGxX — X esunaacciény g-x = y, entonces g~ -y = g '-(g-z) = (¢7'g)-x =l =z

Luego

grx=y = w=g 'y

Observacién 7.3. La acciones que definimos anteriormente son acciones a la izquierda. Una accion a la
. .« s L] .
derecha de un grupo G en un conjunto X es una funcién X x G — X, (z,g) — x e g, que verifica

vel=z, (reg)ef=ue(gf), VgfeG zeX.

Por ejemplo, en las matrices My, » (k) tenemos que GL;, (k) actiia por multiplicacién a la izquierda mientras
que GL, (k) actia por multiplicacién a la derecha.

Toda accién a la derecha induce una accién a la izquierda y reciprocamente, pasando de una a la otra
mediante g -z = z @ g~ . Esto permite trabajar solo con acciones a la izquierda, que es lo que haremos.

Proposicién 7.4. Sea G un grupo y X un conjunto. Existe una correspondencia uno a uno entre las
acciones de G en X y los morfismos de grupos de G en Biy(X):

GxX =X, (g,0)—~g-x & G 3 Biy(X), g— ag: X = X, (4)
definiendo agy(x) = g -z, para todo g € G, x € X.

Dem. Es claro que la correspondencia definida en (4) es uno a uno entre las funciones G x X — X y las
funciones o : G — Fun(X), siendo Fun(X) = X~ el conjunto de las funciones de X en X.
Si G x X — X es una accién, entonces

lx=2, VeeX = a«a =id;
=agf(xz), Vg, feG zeX = agoar=aye, Vg, feG.
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De estas dos férmulas deducimos

=q; =id, Vg€ QG.

=1 =a1 =id, «

agoag 99 —100192(1—1

g g9

Esto implica que ay : X — X es invertible con inversa a,-1. Luego a4 € Biy(X), para todo g € G y por lo
tanto  : G — Biy(X) C Fun(X) y por lo que vimos « es un morfismo de grupos.

Reciprocamente, si ahora partimos de que « : G — Biy(X) es un morfismo de grupos, entonces razonando
a la inversa de las dos féormulas de arriba deducimos que G x X — X es una accién. O

Notar que a la accién trivial le corresponde el morfismo trivial. Decimos que una accién es fiel si g-z ==
para todo z € X, implica g = 1. Esto equivale a que el morfismo G % Biy(X) sea un monomorfismo. Luego
en este caso es G ~ a(G) < Biy(X).

Teorema 7.5 (Cayley). Todo grupo finito de orden n es isomorfo a algin subgrupo de S,.

Dem. Sea G un grupo de orden n. La accién por traslaciones a la izquierda de G en G es fiel
g r=x,VreG = gr=z VxelG = g=1.
Luego si a : G — Biy(G) es el morfismo asociado a la accién, entonces G ~ a(G) < Biy(G) ~ S,,. O

Observacion 7.6. Las siguientes son dos formas naturales de obtener nuevas acciones a partir de una accién
GxX—X.

1. Si H < G, entonces H acttia en X por restriccion de G x X — X a H x X — X.

2. Un subconjunto Y de X se dice G-invariante o G-estable si g-y € Y, paratodo g € Gey €Y. Si
Y C X es G-invariante, entonces G actiia en Y por restriccion de G x X =+ X a G xY =Y.

Ejemplo 7.7. El grupo Biy(R?) actiia en R? mediante ¢ - p = ¢(p). Como el grupo de los movimientos M
es un subgrupo de Biy(R?), entonces M actiia en R? con la misma accién. Si X es un subconjunto de R2,
entonces Sim(X) actia en R?, y como X es invariante respecto a esta accién, entonces Sim(X) acttia en X.

Si X es un G-conjunto, entonces definimos una relaciéon en X mediante
T~y & dJgeG: x=g-y.

Es un ejercicio el probar que esta relacién es de equivalencia (para la propiedad reciproca, recordar la
observacién 7.2). Las clases de equivalencia se llaman las dérbitas de la accién

o(z)={g-z: g€ G}, Vo e X.
Escribimos X/G = {o(z) : = € X} al conjunto cociente.

La accién se dice que es transitiva si dados z,y € X arbitrarios, entonces siempre existe algin elemento
g € G tal que y = g - x; esto equivale a decir que en X hay una sola érbita.

Ejemplo 7.8. La acciéon de G en G por traslaciones a la izquierda es transitiva, mientras que si G no es
trivial, entonces la accién por conjugacién no lo es, dado que o(1) = {1}.

Observacion 7.9. Las érbitas de la accién de un grupo G en un conjunto X son conjuntos G-invariantes
y G actta transitivamente en cada orbita.
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Sea X un G-conjunto.

1. Un elemento = € X es un punto fijo si g -« = x, para todo g € G. Escribimos X al conjunto de los
puntos fijos de X. Notar que X es G-invariante y G actta trivialmente en X©.

2. Sixz € X, el estabilizador o grupo de isotropia de x es G, :={g € G : g-x = z}; claramente G, < G.
Observacién 7.10. Sea X un G-conjunto.
1. Siz € X, entonces x € X si y solo si o(x) = {z} si y solo si G, = G.

2. Si G % Biy(X) es el morfismo asociado a la accién, entonces Ker (o) = (). .y G. Prueba:

zeX

geKer(a) & ay=id & g-z=2,VoeX & geG,, VeeX & g€ ﬂGx.
rzeX

Un mapa ¢ : X — Y entre dos G-conjuntos es un G-mapa si (g -x) = g - ¢(x), para todo g € G, z € X.
Dos G-conjuntos X e Y son isomorfos (como G-conjuntos) si existe una G-mapa biyectivo ¢ : X — Y.

Observacién 7.11. Si G es un grupo y H < G, entonces G actia en G/H mediante g- (fH) = (gf)H.

Proposicién 7.12. Sea X un G-conjunto y x € X. Entonces o(x) ~ G/G, como G-conjuntos; luego
lo(z)| =[G : Gz] y por lo tanto |o(z)| divide a |G|, si G es finito.

Dem. Sea x € X y consideramos su érbita o(z) = {g-x : ¢ € G}. La funcién ¢ : G — o(x) definida por
©(g) = g -z, para todo g € G es claramente sobreyectiva. Ademds, si g, f € G, entonces

eg)=¢(f) © gra=fa e [l (ga)y=a & flgr=0 & [lgeG, & g=fenG,.

Luego tiene sentido definir ¢ : G/G, — o(x) mediante ¢(g) := ¢(g) = g - x, para todo g € G, y esta funcién
es inyectiva. Como claramente ¢ es sobreyectiva, deducimos que es biyectiva. Ahora consideramos a G /G,
como G-conjunto segin la observacion anterior. Entonces

¢lg-f)=0(gf)=9f a=g-(f2)=9-¢(f), VY9,f€C.
Luego ¢ : G/G; — o(x) es un G-mapa biyectivo. O

Sea G un grupo y X un G-conjunto. Un conjunto de representantes de las orbitas es un subconjunto Xg C X
que contiene un y solo un elemento de cada érbita. Notar X& C Xg v |Xo| = | X/G].

Proposicion 7.13. Si un grupo G actia no trivialmente en un conjunto finito X, entonces existen elementos

T1,...,Tn € X tales que

| X| = ’XG’ +Z[G:Gm]v con [G:Gg]>1, Vi=1,... n.
=1

Dem. Sea Xo = {Z1,...,%Zn,Tns1,...,Zm} un conjunto de representantes de las orbitas tal que X¢ =
{@ns1,... 2w} Luego X = ||, o(x;), implica
m n m n
G
X[ = o) =Y lo(zi)| + Y lo(x:)| =) [G: Gy ]+ |XC|. O
i=1 i=1 i=n+1 i=1

A continuacién veremos dos aplicaciones de la proposicién anterior.
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Accién por conjugacién. Sea G un grupo. Recordar que si g € Gy definimos int, : G — G mediante
inty(z) = gzg™?!, entonces int, € Aut(G), para todo g € G. Esto define un mapa int : G — Aut(G) < Biy(G).
Este mapa es un morfismo de grupos, luego induce una accién de G en G mediante

g-x =inty(x) = grg?, Vg,z € G.

La érbita de x € G es [z] := {g:z:g_l : g€ G} y se llama la clase de conjugacion de x. El estabilizador de x

es Ca(r) ={g € G: gz =xg} y se llama el centralizador de z. El conjunto de los puntos fijos es el centro
del grupo:
Z(G):={9€G: gr=uxg, Vo€ G}.

Notar Z(G) = (yeq Ca(xz) = Ker (int), luego Z(G) es un subgrupo de G. Observar que la accién por
conjugacién solo es interesante cuando G no es abeliano. En ese caso las proposiciones 7.12 y 7.13 implican
el siguiente resultado.

Proposicion 7.14. Sea G un grupo finito no abeliano. Entonces.

1. Sixz € G, es|[z]| =[G : Cg(x)]. Luego |[x]| divide a |G|.

2. Ezisten x1,...,xy, € G, tales que
G| = 1Z(G)| + )G : Ca(wi)], (5)
i=1
siendo |G : Cg(x;)] > 1, para todo i = 1,...,n. La férmula (5) se llama la ecuacién de las clases. [

El siguiente resultado es un reciproco parcial del teorema de Lagrange.

Teorema 7.15 (Cauchy). Sea G un grupo finito y p un nimero primo que divide a |G|. Entonces G contiene
algun subgrupo de orden p.

Dem. Notar que la tesis equivale a probar que en G existe un elemento de orden p (todo grupo de orden
primo es ciclico). Sea X = {(g1,...,9p) € G : g1g2---gp = 1}. Notar

(91, 9p) EX & qrga-gp=1S g2 gp=91 & g2 g1 =1 (92,-..,9p.01) € X.
Luego tiene sentido definir o : X — X mediante

U(.ql?g?v e 7gp) = (927 e 7gp7gl)7 v(gh v 7gp> e X.

Claramente o € Biy(X) y verifica o = id, luego la proposicién 5.8 implica que podemos definir un morfismo
Z, — Biy(X) mediante m — ¢™, para todo m € Z. Este morfismo no es trivial y por lo tanto induce una
accion no trivial Z, x X — X. Luego la proposicién 7.13 implica que existen z1,...,z, € X tales que

x| = |x%

+ Z[Zp 2 (Zp)s,], con [Zy : (Zp)z,] > 1, Vi=1,...,n.
i=1

Notar que la funcién ¢ : GP~t — X definida por (g1, ..., gp-1) = (gl, ceGp—1, (g1 - -gp_l)_l) es biyectiva.
Luego | X| = |G|P~Y y [Zy : (Zp)s,] = p, para todo i = 1,...,n; luego p | ‘XZP|. Ademss (1,...,1) € X%,
luego | X% | # 0. Por lo tanto existe (g1,...,9p) € X% tal que (g1,...,9p) # (1,...,1). Luego g1 # 1y
g} = 1; como p es primo, esto implica |g1| = p. O
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8. Subgrupos normales

Un subgrupo N de un grupo G se dice normal si verifica gNg~! C N, para todo g € G. Escribiremos N <G
para indicar la normalidad.

Proposicion 8.1. Sea G un grupo y N un subgrupo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. N es normal.
2. gNg~' = N, para todo g € G.
3. gN = Ng, para todo g € G.
4. Las relaciones = (mod N) y =4 (mod N) coinciden.
5. G/IN = N\G.

Dem. Es claro que (2) equivale con (3). Dado que es equivalente tener una relacién de equivalencia en un
conjunto a tener una particién del conjunto (en clases de equivalencia), se deduce que (3), (4) y (5) son
equivalentes.

Es claro que (2) implica (1). Probaremos el reciproco. Sea g € G. Sabemos que vale gNg~! € N. Aplicando
esto a g~! obtenemos g~!Ng C N, lo cual implica N C gNg~!. Luego tenemos la doble inclusién y por lo
tanto gNg~! = N. Luego (1) y (2) son equivalentes y esto termina la prueba. O

Proposicién 8.2. Si ¢ : G — F es un morfismo de grupos, entonces Ker (¢) < G.
Dem. Ejercicio. O
Proposicién 8.3. Si N; <G, para todo i € I, entonces [\;c; Ni <G
Dem. Ejercicio. O
Ejemplos 8.4. 1. El subgrupo trivial {1} y el grupo G son subgrupos normales de G.

2. SiK <Gy K C Z(G), entonces K <1 G; en particular Z(G) < G.

3. Es un ejercicio el probar que si N < Gy [G : N] =2, entonces N < G.

4. Si G actiia en X, entonces [, cx Gz <G (ver la observacién 7.10).

5. Sea D3 = {1, b, b, a, ab, abQ} el grupo diedral visto en el ejemplo 6.2. Si H = (a) = {1,a}, vimos que
bH # Hb, luego H no es normal. Si K = (b) = {1,b,b%}, entonces [G : K] = 2 y por lo tanto K <1 Ds.

6. Como det : GLy, (k) — k* es un morfismo, deducimos SL,, (k) < GL, (k).

Observaciones 8.5. 1. Si G es abeliano, entonces todo subgrupo de G es normal. El reciproco es falso:
los cuaternios son un grupo no abeliano, pero todos sus subgrupos son normales (ejercicio).

2. SiNadGy N < H <G, entonces N <1 H.
3. La normalidad no es transitiva, i.e. dados N < H < G, si N < H y H <1 G, esto no implica N <1 G.

Si G es un grupo y H y K son dos subgrupos, entonces llamamos H V K al menor subgrupo que los contiene.
El problema es que en general no tenemos una buena descipcién de H V K. El siguiente resultado muestra
que esto se simplifica mucho cuando alguno de los subgrupos es normal.
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Proposicion 8.6. Sean G un grupo y K, H subgrupos de G.

1. Si KN H = {1}, entonces todo elemento de HK se escribe de forma unica como hk, con h € H y
k € K. Lo mismo sucede con KH.

2. St K<G o H<G, entonces KH < G. Luego KVH =KH =HK.
3. 81 K<1G y H<G, entonces KH <1 G.
4. St K <G, H<G y KNH = {1}, entonces kh = hk, para todo k € K, h € H.

Dem. (1). Sean hy,hy € H y ky,ky € K tales que hik; = hoko. Entonces h;lhl = ka‘fl e KNH={1},
luego hy 'hy = koky ' =1, 1o cual implica hy = hy y ki = ko.

(2). Supongamos K <Gy H < G. Si k € K y h € H, entonces escribiendo kh = h(h~'kh) deducimos
KH C HK. Esto implica KH = HK lo cual a su vez implica KH < G (ejercicio). Lo mismo se obtiene si
es K <Gy H<«G.

(3). Sean k € K, h € H y g € G, entonces g(kh)g~ = (gkg™") (ghg™') € KH. Luego KH < G.

(4). Si dados k € K y h € H, consideramos su conmutador [k, h] :== khk='h™! entonces K <Gy H <G
implican [k, h] € K N H = {1}; luego [k, h| = 1, lo cual equivale a kh = hk. O

Observacion 8.7. Si G es un grupo y H, K son subgrupos tales que G = KH y kh = hk, para todo k € K,
h € H, entonces es facil de probar que K y H son subgrupos normales de G. Luego si G = K H, entonces
vale un reciproco parcial de la parte (4) de la proposicién anterior.

Grupo cociente.

Proposicién 8.8. Si G es un grupo y N es un subgrupo normal, entonces G/N admite una estructura de
grupo de forma tal que la proyeccion candnica 7 : G — G /N es un morfismo.

Dem. Sean g1, g2, f1, f2 € G. Si fi = gi(mod N) y fo = g2(mod N), entonces existen ni,ng € N tales que
Jfi=g1m1y f2 = gana. Luego

fifo = ginigana = g192 (95 'm1g2) n2, con (gy'mig2)na € N = fifo = giga(mod N).

Luego tiene sentido definir un producto en G/N mediante fg = fg, para todo f,g € G. El resto es
directo. 0

Observacién 8.9. Si N <G y 7 : G — G/N es la proyeccién canénica, entonces Ker (r) = N. Luego los
subgrupos normales de GG son los nicleos de morfismos que salen de G.

Observacién 8.10. Si en un diagrama de grupos y morfismos del tipo

G-—2-F

A

H

pensamos las flechas (morfismos) como caminos, entonces tenemos dos formas de ir de G a F', mediante ¢
o mediante v o p (primero vamos por u y luego por ). Si se everifica que 1 o u = ¢, entonces decimos
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que el diagrama conmuta. Esto quiere decir que da lo mismo ir por uno u otro camino. Esto se generaliza a
cualquier diagrama de ese tipo. Por ejemplo la conmutatividad de

G—2sF

L)

H 7) K
significa que vale ¢y o v = B o .

Proposicién 8.11 (Propiedad universal del cociente). Sea ¢ : G — F un morfismo. Si N<G y N C Ker (¢),
entonces existe un unico morfismo ¢ : G/N — F tal que el siguiente diagrama conmuta

Ademds Im(¢) = Im(p) y Ker (¢) = Ker (p)/N.
Notar que la conmutatividad del diagrama equivale a que se verifique ¢ (g) = ¢(g), para todo g € G.

Dem. Sig,f € Gyn € N son tales que g = fn, entonces ¢(g) = p(fn) = o(fle(n) = o(f)1 = o(f).
Luego probamos

g=FfeG/N = olg)=e(f)
Esta férmula implica que tiene sentido definir una funcién ¢ : G/N — F mediante ¢ (g) = ¢(g), para todo
g € G. Es facil de probar que ¢ es un morfismo:

¢ (@f) =¢(9f) =elgf) = el@)e(f) =¢ @) & (f)-
Es claro que vale Im(¢) = Im(y). La igualdad Ker (¢) = Ker (¢)/N se deduce de lo siguiente
geKer (9) & ¢(g)=1 ¢ ¢(g)=1 & geKer(p) & geKer(p)/N. O
El siguiente resultado es un corolario directo de la propiedad universal del cociente.

Teorema 8.12 (Primer teorema de isomorfismo).
Si ¢ : G — F es un morfismo, entonces existe un monomorfismo ¢ : G/Ker (v) — F tal que el siguiente
diagrama conmuta

G—F—~F
Wl f
G/Ker ()
Luego Im(p) ~ G /Ker (). O

Un enunciado equivalente al anterior es el siguiente.

Teorema 8.13. Si ¢ : G — F es un epimorfismo, entonces existe un isomorfismo ¢ : G/Ker (¢) — F tal
que el siguiente diagrama conmuta

G—2 = F
Wi 7@
G /Ker (p)
Luego F ~ G /Ker (¢). O
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Teorema 8.14 (Segundo teorema de isomorfismo).
Sea G un grupo, K <G y N < G. Entonces N NK, NNK 1K y
NK = K
N ~NNnK

Dem. Empezamos observando que K < G y N < G implican NK < G, y como N C NK, entonces
N < NK. Consideremos la composicién K < NK — NK/N, es decir el morfismo ¢ : K — NK/N definido
por p(k) =k, para todo k € K. Sin € N y k € K, entonces en NK/N vale nk =nk =1k = k = ¢(k),
luego ¢ es sobreyectiva. Ademas, si k € K, entonces

k € Ker (¢) & o(k)=1€ NK/N & k=1€ NK/N & ke N

Luego Ker (¢) = NN K. Esto implica N N K < K. Finalmente el primer teorema de isomorfismo aplicado a

s i NK K
¢ implica =~ ~ xrg- O

Lo siguiente permite construir morfismos entre cocientes.

Proposicién 8.15. Sean G, F grupos, N<G y K <F. Si ¢ : G — F es un morfismo tal que p(N) C K,
entonces existe un unico morfismo ¢ : G/N — F/K tal que el siguiente diagrama conmuta

G—2 > F
G/N —~F/K

Ademds
1. Ker (¢) = ¢ Y(K)/N. Luego ¢ es inyectivo si y solo si o~ (K) = N;

2. ¢ es sobreyectivo si y solo si F = Im(p)K.

Notar que la conmutatividad del diagrama equivale a que se verifique ¢ (g) = ¢(g), para todo g € G.

Dem. El morfismo ¢ se obtiene aplicando la propiedad universal a mo ¢ : G — F/K, dado que ¢(N) C K
implica N C Ker (7 o ¢). Notar

g € Ker (mo ) & olg)=1€ F/K & v(g) e K & g€ (K).
Luego Ker (¢) = Ker (7 o0 ¢)/N = ¢~ }(K)/N; esto prueba la primer afirmacién. Para la segunda, observar

Im(p)=F/K & VfeF, 3geG: f=9p(g) e F/K & VfeF, 3geCG, ke K: f=¢(gk O
Teorema 8.16 (Tercer teorema de isomorfismo).
Sea G un grupo y N < H < G tales que N <G y H < G. Entonces H/N <G/N y
G/IN G
H/N  H
Dem. Como es N C H, entonces el automorfismo identidad de G induce un morfismo ¢ : G/N — G/H tal
que el siguiente diagrama conmuta

a—49 . ¢ & ¢(gN)=gH, Vg € G.
G/N —~G/H

Notar que ¢ es sobreyectivo y su nicleo es H/N, luego H/N <<G /N vy el resto de la tesis se obtiene aplicando
a el primer teorema de isomorfismo. O
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Observacion 8.17. Si ¢ : G — F es un morfismo, entonces vale lo siguiente.
1. Si H < G, entonces ¢(H) < Im(p).
2. Si K < F, entonces ¢ H(K) < G.

Recordar que en la familia de subgrupos de un grupo tenemos el orden dado por la inclusién. Ademsds, si
©:G — F es un morfismo, H < Gy K < F, entonces p(H) < F y Ker (¢) < p~1(K) < G.

Proposicién 8.18. Sean G un grupo, N un subgrupo normal y m : G — G/N la proyeccion canonica.
Consideramos S ={H: N< H <G} yS={K: K <G/N}. Entonces las correspondencias

S » S S —» S
H ~ 7n(H)=H/N"’ K — 7 YK)

son monotonas crecientes estrictas, preservan la normalidad y son inversas una de la otra.

Dem. Es claro que esas correspondencias son monétonas crecientes. Como 7 : G — G/N es sobreyectiva,
entonces de la observacion anterior deducimos que también preservan la normalidad. Veremos ahora que
son inversas una de la otra. Sea K < G/N, es claro que vale 7r(7r*1(K)) C K,y comom:G — G/N es
sobreyectiva, entonces es facil de probar que vale también la inclusién contraria; luego 7T(7T_1(K )) = K. Sea
ahora N < H < G. En este caso es claro que vale H C 7! (7r(H )), veremos ahora la inclusién contraria.
Sea g € ! (m(H)), entonces

Jhe Ntalque n(g) =7(h) = g=heG/N = 3InecN talqueg=hn NeH g€ H.

Luego 71 (ﬂ(H)) C H y por lo tanto 71 (W(H)) = H. Luego probamos que las correspondencias son
inversas una de la otra, y como son mondétonas, deducimos que son mondétonas estrictas. O

Observacion 8.19. En la correspondencia anterior, si tenemos N < H < Gy H < G, entonces el tercer
teorema de isomorfismo nos dice que los cocientes correspondientes G/H y (G/N)/(H/N) son isomorfos.

Aplicando el primer teorema de isomorfismo se deduce el siguiente.

Corolario 8.20. Sea ¢ : G — F un epimorfismo. Consideramos S = {H : Ker(p) < H < G}y
S ={K: K < F}. Entonces las correspondencias

S - S S - S
H = @(H)’ K = ¢ 1K)
son mondotonas crecientes estrictas, preservan la normalidad y son inversas una de la otra. ]

El normalizador. Dos subgrupos H y K de G son conjugados si existe g € G tal que H = gKg~!, i.e.

si H = inty(K). Claramente los subgrupos conjugados son isomorfos como grupos. El normalizador de un
subgrupo H de G es el conjunto Ng(H) = {9 € G: gHg ' = H}. Notar H <G si y solo si Ng(H) = G.

Proposicién 8.21. Si H < G, entonces Ng(H) es el mayor subgrupo de G que contiene a H como subgrupo
normal. Ademds

#{K <G : K es conjugado de H} =[G : Ng(H)].

Dem. Sea S el conjunto de los subgrupos de G. Si consideramos G actuando en S por conjugacion, entonces
la érbita de H es {K < G : K es conjugado de H} y el estabilizador de H es Ng(H). Luego la tesis se
deduce de la proposicién 7.12 O
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Obtencion de subgrupos normales

Proposicién 8.22. Sea G un grupo y H < G. Consideremos K := (.o gHg™'. Entonces:

geG
1. K es el mayor subgrupo normal de G contenido en H.
2. Eziste un morfismo inyectivo G/K — Biy(G/H).

Dem. Consideramos la accién de G en G/H definida por g - (fH) = gfH. Empezamos observando que si
g € G, entonces el estabilizador de gH es gHg™!:

f-(gH)=9gH &  fgH=gH & g 'fgeH &  fegHg

Luego K = Ker (a), siendo « : G — Biy(G/H) el morfismo asociado a la accién (observacién 7.10). Esto
implica K <Gy K C H. Ademas, si N <1G y N C H, entonces

Nngg_ngHg_l7 YVge G = NC ﬂgHg_lzK_
geG

Esto prueba la primer afirmacién. La segunda, es el primer teorema de isomorfismo aplicado a a. La tercera
es inmediata a partir de la segunda. O

Corolario 8.23. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G.
1. Si |G| no divide a |G : H]!, entonces existe K < G tal que {1} # K C H.
2. Si |G : H] = p, siendo p el menor nimero primo que divide a |G|, entonces H <1 G.

Dem. La proposicién 8.22 nos dice que existe K <G, K C H y un morfismo inyectivo G/K — Biy(G/H).
Entonces G/K es isomorfo a un subgrupo de Biy(G/H) y aplicando el teorema de Lagrange obtenemos

[G:K]||G: H]. (6)

Si es K = {1}, entonces (6) implica que |G| divide a [G : H]!. Luego si |G| no divide a [G : H]!, entonces
K # {1}.

En el segundo caso, de (6) obtenemos [G : K| | pl. Escribiendo [G : K| = [G : H|[H : K] = p[H : K],
deducimos [H : K] | (p — 1)! y al ser [H : K] un divisor de |G|, deducimos [H : K] = 1. Luego H = K. [

Ejemplo 8.24. Sea G un grupo de orden 15. Por el teorema de Cauchy sabemos que existen subgrupos H
y K de G tales que |H| =3 y |K| = 5. Luego el corolario 8.23 implica K < G.

Ejemplo 8.25. Sea G un grupo de orden 99. Al ser 99 = 3211, sabemos que G contiene subgrupos H y
K tales que |H| = 3 y |K| = 11. Aplicando el corolario 8.23 encontramos que existe {1} # N < G tal que
N < K; al ser |K| primo deducimos K = N, luego K <1 G. Claramente H N K = {1}, luego HK < G y
|HK| = 33. Al ser [G : HK| = 3, el corolario 8.23 implica HK < G.

En lo que sigue usaremos reiteradamente la proposicion 8.6.
Producto semidirecto. Sea G un grupo y N y K subgrupos de G tales que NN K = {1} y G = NK.

Estas condiciones implican que todo elemento de G se escribe en forma tinica como producto de un elemento
de N por uno de K, luego la funcién ¢ : N x K — G definida por ¢(n, k) = nk es una biyeccion.
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Si vale N <IG, entonces K actia en N definiendo k-n = knk~!. Esta accién verifica k- (nin2) = (k-ng)(k-na),
luego induce un morfismo de grupos « : K — Aut(NV), dado por ay(n) = k - n. Notar que vale

(nlkl)(ngkg) = nl(kl . ng)klk‘g, an,ng S N, kl,kg e K.

Luego podemos copiar mediante la biyeccion ¢ : N x K — G la estructura de grupo de G, obteniendo un
producto * en N x K definido por

(nl,k‘l)*(ng,kg) = (nl(k:1~n2), klk‘g), Vni,ng € N, ki,ko € K. (7)
Con este producto N x K es un grupoy ¢ : N x K — G es un isomorfismo de grupos.

Dado que estamos asumiendo N <1 (G, entonces sabemos por la observacién 8.7 que es K <1 G si y solo si los
elementos de K conmutan con los de N, lo cual a su vez equivale a que la accién K x N — N sea trivial
0 a que « sea el morfismo trivial. Pero en ese caso obtenemos nikinsks = ninskiks, para todo ni,ne € N,
ki,ks € K. Luego si K < G, entonces el producto dado por (7) queda en (ni, k1) * (na, ko) = (nine, kika) y
por lo tanto la estructura de grupo inducida en N x K es la del producto directo.

Reciprocamente, consideremos dos grupos N y K y un morfismo de grupos o : K — Aut(N). El mapa
a: K — Aut(N) < Biy(N) induce una acciéon K x N — N definida por k- n = ag(n). Si definimos un
producto * en N x K mediante (7), entonces es un ejercicio el probar que el conjunto N x K con este
producto es un grupo, que se llama el producto semidirecto de N y K y lo escribimos N %, K. En N x4 K
vale
(nl,l)*(ng,l) = (77,177,2, 1), (1,k1)*(1,k2) = (1, klkg), an,ng S N, kl,kg € K.

Luego si definimos Ny = {(n,1): ne€ N}y Ko ={(1,k): k € K}, obtenemos que Ny y Ky son subgrupos
de N x, K y los mapas n — (n,1) y k — (1,k) definen isomorfismos N ~ Ny y K ~ Kj. El inverso en
N x4 K esta dado por (n,k)~! = ((k‘_l . n)_l , k:_l). Usando esta formula es facil probar que Ny es normal
en N X, K. Ademas para todon € N y k € K, valen

(n,1) % (1,k) = (m, k), (L,k)*(n,1)=(k-n,k), (1L,k)x(n,1)*(1,k)" = (k-n,1). (8)
luego es N xo K = NoK( y claramente vale No N Ky = {(1,1)}. Asi en N x, K tenemos la misma

descomposicién que teniamos en G.

Notar que N Xy K = N x K siy solo si « es trivial. Ademas, si « no es trivial entonces existen k € K y
n € N tales que k-n # n, luego (n,1)x(1,k) # (1,k) *(n, 1), y por lo tanto N x, K no es abeliano (aunque
losean N y K).

Resumimos la discusién anterior en el siguiente resultado.

Teorema 8.26. Un grupo G verifica que existen N <G y K < G tales que G = NK y NNK = {1}, si y
solo si G es isomorfo a un producto semidirecto N Xo K, para cierto morfismo o : K — Aut(N). Ademds
K <G siy solo si a es el morfismo trivial si y solo si G~ N x K. O
Ejemplo 8.27. Consideremos el grupo diedral D,, = (a,b: a” =b*> =1, ab=ba""!), n > 3. Sean N = (a)
y K =(b).EsD,=NK, NNK = {1} y N tiene indice 2, luego es normal. Entonces

D, ~ N xo, K ~C, x4 Cs.

Si escribimos los grupos ciclicos mediante C,, = (a) y C2 = (), entonces o : Cy — Aut(C,,) estd definido
por o = id y ap(x) = o7}, para todo x € C,,. Por otro lado, si escribimos C,, = Z, y Co = Zs (notacién
aditiva), entonces

D, ~ N xo K ~7Z, Xo Zo.

y o : Zo — Aut(Zy) esté definido por ag =id y ag = —id.
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Grupos de orden pg. Como una aplicacién de lo anterior veremos la clasificacién de los grupos de orden
pq, siendo p y ¢ primos tales que p < gq.

Lo primero es obtener grupos de orden pq. Un grupo abeliano de orden pq es Z,q; notar que al ser p y
q primos distintos, vale Z, X Zq ~ Zpe. Un grupo no abeliano de orden pg se podria obtener mediante el
producto semidirecto Zy X Z,, siendo 7 : Z, — Aut (Z,) un morfismo no trivial. Sabemos que ese morfismo
7 es de la forma 7(z) = 7%z, para todo k € Zp,x € Zg, para cierto 7 € ZT tal que = 1(mod q) y
r Z 1(mod ¢). El siguiente resultado da una condicién necesaria y suficiente para que exista un tal 7.

Lema 8.28. Sean p y q primos. Entonces existe r € Z tal que v = 1(mod q) y r # 1(mod q) si y solo si
¢ = 1(mod p).

Dem. Sea r € Z*. Si r verifica r» = 1(mod ¢) y r # 1(mod gq), entonces vale 77 = 1y 7 # 1 en Z,.
Esto implica 7 € Z; y como p es primo, entonces [F| = p en Z;. Luego aplicando el teorema de Lagrange
deducimos p | ‘Z;‘ = q — 1, lo cual equivale a ¢ = 1(mod p).

Reciprocamente, ¢ = 1(mod p) implica p | ‘qu ‘ Luego aplicando el teorema de Cauchy sabemos que existe
T € Z; tal que [F| = p en Z;, lo cual equivale a 7’ = 1(mod ¢) y r # 1(mod g). O

Observacion 8.29. La condicién ¢ = 1(mod p) equivale a p | ¢—1 y por lo tanto tiene que ser p < g—1 < g.
Luego solo puede darse ¢ = 1(mod p) cuando es p < q.

Teorema 8.30. A menos de isomorfismo existen a lo mads dos grupos de orden pgq con p < q primos: el
ciclico Zpq y €l no abeliano G = {(a,b: a? = b1 =1, aba™! = b"), siendo r € Z* tal que r? = 1(mod q) y
r # 1(mod q). Esta ultima posibilidad solo puede ocurrir si ¢ = 1(mod p).

Dem. Sea GG un grupo de orden pq. Aplicando el teorema de Cauchy sabemos que existen subgrupos N y K
tales que |N| = q y |K| = p. Al ser p, ¢ primos distintos deducimos NNK = {1}, luego G = NK. El corolario
8.23 implica que N es normal. Luego es G ~ N x; K ~ Z, X, Zj,, para cierto morfismo 7 : Z, — Aut (Z).
Ademés sabemos que 7 es de la forma 75 (7) = 77, para todo k € Zp, M € Zg, siendo r € ZT tal que
r? = 1(mod q).

Si G es abeliano, entonces K es normal y el morfismo 7 es trivial. Luego G ~ Zg X Zy, >~ Zypq.

Si G no es abeliano, entonces K no puede ser normal y por lo tanto el morfismo 7 no es trivial, lo cual
equivale a r #Z 1(mod ¢). Esto a su vez implica ¢ = 1(mod p), por el lema 8.28.

En resumen, probamos que si G es abeliano, entonces G' ~ Z,,, y si G no es abeliano, entonces ¢ = 1(mod p)
y G >~ Zq %+ Zy, para cierto morfismo no trivial 7 : Z, — Aut (Z,). Por otro lado vimos en el lema 8.28 que
si ¢ = 1(mod p), entonces existe un morfismo no trivial 7 : Z, — Aut (Z,) y por lo tanto Zy x, Z, es un
grupo no abeliano de orden pq. Esto completa la prueba de la existencia y unicidad.

Probaremos ahora que si ¢ = 1(mod p), entonces Z, x,Z;, admite la presentacion por generadores y relaciones
dada en la tesis. En estas hip6tesis sabemos que 7 : Z, — Aut (Z,) estd definido por 7 (1) = 77, siendo

r € Z* tal que r? = 1(mod ¢q) y r # 1(mod q); luego la accién correspondiente es k -7 = 7*n2. Notar que en
Zy y Zg usamos notacién aditiva, luego en Zg %~ Z,, el neutro es 1 = (0,0) y el producto es

(. F) (73 ) = (1 + -3, By + ) = (1 + 757, By + o )
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Sean a = (0,1) y b= (1,0). Notar a" =1 < (G,T)n =(0,0) & (0,n)=(0,0) & n=0€2Z, & p|n.
Luego |a| = p y andlogamente se prueba |b| = ¢. Ademds b"a* = (1,0)" (0, T)k = (m,0) (0,k) = (m, k).
Luego a y b generan Zg X Z;,. Ademas usando la tercer férmula de (8) obtenemos

aba~' = (0,T) (1,0) (0,1) " = (1-1,0) = (7,0) = ¥'.

Luego Zy X7 Zp = {a,b: aP? = b =1, aba™! =b"). O

En la tesis del teorema anterior, la descripcion del grupo en el caso no abeliano pasa por la eleccién de un
cierto elemento r. La siguiente proposicién muestra que el grupo obtenido no depende de dicha eleccion.

Lema 8.31. Sean p y q primos tales que p < q y ¢ = 1(mod p). Sean r,s tales que r? = 1(mod ¢q),
r # 1(mod q), s? = 1(mod q) y s # 1(mod q). Entones los grupos G = {a,b: a? =b9 =1, aba~! =b") y
F={(a,: o =B1=1, afa~! = %) son isomorfos.

Dem. Como ¢ es primo, entonces Z, es un cuerpo y por lo tanto el polinomio X? — 1 € Z,[X] tiene a lo
maés p raices en Z,. Luego H = {6 €Zlqg: aP = T} es un subgrupo de Z; y |H| < p. Las condiciones en r
y s implican 77 =37 = 1 y 7,5 # 1 en Z,. Luego 7,5 € H y |r| = [s| = p en Z . Entonces necesariamente
es (F) = (8) = H ~ Z,. Como p es primo, entones la tinica posibilidad es s =T 05 =7"1 en Z,. Si 5 =T,
entonces 3° = 3" y por lo tanto G ~ F. Si 5 = 7!, entonces existe n tal que sr = 1 + gn. Luego en F vale

affat = (ozﬁa_l)T =f"=3 = alpa=p".
Entonces escribiendo v = a~! obtenemos F = (y,3: v? = 9 =1, vB8y~! = 8") y por lo tanto F ~ G. [
Ejemplos 8.32. Sea G un grupo.
1. Si |G| = 15, como es 5 # 1(mod 3), entonces G ~ Zi5.

2. Si |G| = 6, veremos que G es isomorfo a Zg o D3. En este caso es 3 = 1(mod 2). Luego la proposicién
anterior nos dice que a menos de isomorfismo hay solo dos grupos de orden 6, uno es abeliano y el otro
no. Como Zg es abeliano y D3 no lo es, deducimos que son esos. En particular S ~ Ds.

Explicitamente, si G es no abeliano, entonces tiene que ser G = {(a,b: a® = b3 = 1, aba™! = b"),
siendo r tal que 72 = 1(mod 3) y r # 1(mod 3). Como r = 2 lo verifica, deducimos G ~ Dj.
9. EIl grupo simétrico

Sea I, = {1,...,n}, n > 1. Recordar que el grupo simétrico es S, = Biy(l,) y que vale |S,| = n!. A los
elementos de S, se les llama permutaciones. Para las permutaciones usaremos la notacién

= (ot o)

Una permutacién o € S, que verifica que existen i1, 42,...,i € I, (2 <7 <n) tales que

o(i1) =19, o(ie) =13, ..., 0(iy—1) =iy, 0(iy) =41 y o(z)=xz, Ve € I, \ {i1,i2,...,0r}.
se dice que es un r-ciclo o ciclo de longitud r y se escribe o = (i1is - - - i, ). Los 2-ciclos se llaman trasposiciones.
Observacién 9.1. 1. Si o = (iyiz- - -i,), entonces |o| =ry o1 = (ipip_1---i1).

2. Vale (ilig cee ir) = (igig s -Z'ril) = (ig ce irilig) == (irilig ce ir—l)-
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3. Si o es un r-ciclo, z € I, y o(z) # z, entonces 0 = (zo(z)o?(z) --- 0" *(z)). Esto se debe a que si
o = (i1ig--+i,) y o(x) # x, entonces existe un k tal que = = iy, luego o(x) = ipy1, 02(x) = ipyo, ete.

Dos ciclos (iyig--+ir) y (j1j2- -+ Js) se dicen disjuntos si los conjuntos {i1,io,...,%} y {j1,72,-.-,Js} son
disjuntos.

Proposicién 9.2. Si dos ciclos son disjuntos, entonces conmutan.

(j1j2 - -+ Js) dos ciclos disjuntos. Si & {i1,92,...,0r, 1,72, -+, Js};

Dem. Sean o1 = (iig---iy) y 09 =
)=x.Six =1, es

entonces (o1092)(x) = (0201)(x

(o102) (i) = 01(ix) = ikr1, (0201)(ik) = 02(ikt1) = ikr1 = (0102)(ix) = (0201)(ig)-
Para x = j; es analogo. O

Para probar el préximo teorema necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 9.3. Sea G = (a) un grupo ciclico y H un subgrupo no trivial de G. Sabemos que existe k € Z"
tal que H = <ak>. Entonces G/H = {T, a,..., akil} es un grupo ciclico de orden k, siendo « =a € G/H.

Dem. Six € G, entonces existe n € Z tal que x = a", luego T = a” = a@" = o". Esto prueba G/H = («).
Ademés a* € H, luego o = 1. Si m € Z* es tal que o™ = 1, entonces a™ € H = <ak> y por lo tanto existe
q € Z* tal que m = nk. Luego o* = T y vimos que o™ = T implica k | m. Esto prueba |a| = k. O

Teorema 9.4. Si o € S, es una permutacion distinta de la identidad, entonces o se escribe en forma unica
(a menos del orden) como producto de ciclos disjuntos.

Dem. La accién natural de S,, en I,, dada por a-z = a(x) induce por restriccién una accién de G := (o) < S,
en I,,. Luego existen x1,...,x; € I, tales que

I, = o(z1) Uo(za) U--- Uo(x) LIC, IS ={zel,: o) =z} (9)
Sea i € {1,...,t}. Sabemos o(z;) ~ G/Gy, y al ser G = (o) entonces existe m; € Z" tal que Gy, = (o).
Luego G/G,, = {id,5,52, . ,Emi_l}, con |G/Gy,| = m;, por lo tanto

lo(zi)] = mi, ofx;) = {xi,a(xi),UQ(xi), .. ,am"_l(:ni)} , o oMi(xy) = @y

Para cada i € {1,...,t} consideramos el ciclo 1; = (z;0(z;) o%(x;) --- ™ !(z;)). Notar n;(z;) = o(x;),
n?(x;) = o(x;), ete. Luego nl(z;) = o(x;), para todo | = 1,4. Observar también que como las érbitas son
disjuntas, entonces 71, ..., son ciclos disjuntos.

A continuacién usando (9) probaremos o =y ---1;. Sea x € I,,. Si v € IS, entonces o(z) = 0y -+ - m(z) = 2.
En caso contrario z € o(x;) para algin i y por lo tanto = o'(z;) = n!(z;) para algtin I. Luego, teniendo en
cuenta que vale g (z;) = z; si k # i, obtenemos

(- m) (@) = (e -~ micamirn - ne) (@) = mi(@) = mi(n}(23)) = 0 (@) = o' (23) = 00! (2:)) = o (2).

Luego o0 =mn1 - 1.

Reciprocamente, supongamos ¢ = 7y -7, siendo 71,...,7 ciclos disjuntos. Consideremos la accién de
G= (o) <S,enl,. Sivy,=(i1...1), entonces o(iy) = --- = 0(ir) = {i1,...,4r}. Luego las érbitas con mas
de un punto son los conjuntos formados por las componentes de v1,...,7,, y el conjunto de puntos fijos es
su complemento. Esto prueba la unicidad. O
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1 2 4 1 2 4
Ejemplo 9.5. Sio; = <3 4 i’ 5 g) y o2 = <3 5 i’ 4 g) , entonces o1 = (13)(245) y o2 = (13)(25).

Recordemos que dos elementos 01,09 € S, son conjugados si existe a € S, tal que g1 = aoqa .

Proposicién 9.6. Sea (i1 ---i,) un r-ciclo, r > 2 y o € S,,. Entonces

oliy---ip)ot = (o(ir) - o(iy)).

Dem. Se prueba facilmente que vale o (i1 ---i,) = (U(il) e a(ir))a, como funciones de I, en I,. O
Corolario 9.7. Para cadar = 2,...,n se cumple que todos los r-ciclos en S, son conjugados entre si.

Dem. Dados (i1---iy) y (j1---Jr), definimos o : I,, — I, por o(ix) = ji, para todo k = 1,...,r, y como
una biyeccién cualquiera entre sus complementos. Luego o (i ---i,)o " = (j1 - -+ j,). O

Proposicién 9.8. Sean 0 = o1---0, y T = 71 ---Ts dos permutaciones escritas como producto de ciclos
disjuntos tales que |o1| > -+ > |oy| y |11| > -+ > |7s|. Entonces o y T son conjugadas si y solo sir = sy
loi| = |7, para todo i =1,...,r.

Dem. Directo. Si 7 = aca™' y 0 = 01---0, es la descomposicién en ciclos disjuntos de o, entonces
7 = (ac1a™!) - (aora™!) es la descomposicién en ciclos disjuntos de 7 y |ao;a™!| = |o;|, para todo
t=1,...,r.

Reciproco. Sean 0 = o1---0, y T =717, con |o;| = ||, para todo i = 1,...,r. Notar que o y 7 mueven
la misma cantidad de puntos. Teniendo en cuenta la proposiciéon 9.6, definimos a € §,, de forma tal que
ac;a~! = 7, para todo i = 1,...,7 y como una biyeccién cualquiera entre el complemento de los puntos
fijos de o y de 7. Entonces aca™! = (aala_l) ‘e (aarofl) =TI Tp =T. O

En lo que sigue estudiaremos propiedades vinculadas a las trasposiciones. Empezamos probando que las
trasposiciones generan al grupo simétrico.

Proposicién 9.9. Toda permutacion se escribe como producto de trasposiciones.
Dem. Por el teorema 9.4, alcanza con probarlo para la identidad y los r-ciclos. Eso es facil
id = (ij)(i4), (irdg -~ -ir) = (ivir)(ivip—1) - - - (01i3) (ird2), Vr=2,...,n. O

Observacién 9.10. Notar que (za)(ab)(xa) = (xb), luego (xa)(ab) = (xb)(xa). Esto muestra que no hay
unicidad en la descomposicion de una permutacion en producto de trasposiciones, tanto en la cantidad de
factores como en los factores que aparecen. Ademas, si 7,..., 7, son trasposiciones disjuntas, entonces el
orden del producto 71 - - - 7, es 2, luego si o € S,, y |o| > 3, entonces o no se puede escribir como producto de
trasposiciones disjuntas. Luego en la descomposicién dada por la proposicién 9.9, en general las trasposiciones
no son disjuntas y no hay unicidad en la descomposicién

Signo de una permutacién. Definimos una funcién R” x S,, — R™ mediante
(X1,...,xp) 00 = (1’0(1)7 ... ,:cc,(n)) , Yoe&,, (x1,...,2,) € R™

Proposicién 9.11. La funcién R x S,, — R" es una accidn a derecha de S, en R™.
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Dem. Es claro que vale v eid = v, para todo v € R™. Para la otra condicién, sean o,n € S, y (21,...,2,) €
R™. Sea (y1,...,Yn) = (1,...,7n) ® 0, luego y; = z,(;), para todo i. Entonces

(1, zn) 00) o= (Y1, yn) ®0 = (Yy(1)s - -+ Un(n)) = (xa(n(l)),. . ,xa(n(n))>
= (33017(1), .. .,xm](n)) = (21,...,zp)00n. O
Esta accién a derecha induce una accién a la izquierda S,, x R” = R" definiendo
o (T1,...,2p) = (T1,...,2,) @0 ' = (maq(l), .. .,CCO.—I(n)) , Yoe&, (r1,...,2,) € R™
Proposicion 9.12. Sio € S, a € R y u,v € R*, entonces
o-(aw)=ua(oc-v); o-(ut+v)=0c-u+o-v.
Dem. Seav = (x1,...,2,)y av = (Y1, ....Yyn), luego y; = ax;, para todo i. Entonces
o-(av) =0 (Y1, Yn) = (yg—l(l), e ,yg_l(n)) = ((I.’L‘U—l(l), e ATe-1y) =@ (IEU—I(I), e ,:L'a.—l(n))

=a(o-v).

La otra igualdad se prueba en forma andloga. O

La proposicién anterior muestra que la imagen del morfismo & — Biy(R") asociado a esta accién esta con-
tenida en GL(R™). Identificando en la forma usual GL(R™) con GL,,(R) (las matrices invertibles) obtenemos
un morfismo de grupos P : S, — GL,(R), 0 — P,, definido por

oc-v=Pw, Voes§,, veR"

Observacién 9.13. No es dificil probar que si 0 € Sy, entonces Py = Y1 | E, ;) ;, siendo {E;j: 1 <4,5 <
n} la base canénica del espacio de matrices M, (R). Esto implica que las matrices P, son las matrices que
en cada fila y columna tienen exactamente un 1 y 0 en los lugares restantes.

Componiendo P : S, — GL,(R) con el determinante det : GL,,(R) — R* obtenemos un morfismo ¢ : S,, —
R* definido por
e(o) =det(P,), YoeS,.

Proposicién 9.14. Vale e(o) = +1, para todo o € S,,.

Dem. Sea o € S,. Como S, es finito, entonces o tiene orden finito, luego existe k € Z1 tal que o = id.

Entonces
l=c(id) =¢(c®) =¢c(0)* = elo)==%1. O

Luego hemos definido un morfismo de grupos ¢ : S,, — {£1}. Para cada 0 € S, e(0) = £1 es el signo de o.
Proposicién 9.15. Si T € S,, es una trasposicion, entonces (1) = —1.

Dem. Sea T = (ij). Entonces 7 actuando en (z1,...,%,) intercambia las coordenadas z; y ;. Esto implica
que P; es la matriz elemental obtenida intercambiando en la matriz identidad la fila ¢ con la fila j. Luego
g(r) = det(P;) = —det(Id) = —1. O

Corolario 9.16. Sea 0 € S, y sean 0 = 71T, = 7| --- 7}, dos descomposiciones de o en producto de
trasposiciones. Entonces k = h(mod 2).
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Dem. Como € es un morfismo y £(7) = —1, para toda trasposicién 7, entonces la hipdtesis implica (o) =
(—1)F = (=1)". Esta tltima igualdad equivale a k = h(mod 2). O

Observacién 9.17. La proposicién anterior implica que se preserva la paridad de la cantidad de factores en
las distintas formas de descomponer una permutacién como producto de trasposiciones. Luego decimos que
una permutacién o es par si se escribe como producto de un nimero par de trasposiciones (lo cual equivale
ae(o) =1)y que es impar en caso contrario.

Luego el nicleo de ¢ : S,, — {£1} es el conjunto formado por las permutaciones pares de S, al cual se le
llama el grupo alternado A,. Al ser un nicleo es A, <1 S,. Aplicando a ¢ el primer teorema de isomorfismo
deducimos [S), : Ay] = 2; luego |A,| = n!/2.

Observacion 9.18. la formula (i1ig - - -i,) = (i14,)(i18,—1) - - - (4143) (4192), implica que todo r-ciclo se escribe
como producto de (r— 1)-trasposiciones, luego un r-ciclo es par si y solo si r es impar. Hay que tener cuidado
de no confundirse con eso.

Simplicidad de A,. Un grupo se dice simple si no es el grupo trivial y no tiene subgrupos normales
propios.

Observacién 9.19. Sea GG un grupo finito. Si G no es simple, entonces contiene algin subgrupo normal
propio maximal® G; C G (alcanza con tomar un subgrupo normal propio de orden méximo). Si G no es
simple, entonces contiene algtin subgrupo normal propio maximal Gy C G C G, y asi seguimos. Como G es
finito y los 6rdenes verifican |G| > |G| > |G2| > - - -, entonces existe un cierto n tal que G 2 G1 2 --- 2 Gy,
y Gy, es simple. Notar que de la maximalidad de los G; se deduce que cada grupo cociente G;/G;4+1 es un
grupo simple. Luego probamos que para todo grupo finito G, existe una cadena de subgrupos

G=G2G122Gn 2 Gni1={1}

tal que Gi+1 < G; vy G;/Git1 es un grupo simple, para todo ¢ = 0,...,n. Esto es lo que se llama una serie
de composicion de G. Se prueba que dos series de composiciéon de un mismo grupo siempre tienen la misma
cantidad de términos y los grupos cocientes son isomorfos (aunque no necesariamente en el mismo orden).
Esto explica el interés en los grupos simples.

Observacién 9.20. 1. Si G es un grupo abeliano finito, entonces el teorema de Cauchy implica que G
es simple si y solo si G tiene orden primo (y por lo tanto es ciclico).

2. Observar que |As| = 3, luego As es simple. Es un ejercicio el probar que N < Ay, siendo
N = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},
luego A4 no es simple.
En lo que sigue probaremos que si n > 5, entonces A,, es simple.
Lema 9.21. Sin > 3, entonces A, es el subgrupo de S, generado por los 3-ciclos.

Dem. Sabemos que A,, contiene a todos los 3-ciclos de S,,. Ademds, como todo elemento de A,, es producto
de un nimero par de trasposiciones, entonces la tesis se deduce de las siguientes igualdades

(ac)(be) = (abe),  (za)(yb) = (za)(ay) (ay)(yd) = (xya)(aby). [

5Que sea mazimal es que no estd contenido propiamente en ningun subgrupo normal propio.
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Lema 9.22. Sin > 5, entonces todos los 3-ciclos son conjugados entre si dentro de A,,.

Dem. Sean (abc) e (ijk) dos 3-ciclos. Sabemos que existe o € S, tal que (ijk) = o(abc)o™!. Si o € Ay,
entonces ya esta probado. Si no, sean d, e € I, distintos de a, b, c. Entonces o(de) € A, y

o(de)(abe) (U(de))f1 = o(de)(abc)(de)o ™ = o(abc)o™t = (ijk). O
Ejercicio 9.23. Sea G un grupo. Recordar que el conmutador de g, f € G es [g, f] = gfg~'f~!. Probar.
1. Sig, f,h € Gy gh = hg, entonces |g, fh| = [g, f].
2. SIN<G,ne NygeQG, entonces [g,n] € Ny [n,g] € N.
Teorema 9.24. Sin =3 o n > 5, entonces el grupo alternado A, es simple.

Dem. Para n = 3 ya lo sabemos. Supongamos n > 5y sea N < A,,, N # {id}. Si probamos que N contiene
un 3-ciclo, entonces de los lemas 9.21 y 9.22 se deduce N = A,,, que es lo que queremos probar.

Como N # {id}, entonces existe 0 € N, o # id. Sea 0 = 71 -- -7, su descomposicién en ciclos disjuntos.
Tenemos cuatro casos posibles:

1. Existe i tal que |y;| > 4.

2. || <3, paratodoi=1,...,r y existen i # j tales que |y;| = |v;| = 3.
3. |vi| <3, para todo i =1,...,r y existe un unico ig tal que |y;,| = 3.

4. |vi| =2, para todoi=1,...,r.

Caso 1: Es 0 = (a1 ---a;)y2- -y, con | > 4. Como o = (ajazas) € A,, entonces [a,0] € N. Notar que
(a1azas3) y v - - -y, conmutan. Luego aplicando el ejercicio anterior y la proposicién 9.6 obtenemos

[a, 0] = [(a1a2a3), (a1 - a)ye -] = [(a1a2a3), (a1 - - - a;)] = (a1a2a3)(a1 - - - a;) (azazar) (a1 - - - a;)
= (a1a2a3)(asazaz) = (a1aza4).

Luego (ajagay) € N.
Caso 2: Es 0 = (a1a2a3)(asasas)vys - - - yr. Si o = (a1a2a4) € A, entonces razonando como antes obtenemos

[a, 0] = [(a1a2a4), (a1a2a3)(asasas)ys - - ] = [(a1a2a4), (a1a2a3)(asasas)]

= (a1a2a4)((alagag)(a4a5a5))(a4a2a1)((alagag)(a4a5a5))fl

= (a1a2a4)(a5a3a2) = (a1a2a5a3a4).

Luego (ajagasazay) € N y caemos en el caso 1.

Caso 3: Es 0 = (a1az2a3)y2 - - -V, siendo 7a, . .., 7, trasposiciones. Luego N 3 02 = (ajaza3)? = (azaza1).
Caso 4: Es 0 = (a1a2)(aszaq)ys - - - Y, siendo 73, ..., 7, trasposiciones. Si o = (ajagas) € Ay, es
[, 0] = [(a1a2a3), (a1a2)(azas)ys - - -] = [(a1a2a3), (a1a2)(azas)]

= (alagag)((alag)(a3a4))(agagal)((alag)(a3a4))_1 = (alagag)(a4a1a2) = (alag)(a2a4).

Luego (ajas)(agas) € N. Como n > 5, existe b € I, tal que b ¢ {a1,as,a3,a4}. Si B = (a1a3b) € A, es

[(alagb), (alag)(a2a4)] = [(alagb), (a1a3)] = (alagb)(alag)(alagb)_l(alag) = (agb)(a1a3) = (albag).

Luego (aibas) € N. O
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10. Subgrupos de Sylow
En esta seccién los grupos son finitos.

Si G es un grupo y H < G, entonces |H| divide a |G| (teorema de Lagrange). La pregunta que nos hacemos

es si vale el reciproco, es decir si dado un divisor m de |G|, entonces existe H < G tal que |H| = m.

Si el grupo es abeliano, la respuesta es afirmativa (ver més adelante el corolario 10.18).

Si el grupo no es abeliano, la respuesta en general es negativa. Un ejemplo es el grupo alternado A'4 (de
n:

orden 12) que no tiene subgrupos de orden 6. Ademads, si n > 5 el grupo alternado A, tiene orden % y es

simple, por lo que no puede tener subgrupos de orden "Z!.

Por otro lado el teorema de Cauchy dice que si un nimero primo p divide a |G|, entonces existe H < G tal
que |H| = p. Probaremos que este resultado se puede generalizar para todo n tal que p™ divide a |G]|.

Sea p un numero primo. Un p-grupo es un grupo de orden p” para algin n =0,1,...
Proposicién 10.1. Si |G| = p?, con p primo, entonces G ~ L2 0 G = Ly x Ly En particular G es abeliano.

Dem. Sige Gyg#1,entonces |g| = po|g| = p?. Siexiste g € G tal que |g| = p?, entonces G = (g) ~ L.

Supongamos ahora que para todo 1 # g € G, es |g| = p. Sea H < G tal que |H| =p. Sea f ¢ Hy N = (f).
Notar que N N H = {1}, luego |G| = |[NH| y por lo tanto G = NH. Al ser [G : N] = [G : H| = p, el
corolario 8.23 implica H <G y N < G, luego G = NH ~ N x H ~ 7y, X Zy,. O

Observacién 10.2. Si p es un primo y |G| = p, entonces G es ciclico, y si |G| = p?, entonces G es abeliano.
Eso es lo méas que podemos afirmar, ya que los grupos D4 y @ tienen orden 8 = 23 y no son abelianos.

Proposicion 10.3. Si G es un p-grupo que actia en un conjunto finito X, entonces
‘XG‘ = | X|(mod p).

Dem. Si la accién es trivial, es X¢ = X. Si no, entonces existen 1, ..., z, € X tales que

n

X =X+ [G:Gp), con [G: Gy > 1, Vi=1,...,n.

i=1
Como G es un p-grupo, entonces p divide a [G : G,], para todo i. Esto implica la tesis. O]
Corolario 10.4. Si G es un p-grupo no trivial, entonces su centro Z(G) es no trivial.

Dem. Considerando G actuando sobre si mismo por conjugacién, aplicando la proposicién anterior deduci-
mos que p divide a |Z(G)|. Al ser |Z(G)| # 0, se tiene |Z(G)| > p. O

Recordar que si G es un grupo cualquiera y H < G es tal que H C Z(G), entonces H <1 G.
Proposicion 10.5. Si G es un p-grupo no trivial, entonces existe una torre de subgrupos

{1} =Gy<Gi<--- <G, =G (10)
tal que G; <G y |G;| = p, para todo i =0,...,n.

Dem. Lo probaremos por induccién en n, siendo |G| = p™.
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Sin=1,es {1} = Gy < G1 = G y se cumple la tesis. Supongamos que |G| = p", n > 1, y que la tesis
es valida para grupos de orden p"~!. Como G es un p-grupo no trivial, entonces Z(G) es no trivial. Luego
existe H < Z(G) tal que |[H| = p. Al ser H < Z(G), es H <1 G; luego G/H es un grupo de orden p"~ ! y
aplicando la hipdtesis inductiva sabemos que existe una torre de subgrupos

{T} :éo <é1 < - <én71 :G/H
tal que G; < G/Hy |C~¥Z\ = p’, para todo i = 0,...,n — 1. Esto implica que existe una torre de subgrupos
H=Gy<G <---<Gn1=0G

tal que G; <Gy G; = Gl/H, para todo i =0,...,n—1. Observar ’Gl’ = ’G’ZHH| = p'*t1, para todo i. Luego
la tesis se obtiene definiendo Gy = {1} y G; = Gi_1, paratodoi=1,...,n. O

Observacién 10.6. Los subgrupos de la torre (10) verifican G;/Gi—1 ~ Z,,, para todo ¢ = 1,...,n. Luego
forman una serie de composicién de G.

Sea GG un grupo y p un primo. Un p-subgrupo de G es un subgrupo de orden p", para algin n € N. Un
p-subgrupo de Sylow de G es p-subgrupo de orden p”, siendo n el mayor natural tal que p™ divide a |G|.
Notar que los p-subgrupos de Sylow son elementos maximales de la familia de p-subgrupos del grupo.

Observaciéon 10.7. 1. Si H < G es un p-subgrupo, entonces H es un p-grupo.
2. Si G es un p-grupo, entonces G es el tinico p-subgrupo de Sylow de G.
3. Si p no divide a |G|, entonces el tnico p-subgrupo que tiene G es el trivial.

Teorema 10.8 (Primer teorema de Sylow). Si G es un grupo y p es un primo, entonces G contiene un
p-subgrupo de Sylow.

Dem. La prueba es por inducccién en |G]. Si |G| = 1, entonces G = {1} es su propio p-subgrupo de Sylow.
Sea ahora G un grupo no trivial y supongamos que sabemos que todo grupo de orden menor que |G| contiene
algiin p-subgrupo de Sylow.

Si p no divide a |G|, entonces el inico p-subgrupo que tiene G es el trivial y ya esta probado.
Supongamos ahora |G| = p"k, con ptk y n > 1. El grupo G puede ser abeliano o no. Si G no es abeliano,
entonces aplicando la ecuacion de las clases obtenemos

|G| = |Z(G)| + Z[G : Ca(zi)], con [G: Cq(z;)] > 1, Vi=1,...,m. (11)
i=1
para ciertos z1,...,xy € G. Tenemos dos posibilidades:

1. p| [G: Cg(x;)], para todo i = 1,...,m.
2. Existe ig € {1,...,m} tal que p1[G : Cg(zi,)].

Caso 1: Como p divide a |G|, se deduce de (11) que p divide a |Z(G)|. Aplicando el teorema de Cauchy a
Z(@G) sabemos que existe H < Z(G) tal que |H| = p. Al ser H < Z(G), es H < G. Entonces G/H es un
grupo de orden p" 'k y aplicando la hipétesis inductiva deducimos que tiene un subgrupo K de orden p L.
El subgrupo K es de la forma K = K/H, siendo H < K < G. Luego | K| = ‘IN(‘|H| = p" y por lo tanto K
es un p-subgrupo de Sylow de G.
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Caso 2: Si llamamos L = Cg(z4,), es L < Gy pt[G : L]. Al ser |G| = [G : L]|L|, deducimos que existe
r tal que |L| = p"r y ptr. Como [G : L] > 1, se deduce |L| < |G|, luego aplicando la hipétesis inductiva
deducimos que L tiene un subgrupo M de orden p” y por lo tanto M es un p-subgrupo de Sylow de G.

Si G es abeliano, entonces G = Z(G) y se aplica el razonamiento del Caso 1 anterior. O

Corolario 10.9. Si G es un grupo y p es un primo tal que |G| = p™k, con p t k, entonces G tiene subgrupos
de orden p', para todo 1 =0,1,...,n.

Dem. Aplicar el teorema 10.8 y la proposicién 10.5. O

Recordar que el normalizador de un subgrupo H de G es Ng(H) = {g € G : gHg ' = H} y es el mayor
subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.

Lema 10.10. Sean G un grupo, p un primo que divide a |G|, H un p-subgrupo de G y S un p-subgrupo de
Sylow de G. Si H C Ng(S5), entonces H C S.

Dem. Como H < Ng(S)y S < Ng(S), es HS < Ng(S); luego HS < G. Observar que S < HS, luego
aplicando el segundo teorema de isomorfismo obtenemos [HS : S| = [H : H N S]. Entonces [HS : S] = p!,
para algiin [ > 0 y esto implica |HS| = p!|S|. Como S C HS y S es un p-subgrupo de Sylow de G, la tinica
posibilidad es I = 0 y por lo tanto S = HS; luego H C S. O

En general escribiremos n,, a la cantidad de p-subgrupos de Sylow de un grupo G.

Teorema 10.11 (Segundo teorema de Sylow). Sea G un grupo y p un primo que divide a |G|. Entonces.
1. Todo p-subgrupo de G estd contenido en algin p-subgrupo de Sylow.
2. Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.
3. Vale n, = 1(mod p).

Dem. Sea |G| = p"k, con p 1 k y consideramos G actuando en el conjunto de sus subgrupos por conjugacion.

Sea S un p-subgrupo de Sylow de G fijo. Sea S = {gSg~! : g € G} la érbita de S. Observar que S
esta formada por p-subgrupos de Sylow de GG. En la proposicién 8.21 vimos que el estabilizador de S es el
normalizador Ng(S), luego |S| = [G : Ng(S)]. Observar que es S < Ng(S) < Gy que |S| =p" y |G| = p"k,
con p 1t k, luego de [G : Ng(S)][Ng(S) : S] =[G : S] = k, deducimos p 1 |S|.

Sea H un p-subgrupo arbitrario. Consideremos la accién por conjugacién de H en §. Como H es un p-grupo,
la proposicién 10.3 implica ‘SH| = |S|(mod p) y al ser pt|S|, se deduce SH # ().

Sea @ € S Entonces @ es un p-subgrupo de Sylow y vale hQh~! = Q, para todo h € H. Luego H C Ng(Q)
y entonces el lema 10.10 implica H C ). Esto prueba la primera afirmacion.

Supongamos ahora que H es ademds un p-subgrupo de Sylow. Como H y @ son p-subgrupos de Sylow y
HCQ,es H=Q. Pero Q € S, luego existe g € G tal que H = gS¢g~'. Esto prueba la segunda afirmacién
y muestra que S es el conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de G.

Ademés probamos que si @ € S, entonces Q = H; luego S = {H}. Entonces de |S7| = |S|(mod p) se
deduce [S| = 1(mod p), que es la tercera afirmacion. O
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Un subgrupo H de un grupo G se dice que es caracteristico si verifica ¢(H) = H, para todo ¢ € Aut(G).
Es facil de probar que todo subgrupo caracteristico es normal y que si H es el inico subgrupo de G de de
orden |H|, entonces H es un subgrupo caracteristico de G. El ser caracteristico es una condiciéon mas fuerte
que la normalidad, dado que hay subgrupos normales que no son caracteristicos.

Corolario 10.12. Sea G un grupo, p un primo que divide a |G| y S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

S es normal; S es caracteristico; n, = 1.

Dem. Sea |G| = p™k, con p t k' y > 1. El nimero n, es la cantidad de subgrupos de G de orden p™. Si
np = 1, entonces S es el inico subgrupo de G de de orden p™ y por lo tanto S es un subgrupo caracteristico.
Ya sabemos que si S es caracteristico, entonces S es normal. Si S es normal, entonces todos sus conjugados
coinciden con S, y como los conjugados de S son todos los p-subgrupos de Sylow, deducimos n, = 1. Ul

Observacién 10.13. Si n, es la cantidad de p-subgrupos de Sylow de G y S es un p-subgrupo de Sylow,
entonces la proposicion 8.21 implica

np =[G : Ng(9)).
Luego de S < N¢(S) < G, se deduce ny, | [G : S]. Por lo tanto si |G| = p"k, con p{ k, entonces

ny | k y np, = 1(mod p). (12)

En los ejemplos que siguen se utilizan las férmulas (12) para determinar los posibles valores de cada n,. En
general .S}, va a denotar un p-subgrupo de Sylow del grupo.

Ejemplo 10.14. Probaremos que si |G| = 112132, entonces G es abeliano. La tinica posibilidad es ni; =
ni3 = 1. Luego S11 <Gy S13 < G. Al ser |S11| = 112 y |S13] = 132, se deduce que ambos son abelianos y
S11NSi3 = {1} Luego G = 511513 ~ S11 X Si3.

Ejemplo 10.15. Probaremos que si |G| = 30, entonces G contiene un subgrupo normal de orden 15. Es
ng=1010y ns =1 0 6. Si fuesen n3 = 10 y n5 = 6, entonces tendriamos 20 elementos de orden 3 (cada
3-subgrupo de Sylow es de orden 3 y por lo tanto tiene dos elementos de orden 3) y tendriamos 24 elementos
de orden 5 (por lo mismo), eso nos da 20 + 24 = 44, que es mayor que el orden de G. Luego ese caso no es
posible y por lo tanto n3 = 1 o n5 = 1. Entonces S3 <G 0 S5 << G y por lo tanto H = 5355 es un subgrupo
de G de orden 15. Como [G : H| = 2, deducimos H < G.

Ejemplo 10.16. Probaremos que si |G| = 72, entonces G no es simple. Es n3 = 1 o 4. Si n3g = 1,
entonces Sz < G. Si ng = 4, entonces [G : Ng(S3)] = 4 y por lo tanto |G| 1 [G : Ng(S3)]!. Luego existe
{1} # K C Ng(Ss3) € G tal que K < G.

Proposicion 10.17. Si todos los subgrupos de Sylow de G son normales, entonces G es isomorfo a su
producto directo. Ademds si un natural m divide a |G|, entonces existe H < G tal que |H| = m.

Dem. Sean pi,...,p, los primos que dividen al orden de G y Si,...,S, los subgrupos de Sylow corres-
pondientes. Como S1,...,S, son normales y sus 6rdenes son primos dos a dos, se deduce que su producto
S1 -+ S, es un subgrupo normal de G isomorfo a S; X - -+ x S,. Por otro lado es claro que |S;---S,| = |G,
luego G ~ 57 x --- x S,.. La iltima afirmacion se prueba aplicando la proposicién 10.5 a cada S;. Ul

Corolario 10.18. Sea G un grupo abeliano. Si m divide o |G|, entonces existe H < G tal que |H| =m. O
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11. Grupos abelianos finitamente generados

Recordar que usamos Cy, =~ Z para el grupo ciclico infinito y C,, ~ Z, para el grupo ciclico de orden
n =2,3,... Por coherencia de notacién vamos a usar notacién multiplicativa para los grupos abelianos, en
lugar de la mas comtun aditiva. Observar que un grupo abeliano G estd finitamente generado si existe una
cantidad finita de elementos g1, ..., gr € G tales que

G={g!*-gi*: ni,....np €L}.
Teorema 11.1 (Teorema de estructura). Sea G un grupo abeliano finitamente generado.
1. Ezisten k € N y H grupo abeliano finito tales que G ~ H x (Caso)*.
2. Si G # {1} es un grupo abeliano finito, entonces

a) Existen dy,...,ds € Z1, con 2 <dy |dg | --- | ds, tales que G ~ Cq, x -+ x Cy,.

b) Ezisten primos pi,...,p, y enteros ny,...,n, € Z* tales que G ~ Cp;q X oo X Cpnr.

El grupo H de la primer parte es inico a menos de isomorfismo. Todo el resto (incluidos r y s) es unico,
aunque pueden aparecer elementos repetidos.

Dem. Ver la bibliografia. O

Observaciones 11.2. 1. El producto directo es “conmutativo” en el sentido H x K ~ K x H. Luego la
unicidad en la ultima descomposicién es a menos del orden de los factores.

2. Si m y n son primos entre si, entonces C,, X C, ~ Cp,y, es ciclico. Luego si p1,...,pr son primos
distintos, entonces Cpm X - X C’pnk ~ Cpm,,,pnk es ciclico. En contraposicion, notar C), x C) % Cpe.
1 k 1 k

3. Si G es un grupo abeliano finito de orden p;™! ---pi™*, entonces la proposicion 10.17 implica G ~
S1 % -+ X S, siendo S; el p;-subgrupo de Sylow correspondiente. Notar |S;| = p;". Esto prueba parte
de la existencia de la tltima descomposicién.

Ejemplo 11.3. Si G es un grupo abeliano de orden 72, entonces G es isomorfo a uno de los siguientes
CQXCQXCQXCgXCg; C4><02><03><03; CgXCgXCg; CQXCQXCQXCQ; C4><02><09; CgXCg.
La otra forma de describirlos es

Cox Csx Cg; CpxCra; C3xCay; CoxCyxCig; CyxCs; Cra.

12. Grupos de orden bajo
En esta seccién veremos de clasificar todos los grupos de orden menor o igual que 15.
Empezamos recordando algunos resultados:

= Kl teorema de estructura nos dice cémo son los grupos abelianos finitos.
= Si |G| = p, p primo, entonces G es ciclico (G = Cp).

» Si |G| = p?, p primo, entonces G es abeliano (G = Cp2 0 G ~C,xCp).
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» Sea G un grupoy N, K dos subgrupos tales que N es normal, G = NK y NNK = {1}. Si K es normal
entonces G ~ N x K, en caso contrario G ~ N X, K para algin morfismo no trivial o : K — Aut(N).

Por ejemplo el grupo diedral D,, se puede escribir D,, ~ C), x, Cs. Si es Cy = (a), entonces « queda
determinado por ay(z) =z~ !, para todo x € C,.

» Supongamos |G| = pg, p < ¢ primos. Si G es abeliano, entonces es ciclico G ~ Cp,;. Si G no es
abeliano entonces es isomorfo a un producto semidirecto Cy X, C), y ademés admite una presentacion
G = {a,b: a? =b? =1, aba~! = b"), siendo r € Z* tal que P = 1(mod ¢) y r #Z 1(mod q). Esta
ultima posibilidad solo puede ocurrir si ¢ = 1(mod p).

Teorema 12.1. A menos de isomorfismo hay solo dos grupos no abelianos de orden 8, el diedral Dy 1y el
grupo de los cuaternios Q.

Dem. Sea G un grupo no abeliano de orden 8. Si g> = 1 para todo g € G, entonces G serfa abeliano.
Tampoco puede tener elementos de orden 8 porque seria ciclico. Luego existe a € G de orden 4. Observar
que (a) tiene indice 2, luego es normal. Sea b € G tal que b ¢ (a), entonces

G = (a) Ubla) = {1,@,@2,a3,b, ba,baz,bag} . (13)

Como (a) = {1,a,a? a®} es normal y bab~! tiene el mismo orden que a, deducimos bab~! = a o bab~! = a>.
Si fuese bab~! = a, serfa ba = ab y esto implicarfa que G = (a,b) es abeliano, lo cual no es el caso; luego

bab—! = a3. Notar que de (13) se deduce b* € (a). Si fuese b? = a o b? = a3, serfa |b| = 8 que no es posible;

luego b? =1 0 b = a?.

Resumiendo tenemos dos posibilidades:
» G =(a,b), con |a| =4, ba = a3by b? = 1, luego G ~ Dy.
» G =(a,b), con |a| =4, ba = a’b y b*> = a?, luego G ~ Q. O

Observacion 12.2. Consideremos la descripcién de los cuaternios dada en (13). Se ve directamente que
a’ tiene orden 2 y todos los elementos restantes menos el neutro tienen orden 4. En particular hay un solo
subgrupo de orden 2 que es (a?) y los subgrupos de orden 4 de @ son:

(a) = (a®) = {1,a,a®,a’}, (b) = (ba®) = {1,b,a* ba*}, (ba) = (ba®) = {1,ba,a* ba’}.

Luego todo subgrupo de orden 4 contiene al tinico subgrupo de orden 2. Esto implica que () no es un
producto semidirecto?, a diferencia de Dy = Cy X Cs.

En lo que sigue estudiaremos los grupos de orden 12. Para eso necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 12.3. Sea o : Co x Cy — Aut(C3) un morfismo no trivial. Entonces el producto semidirecto
C3 Xq (Cy x Cq) es isomorfo al grupo diedral Dg.

Dem. Sea G = C3 %, (C2 x Cq). Sabemos que si definimos N = {(z,1): 2 € C3} y K ={(1,y) : y € Cs},
entonces valen

Cs3~N<G, CyxCy~K<G, G=NK, NNK=/{1}.

Luego existen z,y, z € G tales que K = {1,z,y, 2y}, con yr = zy, 22 = y> =1y N = {1, 2,22}, con 2% = 1.

"Nos referimos a un producto semidirecto no trivial, dado que siempre tenemos G ~ G x {1}.
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Probaremos que existe g € K, g # 1, tal que gz = zg. Consideremos x € K. Como es N <1 G, entonces
zzz~' € N y al ser ’IL‘Zl‘_l‘ = |2| = 3, deducimos, zzz~! = z 0 xzz~! = 22, lo cual equivale a 2z = 2z o
xz = z?z. En el primer caso ya tenemos lo que querfamos. Supongamos ahora que es xz = z%z. Razonando
analogamente con y € K deducimos que vale yz = zy o yz = 2%y. De nuevo en el primer caso tenemos lo que
querfamos y nos queda por considerar cuando valen xz = 22z y yz = z2%y. En ese caso es (vy)z = z(yz) =
2(2%y) = (22%)y = (22)y = 2(2y). Luego xy € K y verifica (zy)z = z(zy).

Entonces, eventualmente cambiandole el nombre a los elementos de K, podemos asumir que vale xz = zx.
Sea b= xz. Como es |z| =2, |z| =3y 2z = zz, entonces |b| = 6. Luego [G : (b)] = 2y por lo tanto (b) < G.

Consideremos y € K. Notar (y) = {1,y}. Como NNK = {1} y b = zz, entonces y ¢ (b). Luego (y)N(b) = {1}
y por lo tanto [(y)(b)| = 12 = |G|, lo cual implica G = (y)(b) = (y,b). Por otro lado la normalidad de (b)
implica yby~! € (b). Como tiene que ser ’yby‘l‘ = |b| = 6, deducimos que vale yb = by o yb = b>y. Como es
G = (y,b), si fuese yb = by entonces G seria abeliano, lo cual no es posible. Luego es yb = b%y. Asi obtuvimos
G = {(y,b), con |y| = 2, |b| = 6 y yb = b°y; luego G ~ Dg. O

Observacién 12.4. Es Aut(C3) = {id, o}, siendo o(x) = z~!, para todo z € C3. Observar que vale
02 =id y por lo tanto o* = id. Luego si escribimos Cy = (a), entonces existe un tinico morfismo no trivial
a: Cy — Aut(Cs) determinado por «, = 0. Luego existe un unico grupo no abeliano de la forma Cs x, Cy.

Teorema 12.5. A menos de isomorfismo hay solo tres grupos no abelianos de orden 12, el diedral Dg, el
alternado Ay y el producto semidirecto Cs x4, Cy, siendo o : Cy — Aut(C3) el morfismo no trivial.

Dem. Sea G un grupo no abeliano de orden 12. Sea H un subgrupo de G de orden 3 (un 3-subgrupo de
Sylow). Si ng es la cantidad de 3-subgrupos de Sylow de G, entonces n3 | 4 y ng = 1(mod 3), luego n3 = 1,4.

Supongamos ng = 4, luego H no es normal. Aplicando la proposicién 8.22 obtenemos un morfismo ¢ : G —
Biy(G/H) ~ 84 que verifica Ker ¢ < H. Si ¢ no fuese inyectivo, entonces seria H = Ker (¢), lo cual no es
posible porque H no es normal. Luego ¢ es inyectivo y por lo tanto [Sy : ¢(G)] = 2. Como A4 es el tnico
subgrupo de indice 2 de Sy, se deduce G =~ p(G) = As.

Supongamos ahora n3 = 1 y por lo tanto H es normal. Sea K un 2-subgrupo de Sylow de G. Observar que
|[HN K| =1, luego G = HK, siendo H N K = {1}. Notar que H es ciclico y K es abeliano. Si K fuese
normal, entonces G ~ H x K seria abeliano. Luego K no es normal. Por lo tanto existe un morfismo no
trivial o : K — Aut(H) tal que G ~ H x, K, siendo H = Cj.

Notar que al ser |K| =4, es K = Cy 0 K ~ C3 x (3. Como los 2-subgrupos de Sylow son conjugados (y por
lo tanto isomorfos), entonces todos los subgrupos de orden 4 de G son de una forma o de la otra.

Si K = Cy entonces G ~ (5 X, Cy, siendo « el inico morfismo no trivial de C4 en Aut(Cs). Si K ~ Cy x Co,
entonces G ~ C3 X4 (C2 x C3) y por lo tanto la proposicién 12.3 implica G ~ Dg.

Para distinguir los grupos A4, C3 X Cy v Dg consideramos sus 2-subgrupos de Sylow. El grupo A4 tiene un
subgrupo normal de orden 4, C5 x, Cy4 tiene a Cy como subgrupo no normal y Dg ~ C3 X (Co x C9) tiene
un subgrupo del tipo Cs x Cs que no es normal; luego no pueden haber isomorfismos entre estos ellos. [

Proposicién 12.6. El grupo no abeliano C3 x,, Cy admite la presentacion (a,b: a* =b* =1, ab = b%a).

Dem. Sea G = (5 x, C4. Razonando como en la proposicién 12.3 sabemos que existen subgrupos N, K de
G tales que G = NK, NN K = {1}, C3 ~ N <G, Cy ~ K < G. Luego existen a € G tal que K = (a),
con |a| =4y b e G tal que N = (b), con |b| = 3. Como es N <1 G, entonces aba~! € N, y como ademds

sabemos ‘aba_l‘ = |b| = 3, entonces deducimos que vale aba™! = b 0 aba~! = b?, lo cual equivale a ab = ba
o ab = b*a. Como es G = NK = (b)(a) = (a,b), si fuese ab = ba entonces G serfa abeliano, lo cual no es
posible. Luego es G = (a,b) y valen |a| = 4, |b| = 3 y ab = b%a, lo cual implica la tesis. O
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Aplicando los resultados anteriores, la lista de grupos de orden menor o igual a 15 es la siguiente:

’ orden ‘ abeliano no abeliano
1 | {1}
2 Co
3 Cs
4 04, 02 X 02
5 Cs
6 C6 = CQ X Cg D3
7 Cr
8 Cg, CQ X C4, CQ X CQ X CQ D4, Q
9 Cg, Cg X 03
10 ClO = CQ X 05 D5
11 Cn
12 012203><C4, CQXC6:CQ><CQ><03 DGZCQXDg, A4, Cg Na04
13 Cis
14 014 = 02 X 07 D7
15 015 = 03 X 05
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