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A Valentina y Rosana






Prologo

La literatura dedicada a la ensenanza de la teoria de la probabilidad es
muy extensa; existen numerosos libros de texto, excelentemente escritos,
para lectores con diferentes niveles de formacion en matematica. Entre
estos textos, podemos destacar los escritos por Borovkov [I], Feller [2],
Gnedenko [3], Gut [4], Ross [6], y Shiryaev [7], incluidos en la bibliografia
al final de este libro. Sin embargo, la literatura dedicada a esta tematica
en idioma espanol es escasa, y tenemos la esperanza de que la presente
publicaciéon llenara este vacio, en alguna medida.

Este libro contiene un primer curso de teoria de la probabilidad, ba-
sado en cursos dictados por ambos autores, a lo largo de muchos anos,
en la Universidad de San Petersburgo (Rusia) y en la Universidad de la
Reptblica (Montevideo, Uruguay).

En el proceso de su preparacion se han tenido en cuenta especialmente
los intereses de lectores con diferentes niveles de preparacion matematica:
el material contenido en el libro es perfectamente accesible para quienes
hayan estudiado los temas de un curso habitual de calculo diferencial e
integral. Los lectores en esta situacién, podran restringirse a la considera-
cién de variables aleatorias con distribuciones discretas o absolutamente
continuas, que son las encontradas en las aplicaciones; se presta especial
atencion a estas dos clases de distribuciones. En particular, se presenta una
exposicion detallada de las nociones de esperanza matematica de una va-
riable aleatoria, varianza de una variable aleatoria, esperanza condicional
de una variable aleatoria con respecto de otra, y cuestiones relacionadas,
para estas dos clases de distribuciones.

Al mismo tiempo, y en forma independiente, se definen estas nocio-
nes en los términos habituales de la teoria de la medida e integraciéon con
respecto de medidas abstractadl. Esta segunda exposicion esta dirigida a

LE] lector interesado en tomar contacto con los elementos bdsicos de la teoria de la
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estudiantes de matematica o estadistica, quienes encontraran una presen-
tacion rigurosa, de interés, y actualizada de la disciplina.

Cada capitulo se acompana de un conjunto de ejercicios, ordenados
segun su grado de dificultad, y el lector no debe desanimarse si no resuelve
todos los ejercicios. Se presté especial cuidado en la presentacién de las
demostraciones de los teoremas, proposiciones y lemas, por lo que este
libro puede utilizarse en forma autodidacta.

La iniciativa de realizar el presente libro correspondié a V. Petrov,
quien escribio los 7 primeros capitulos. E. Mordecki escribié los tltimos
tres capitulos, y preparé el texto en espanol. Todo el material fue discutido
y revisado en forma conjunta.

Varias personas estuvieron involucradas, en diferentes formas, con la
preparaciéon de este libro. Walter Moreira preparo los graficos y las tablas,
y presto invalorable ayuda en la preparacién de la versién electronica;
Ricardo Fraiman e Isabel Canete leyeron partes del manuscrito, sugirien-
do mejoras y correcciones. A ellos nuestro agradecimiento. Un especial
reconocimiento merecen Valentina y Rosana por su aliento, paciencia, y
comprension.

Este libro fue posible gracias al apoyo del Centro de Matematica, la
Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica (CSIC), y el Laboratorio
de Probabilidad y Estadistica, en la Universidad de la Reptblica; jun-
to con el PEDECIBA-Matemaética, y es el resultado de la colaboracion
cientifica entre nuestros paises; tenemos la esperanza de que ayude a su
fortalecimiento.

Los autores esperan que su trabajo resulte de utilidad a aquellas per-
sonas que estudian o ensenan teoria de la probabilidad.

Montevideo, abril de 2002. V. Petrov, E. Mordecki.

En la presente segunda edicién se han corregido algunas erratas y agre-
gado las soluciones de algunos ejercicios. Esta edicién es posible gracias al

apoyo del programa de publicaciones de la Comision Sectorial de Investi-
gacién Cientifica de la Universidad de la Republica (CSIC).

Montevideo, mayo de 2008. V. Petrov, E. Mordecki.

medida, y de la integracién con respecto de medidas abstractas (analisis real), luego
de un curso de cédlculo diferencial e integral, podra utilizar la excelente exposicién en
el libro de Borovkov [I].



Introduccién para quienes

comienzan a estudiar teoria de
la probabilidad

La teoria de la probabilidad estudia modelos matematicos de fenéme-
nos aleatorios. Los fenomenos aleatorios son aquellos en los que la ve-
rificacion de un cierto conjunto de condiciones determinadas, conduce a
un resultado de una serie de resultados posibles. Por contraposicion, los
fenémenos deterministicos, o no aleatorios, son aquellos en los que la ve-
rificaciéon de un cierto conjunto de condiciones determinadas conduce, en
forma inevitable, a un resultado fijo (por ejemplo: el enfriamiento del agua
hasta 0 grados centigrados bajo presion atmosférica normal conduce a la
formacién del hielo).

Llamamos experimento a cada uno de esos conjuntos de condiciones
determinadas. Si un experimento consiste, por ejemplo, en tirar una mo-
neda al aire, cada realizacién de este experimento conduce a uno de dos
resultados posibles: la aparicion de cara o la apariciéon de ntimero, y no
podemos, antes de realizar el experimento, conocer el resultado. Sin em-
bargo, al repetir este experimento en una serie una gran cantidad veces,
resulta que la cantidad de veces que aparece cara es, aproximadamente,
la mitad de la cantidad de experimentos que componen la serie.

Dado un cierto experimento, llamamos suceso a cada uno de sus resul-
tados posibles, y utilizamos las letras A, B, C, ... (con indices o sin ellos)
para designar los sucesos.

La frecuencia de un suceso A en un serie de n experimentos (o fre-
cuencia relativa), se define como la proporcion f(A) = m/n, donde m es
la cantidad de experimentos en los que el ocurrié el suceso A. Es facil de
ver que la frecuencia asi definida verifica las siguientes propiedades: (1)
0 < f(A) < 1 para cualquier suceso A; (2) f(2) = 1, si Q representa
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el suceso cierto (es decir, un suceso que ocurre indefectiblemente en cada
experimento); (3) f(A 6 B) = f(A) + f(B), si los sucesos A y B son in-
compatibles (es decir, no pueden ocurrir ambos sucesos simultaneamente).

Existe un muy amplio conjunto de situaciones en las que tiene lugar la
estabilidad de las frecuencias antes mencionada; mas precisamente, en la
verificacién de un cierto conjunto de condiciones determinadas n; veces,
luego ny veces, ..., luego ny veces (es decir, se estén llevando a cabo series
de experimentos compuestas cada una por ni,na,...,n; experimentos),
las frecuencias de un suceso fijo A, resultante en las diferentes series,
seran muy cercanas entre si, siendo ademéds esta proximidad mayor, en
general, cuanto mayores sean los largos ni, ns, ..., n; de estas series de
experimentos.

Si el experimento consiste, por ejemplo, en tirar un dado (aqui tenemos
6 resultados posibles, correspondientes a la apariciéon en la cara superior
del dado de una cantidad de puntos igual a 1,2,3,4,5 6 6), se observa,
luego de llevar a cabo algunas series de experimentos prolongadas, que
la frecuencia resultante, por ejemplo, de la aparicion de 6 puntos en ca-
da serie, serd aproximadamente igual a 1/6. Existe también estabilidad
en las frecuencias en indicadores de calidad de un cierto articulo, que se
produce en serie. El porcentaje de articulos fallados, encontrado para dis-
tintas muestras de gran tamano en la produccién del articulo considerado,
habitualmente, resulta practicamente constante.

Esta constante, en torno a la cual se presentan las fluctuaciones de la
frecuencia de un suceso A considerado, cuando se llevan a cabo series de
experimentos prolongadas, se denomina probabilidad del suceso A. De esta
forma, la probabilidad de un suceso A se puede considerar el valor teérico
(o ideal) de la frecuencia de este suceso. La relacién entre el concepto
tedrico de probabilidad y el concepto empirico de frecuencia, es como la
relacién entre una magnitud fisica (por ejemplo, la longitud de una mesa)
y los resultados de su medicién.

Lo dicho hasta ahora no es suficiente para construir una teoria mate-
matica de los fenémenos aleatorios. La teoria de la probabilidad es parte
de la matematica, y al igual que otras teorias, como por ejemplo la geo-
metria, se construye sobre la base de un sistema de axiomas. La eleccion
del sistema de axiomas se puede realizar de distintas formas. En el comien-
zo del capitulo 1 se expone un sistema de axiomas que en conjunto define
la nocién de probabilidad de forma tal, que las reglas validas para las
probabilidades coinciden con las reglas de las frecuencias antes descritas.
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En la construccion de este sistema de axiomas dejamos de lado toda
otra propiedad de las frecuencias, y asumimos la idea intuitiva de que
la probabilidad de un suceso es el valor tedrico de la frecuencia de este
SUCeso.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Sucesos

Consideremos un cierto conjunto {2 no vacio, que llamamos espacio de
sucesos elementales. A sus elementos, que llamamos sucesos elementales
o puntos, los designamos con la letra w, con indices o sin ellos.

Sea A un cierto conjunto no vacio de subconjuntos de €2, que cumple las
siguientes propiedades: (1) si A € A entonces Q\ A € A; (2) si Ay, Ao, ...
es un conjunto finito o numerable de subconjuntos pertenecientes a A,
entonces |J, A, € A. El conjunto A se llama o-dlgebra de sucesos, o
campo boreliano de sucesos, y sus elementos se llaman sucesos.

Observemos que el conjunto de todos los subconjuntos de un espacio
) es una o—algebra de sucesos, pero no toda c—algebra de sucesos es el
conjunto de todos los subconjuntos de algin espacio €.

Si A es una o—algebra de sucesos, tenemos 2 € A en vista de la
igualdad A U (2 \ A) = (, vélida para todo conjunto A; ademas, el
conjunto vacio () (llamado suceso imposible) también pertenece a A. Si
A, A, ... es una conjunto finito o numerable de sucesos pertenecientes a
la o-élgebra A, entonces [, A, € A en vista de la igualdad (), A,)" =
U, A, donde B¢ = Q \ B (complemento del conjunto B) para cualquier
conjunto B.

En resumen, toda o—algebra de sucesos es un conjunto de subconjuntos
(no necesariamente todos) de un espacio de sucesos elementales 2, que
contiene, junto con cada uno de sus elementos a su complemento, y junto
con cualquier conjunto finito o numerable de sus elementos a su union y
a su interseccion; ademas, el propio espacio de sucesos elementales € y el
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16 Capitulo 1. Conceptos basicos

conjunto vacio () pertenecen a toda o—algebra de sucesos.

El surgimiento de la teoria de la probabilidad es muy anterior a la crea-
cion de la teoria de conjuntos. Por ésto, desde su mismo inicio, en teoria
de la probabilidad se utilizé (y continta utilizdndose) una terminologia
especifica, diferente de la terminologia utilizada en teoria de conjuntos.
En la pagina[15]se presenta una tabla de términos teorético—conjuntistas,
junto con los correspondientes términos teorético—probabilistas, que uti-
lizamos a lo largo de este libro. Las letras A, B, C, ..., con indices o sin
ellos, designan a los sucesos, es decir, a los elementos de una o—algebra de
sucesos A, relacionada con algin espacio de sucesos elementales €).

1.2. Axiomas de la teoria de la probabilidad

Consideremos un espacio de sucesos elementales {2, y una cierta o—
algebra de sucesos A. Mediante las letras A, B, C,... (con indices o sin
ellos) en lo que sigue designamos a los sucesos, es decir, a los elementos
de la o—algebra de sucesos A. Las tres proposiciones siguientes componen
el sistema de axiomas de la la teoria de la probabilidad:

Axioma I. A cada suceso A le corresponde un niimero no negativo P(A),
llamado probabilidad del suceso A.

Axioma II. P(Q) = 1.

Axioma III. Si A;, Ay, ... es un conjunto finito o numerable de sucesos
incompatibles dos a dos, entonces

P(U Ai> - Z P(A,).

Este sistema de axiomas fue propuesto por A. N. Kolmogorov en 1933
v es el utilizado en la actualidad.

En el lenguaje del analisis real, una probabilidad P es una funcién
de conjunto numerablemente aditiva y no negativa (es decir, una medida
positiva), que cumple la condicién adicional P(Q2) = 1.

La terna (€2, A, P), donde P es una probabilidad definida para cada
elemento de la o—élgebra A (es decir, para cualquier suceso) que verifica
el sistema de axiomas propuesto, se llama espacio de probabilidad. En
andlisis real, un espacio de probabilidad es un espacio medible (€2, .4) con
una medida no negativa P, que verifica P(Q2) = 1.
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Notacion

Término de la teoria de
conjuntos

Término de la teoria de
la probabilidad

Q

espacio de elementos

espacio de sucesos
elementales

0

conjunto vacio

suceso imposible

AUB

union de los conjuntos
AyvB

suma de los sucesos
AyvB

ANB, AB

interseccion de los
conjuntos A y B

producto de los sucesos
AyvB

los conjuntos A y B
son disjuntos (no tienen
elementos comunes)

los sucesos A y B son
incompatibles

el conjunto C es la
interseccion de los
conjuntos A y B

el suceso C consiste en
la ocurrencia

(simultédnea) de ambos
sucesos A v B

el conjunto D es la
union de los conjuntos
AyvB

el suceso D consiste en
la ocurrencia de al
menos uno de los
sucesos A 6 B

los conjuntos
Al, Ag, ... S0n
disjuntos dos a dos

los sucesos Aq, Ao, ...
son incompatibles dos a
dos

cada punto del espacio
Q) pertenece por lo
menos a uno de los

conjuntos Aq,..., A,

alguno de los sucesos

A4, ..., A, ocurre

el conjunto A
esta contenido en
el conjunto B

la ocurrencia del suceso
A implica la ocurrencia
del suceso B

Q\ A

complemento del
conjunto A
(designado A°)

suceso A (designado A)

suceso contrario al
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FEjemplo 1.1. Consideremos un espacio de sucesos elementales {2 compues-
to por dos puntos wy y wy. Llamamos ézito al punto wy, y fracaso al punto
wy. Este espacio de sucesos elementales describe el conjunto de resultados
de un experimento, que puede concluir solamente con uno de dos resulta-
dos posibles. Un experimento de este tipo es, por ejemplo, el consistente en
arrojar por Unica vez una moneda al aire. Dicho experimento puede con-
cluir solamente con uno de dos resultados posibles: la aparicion de cara, o
la aparicién de ntimero.

Sea A el conjunto de todos los subconjuntos del espacio de sucesos ele-
mentales 2. (Este conjunto es autométicamente una o—algebra.) El con-
junto A estd compuesto, en el ejemplo dado, por los cuatro elementos
siguientes: 0, {w1}, {wa}, {w1,ws} = Q. Asignemos a estos cuatro suce-
sos las probabilidades siguientes: 0,1/2,1/2 y 1. Es sencillo ver que las
probabilidades asi definidas verifican todos los axiomas.

Es importante observar, que la forma indicada de introducir las pro-
babilidades de los sucesos no es tinica. Mas precisamente, si asignamos a
los cuatro sucesos considerados los niimeros 0, p, ¢ y 1 como probabili-
dades, donde p y ¢ son ntimeros no negativos que verifican la condicion
p + g = 1, también se verifican todos los axiomas. La primer forma de
asignar las probabilidades a los sucesos es un caso particular de la segun-
da, en la que p = ¢ = 1/2, y puede utilizarse en la construccién de un
modelo matematico para un experimento consistente en arrojar, por tni-
ca vez, una moneda equilibrada al aire; en esta situaciéon ninguna de las
dos caras de la moneda tiene ventaja objetiva sobre la otra, y podemos
considerar idénticas las probabilidades de aparicion de cara y nimero. Si
la moneda esta desequilibrada, o adulterada, la propiedad mencionada de
igualdad para la aparicién de una de las caras de la moneda (es decir, la
equiprobabilidad de ambos resultados) puede no cumplirse, y resulta mas
adecuado el segundo método de introducir probabilidades, en el que se le
asignan probabilidades de aparicién distintas a la cara y al nimero.

Sin duda, la no unicidad en la forma de introducir las probabilidades
de los sucesos resulta una ventaja del sistema de axiomas, dado que per-
mite una mayor flexibilidad en la construcciéon de modelos mateméaticos
de fenémenos aleatorios, que tengan en cuenta las especificidades de estos
fenémenos.

FEjemplo 1.2. Consideremos un espacio de sucesos elementales {2 compues-
to por n puntos wi, ws, ..., w,. Este espacio de sucesos elementales des-
cribe el conjunto de resultados posibles de un experimento, que puede
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concluir solamente con uno de n resultados. Un experimento de este tipo
es, por ejemplo, el consistente en tirar, por tnica vez, un dado. Este ex-
perimento concluye al caer el dado, con la aparicién en su cara superior
de un numero de puntos igual a 1,2,3,4,5 6 6. De esta forma, para este
experimento, tenemos n = 6.

Sea A el conjunto de todos los subconjuntos del espacio de sucesos
elementales €. El conjunto A estd formado por los siguientes elementos:
el conjunto vacio 0); n conjuntos de un tnico elemento {ws}, ..., {w,}; C¥
conjuntos de dos elementos {wy,wa}, ..., {wr,w,}, {ws,ws}, ..., {ws, wn},
ooy {wn—1,wn}; CF conjuntos de tres elementos {wy,ws, ws}, {wr, ws, ws},
coo{wn_g,wn1,wi ks ooy @ = {wi,we, ..., w,}, un Gnico conjunto de n
elementos. Observemos que la cantidad de elementos del conjunto A es
iguala 1+n+Cy+---+Cp = (14+1)"=2".

Supongamos que un suceso A esta compuesto por k puntos del espacio
de sucesos elementales €2, es decir

A = {wil,wiw e ,wik},

donde iy, 19, ...,4; son k numeros distintos dos a dos, elegidos entre los
naturales 1,2, ...,n. Asignamos al suceso A una probabilidad igual a la
suma de las probabilidades de los sucesos elementales que lo componen,
es decir, ponemos

k
P(A) = Z P(wi,),
m=1

mientras que definimos las probabilidades de cada uno de los sucesos ele-
mentales del espacio la siguiente forma: P(w;) = p; (1 = 1,...,n), donde
P1, - -, Pp SON NUMeros no negativos, y tales que p; + - - - +p, = 1. Es facil
de ver que las probabilidades asi definidas verifican todos los axiomas. De
este modo, hemos construido un espacio de probabilidad (€2, .4, P), que
puede considerarse como el modelo matematico de un experimento con n
resultados posibles.

Si dicho experimento consiste en tirar, por unica vez, un dado equili-
brado (n = 6), podemos asignar como probabilidad del resultado, corres-
pondiente a la aparicién de 7 puntos (1 = 1,...,6), el nimero 1/6. Si se
trata de un dado intencionalmente adulterado, falso, resulta mas adecua-
do otra eleccién de probabilidades, que considere la disparidad entre las
distintas caras del dado.
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FEjemplo 1.3. Consideremos el espacio de sucesos elementales compuesto
por los puntos del intervalo cerrado [0, 1]. Sea A la o—dlgebra de los con-
juntos borelianos de este intervaldl. Sea adem4s P la medida de Lebesgue.
La terna (€, A, P) es un espacio de probabilidad. Observemos que para
cada intervalo I = (a,b) contenido en [0, 1], tenemos P(I) = b — a, es
decir, la probabilidad del intervalo (a,b) coincide con la longitud de este
intervalo.

1.3. Primeras consecuencias de los axiomas

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Las letras A, B, C,... (con
indices o sin ellos) designan sucesos, es decir, elementos de la o—algebra
de sucesos A.

Propiedad 1. Para cualquier suceso A se tiene P(A) =1—P(A).

Demostracion. Por definicién de A (suceso contrario al suceso A), te-
nemos A = Q\ A. De aqui resulta AA = (). Como por el axioma II
tenemos P(A U A) = P(Q) = 1, aplicando el axioma III concluimos, que
1=P(Q)=P(AUA)=P(A)+P(A). O

Propiedad 2. El suceso imposible tiene probabilidad nula: P(0) = 0.

Demostracion. Esta igualdad se obtiene de la propiedad anterior, si con-
sideramos A = () y aplicamos el axioma II. O

Propiedad 3. Si A C B, entonces P(A) < P(B).

Demostracion. Como A C B, tenemos B = AU (B \ A). Es claro que
B\ A = BA es un suceso, ademas los sucesos A y B\ A son incompatibles.
Por los axiomas IIT y T tenemos P(B) = P(A)+P(B\ A) > P(A). O

Propiedad 4. Para cualquier suceso A se tiene 0 < P(A) < 1.

Demostracion. En virtud del axioma I es suficiente demostrar la segunda
desigualdad, la cual se deduce inmediatamente de la propiedad anterior,
por la inclusion A C Q2 y el axioma II. O

'La clase de los subconjuntos borelianos de un cierto intervalo J es la minima o
algebra de conjuntos de puntos del intervalo J, que contiene a todos los subintervalos
de J.
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Propiedad 5. Para sucesos A y B arbitrarios vale la igualdad
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB). (1.1)

Demostracion. Es claro que A = ABUAB y B = AB U AB. Como los
sucesos en las dos sumas anteriores son incompatibles, por el axioma III,
resulta

P(A) = P(AB) + P(AB), P(B)=P(AB)+ P(AB).

Tenemos también AUB = ABUABUAB, donde a la derecha se suman
tres sucesos incompatibles dos a dos. Aplicando nuevamente el axioma, 111
y sustituyendo, resulta

P(AUB) = P(AB) + P(A) - P(AB) + P(B) — P(AB)
=P(A)+P(B)-P(ANB),

O

que es la igualdad buscada.

Observacion. Si los sucesos A y B son incompatibles, entonces P(AB)
0, y de la formula (L)) se obtiene la igualdad ya conocida P(A U B)
P(A) +P(B).

Observacion. En forma andloga, no es dificil demostrar, que para tres
sucesos A, B y C arbitrarios, tiene lugar la igualdad

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)
— P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC).

Es posible también demostrar una formula general: para sucesos arbitra-
rios Ay, ..., A, vale la igualdad

P(OAi):iP(Ai)— Y PAA)+ > PAAAY

1<i<j<n 1<i<j<k<n

— e (=)™ P(A . AY).

De aqui es posible obtener la desigualdad de Bonferroni:

P<QAi>ziP(Ai)— 3 P(AA)).

1<i<j<n
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Propiedad 6. Dados n sucesos A1, ..., A, arbitrarios, tiene lugar la de-

sigualdad
P<UAZ-> <Y P(A)
i=1 i=1

Demostracion. Para n = 2 esta desigualdad se obtiene de (ILI)). Para

n > 2, es facil obtener el resultado anterior, mediante la aplicacién sucesiva
de la desigualdad P(AUB) < P(A) + P(B). O

Propiedad 7. Sean Aq, ..., A, sucesos incompatibles dos a dos, y tales
que alguno de ellos OCUTT(E Entonces Yo PA) =1

Demostracion. Tenemos A;A; = () cuando @ # j, para i,j = 1,...,n
Ademsds [ J;_; A; = Q. De los axiomas II y III obtenemos

1=P(Q) :P<CJAZ-> :iP(A)

concluyendo la demostracion. O

Propiedad 8. Sea A1 D Ay D A3 D --- una sucesion de sucesos,
designemos A = (;=, A;. Entonces, eziste el lim, P(A,), y es igual a
P(A).

Demostracion. Para cada n, tenemos

o0

A, = JA\ A UA.

k=n

Como los sucesos que aparecen a la derecha son incompatibles dos a dos,
utilizando el axioma III, obtenemos

P(A,) = 3 P(AL\ Auwr) + P(A). (12)

Si aqui tomamos n = 1, resulta

> P(AL\ Apn) <P(A) <
k=1

2Ver tabla en la pagina
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De la convergencia de la serie a la izquierda en la férmula anterior, surge
que

ZP(Ak \Axi1) > 0 cuando n — oo.
k=n
Tomando limite en ambos lados de la igualdad (L2)), obtenemos

lfm P(A,) = P(A),

n— o0

concluyendo la demostracion. O

1.4. Regla clasica del calculo de probabili-
dades

Consideremos un espacio de sucesos elementales {2 compuesto por n
puntos wy, . .., w,. Sea A el conjunto de todos los subconjuntos del espacio
Q2. Si A ={w,...,w;,}, asignamos

k
P(A)=> P(w,) (1.3)

m=1

en donde asignamos ademas
P(w)) =P(ws) =--- =P(wy,) =1/n. (1.4)

De esta forma, introducimos las probabilidades de los sucesos como en
el ejemplo [L.2] pero eligiendo las probabilidades de los puntos wy, ..., w,
iguales entre si.

Los puntos w;,,...,w;, se llaman casos favorables para la ocurrencia
del suceso A, mientras que cada punto w; (i = 1,...,n) es un caso posible.
De las férmulas (L3) y (L4)), resulta que

P(A) = k/n, (1.5)

es decir, la probabilidad del suceso A es la razon entre el nimero de casos
favorables y el nimero total de casos posibles.

Es importante observar que la igualdad (L5]) se obtiene como una
consecuencia del sistema de axiomas. En este caso particular el espacio
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de sucesos elementales se compone de una cantidad finita de puntos, a
los cuales se les asignan probabilidades idénticas. En las etapas iniciales
del desarrollo de la teoria de la probabilidad, se consideraban tinicamente
modelos de este tipo (utilizados para describir juegos de azar, relacionados
con el lanzamiento de monedas o dados, con la extracciéon de una o varias
cartas de un mazo de cartas y con situaciones similares), y la igualdad (L5
servia como definicién de probabilidad del suceso A (es la denominada
definicion clasica de probabilidad).

La violacion de la condicion de equiprobabilidad de los sucesos elemen-
tales (L4]) impide la aplicacién de la igualdad (L5]).

FEjemplo 1.4. Calcular la probabilidad de obtener una cantidad impar de
puntos al arrojar un dado, por tnica vez.

Solucion. El lanzamiento de un dado tiene 6 resultados posibles, que consi-
deramos equiprobables. (Cuando no se indique lo contrario, consideramos
que los dados estan equilibrados, y que los 6 resultados posibles de su lan-
zamiento son equiprobables.) Sea A el suceso consistente en la aparicién
de un numero impar de puntos. Es evidente que los casos favorables para la
ocurrencia del suceso A son los sucesos consistentes en la aparicion de 1,3
6 5 puntos. Aplicando la igualdad (L3), obtenemos P(A) =3/6 = 1/2.

Ejemplo 1.5. Calcular la probabilidad de que al tirar un dado dos veces
consecutivas, la suma de los puntos obtenidos sea no menor que 8.

Solucion. Designemos por (i,7) al resultado del experimento consistente
en tirar un dado dos veces consecutivas, y obtener ¢ puntos en el primer
tiro y 7 puntos en el segundo (7,7 = 1,2,3,4,5,6). El conjunto de sucesos
elementales que describe los resultados de un experimento de este tipo se
compone de 6 x 6 = 36 puntos de la forma (i, j), y puede ser representado
en la siguiente tabla:

(1,4)
(2,4)
(3,4)
(4,4)
(5,4)

(6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

El suceso A consiste en que la suma de los puntos obtenidos es no menor
que 8. Es claro que los casos favorables para la ocurrencia del suceso
A son los son indicados en la tabla. La cantidad de estos sucesos es 15.



1.5. Probabilidad condicional 25

Considerando que los 36 resultados posibles son equiprobables, y aplicando
la férmula (L), obtenemos P(A) = 15/36 = 5/12.

Ejemplo 1.6. Una urna contiene a bolas blancas y b bolas negras. Se eligen
al azar ¢ bolas, donde ¢ < a + b. Calcular la probabilidad de que entre las
bolas extraidas haya ag bolas blancas y by bolas negras.

Solucion. Tenemos ag+ by =c¢, con 0 < ag < ay 0 < by <b. Esclaro que
la cantidad de formas distintas de elegir ag+bg bolas entre las a+b bolas de
la urna es C’g(ffbo. Todas estas formas serdn consideradas equiprobables.
Continuando, la cantidad de formas distintas de elegir ay bolas blancas
entre las a bolas blancas que hay en la urna es Cj , y para cada una de
las formas de eleccién de ay bolas blancas, existen Cp formas distintas
de elegir by bolas negras entre las b bolas negras de la urna. Por ésto, la
cantidad de casos favorables para la ocurrencia del suceso A, consistente
en elegir ay bolas blancas y by bolas negras, es CgOClI,’O. Segun la igualdad

(LH), tenemos
(2 (i)

P(A) = .
A=)

1.5. Probabilidad condicional. Formulas de
la probabilidad total y de Bayes.

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, A, P) y dos sucesos cua-
lesquiera A, B, con P(A) > 0. Definimos la probabilidad condicional de
B dado A, que designamos P(B|A), mediante la férmula

P(AB)

P(BIA) = Hrgy

(1.6)

Veamos que la probabilidad condicional asi definida (dado el suceso A
fijo) verifica todos los axiomas de la seccién 1.2. Es claro que P(B|A) > 0
para cualquier suceso B, de forma que el axioma I se verifica. Continuando,

_P@A) _P(A)
PN TR TRa

y el axioma II también se verifica.
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Sea B1,Bs, ... un conjunto finito o numerable de sucesos incompati-
bles dos a dos. Tenemos

U; B U; AB; i P(AB;)
(UB 4) - = <(A) ) <P(A) ):ZII:(A)B

—Z =2 P,

y se verifica el axioma III. En conclusion, si (€2, A, P) es un espacio de pro-
babilidad, la terna (Q, A P( -] A)) donde A es un suceso con probabilidad
positiva, también resulta ser un espacio de probabilidad.

Consideremos ahora el caso particular en el que €2 esta compuesto por n
puntos, a los cuales se les asignan probabilidades idénticas. De esta forma,
es aplicable la regla clasica del calculo de probabilidades. Para un suceso C
arbitrario, designamos mediante n¢ la cantidad de sucesos elementales que
componen C. Entonces P(C) = ng/n, y para la probabilidad condicional
tenemos

P(AB) na/n _ naB

P(A)  na/n na

Ejemplo 1.7. Un experimento consiste en elegir al azar una carta de un
mazo de 52 cartas. El suceso A consiste en que la carta elegida sea roja;
el suceso B, en que sea de corazones. Tenemos n = 52, np = 26, nap =
ng = 13, y por ésto

P(B|A) =

1 1
P(B|A):”£:_3:—.
na 26 2
Teorema 1.1. Consideremos sucesos A1, ..., A, incompatibles dos a dos,

tales que alguno de ellos ocurre, y con probabilidades positivas. Sea B un
suceso arbitrario. Entonces

n

P(B) =) P(A)P(BJA). (17)

i=1
La igualdad (LT) se denomina férmula de la probabilidad total.

Demostracion. Escribimos B = QB = U?:l A,B donde A1B,....,A,B
son incompatibles dos a dos, por ser dos a dos incompatibles los sucesos
Aq, ..., A,. Aplicando el axioma III, tenemos

:P<OAZB>:EH:P(AZ-B ZP P(B|A,),
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donde para obtener la iltima igualdad nos basamos en la definicion de
probabilidad condicional ([L.6]). O

Ejemplo 1.8. Tenemos 5 cajones con productos de una cierta industria.
Dos cajones contienen cada uno 4 productos buenos y 1 fallado; otros dos
cajones contienen cada uno 3 productos buenos y 2 fallados; y el ultimo
cajon contiene 6 productos buenos. Se elige al azar un cajoén, del cual,
también al azar, se extrae un producto. Calcular la probabilidad de que
el producto extraido resulte bueno.

Solucion. Designemos mediante B al suceso consistente en que el producto
extraido sea bueno. Tenemos cajones con tres composiciones distintas de
productos, y designamos mediante A; (i = 1,2,3) al suceso consistente
en elegir un cajon con una de las composiciones dada. De esta forma (por
ejemplo) se tiene: el suceso A; consiste en elegir un cajén conteniendo
4 productos buenos y 1 fallado; el suceso As consiste en elegir un cajéon
conteniendo 3 productos buenos y 2 fallados; el suceso A3 consiste en elegir
el cajon que contiene 6 productos buenos. Es claro que los sucesos A, Ay
y Aj3 son incompatibles dos a dos y alguno de ellos ocurre, de modo que
segin la férmula (I7), tenemos

P(B)=P(A)P(B|A)) + P(A;) P(B|Az) + P(A3) P(B[Aj3)

2 4 2 3 1 _6 19

5 5557556 25
Ejemplo 1.9. En una cierta poblacién de hombres hay un 30 % de fuma-
dores. Se sabe que la probabilidad de enfermarse de cancer de pulmon es
igual a 0,1 para los fumadores, e igual a 0,01 para los no fumadores. Cal-
cular la probabilidad de que un hombre elegido al azar en esta poblacion
esté enfermo de cancer de pulmén.

Solucion. Designemos con la letra B al suceso consistente en que el hombre
elegido tenga esta enfermedad. El suceso A consiste en elegir un fumador
de la poblacién. Sabemos que P(A) = 0,3, y que P(A) = 0,7 (el suceso
A consiste en elegir un no fumador de la poblacién). Por la férmula de la

probabilidad total, tenemos
P(B)=P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A) =0,3x0,1+0,7x 0,01 = 0,037.

Teorema 1.2. Consideremos sucesos A, ..., A, incompatibles dos a dos,
tales que alguno de ellos ocurre, y con probabilidades positivas. Sea B un
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suceso con probabilidad positiva. Entonces

P(A|B) ZZ?’?AI:)(EE&) (k=1,....n).  (18)

La igualdad (L8) se denomina férmula de Bayes.

Demostracion. Por la definiciéon de probabilidad condicional, tenemos
P(A;B)=P(A,)PB|A,) =PB)P(Ax|B) (k=1,...,n).

De aqui obtenemos

P(A,) P(B|Ay)

(k=1,...,n).

Para obtener ([[L§]), resta aplicar la férmula de la probabilidad total (I.7)
en el denominador. O

Ejemplo 1.10. En una primer urna se tienen 9 bolas blancas y 1 negra, en
una segunda urna 2 bolas blancas y 8 negras. Se elige al azar una urna,
y de ella, también al azar, se extrae una bola. La bola extraida resulta
ser blanca (ocurrié el suceso B). Calcular las probabilidades P(A;|B) y
P(A;|B), donde el suceso A; consiste en elegir la urna i (i =1 6 2).

Solucion. Por la férmula de Bayes, tenemos

P(A,)P(B[A,)
P(A1)P(B|A)) + P(A2) P(B|Ay)
_ (1/2)(9/10) _ 9
(1/2)(9/10) + (1/2)(2/10) 11

P(Al |B) =

Anélogamente, se obtiene

p(ayB) - 20 >

(1/2)(9/10) + (1/2)(2/10) — 11°

Alternativamente, una vez obtenida P(A;|B) podemos calcular directa-
mente P(A3|B)=1—-P(A;|B).
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1.6. Sucesos independientes

Consideremos un espacio de probabilidad (2, A, P) y dos sucesos cua-
lesquiera A, B. Decimos que los sucesos A y B son independientes, cuando
se verifica

P(AB) = P(A)P(B). (1.9)

Ejemplo 1.11. Se tira un dado dos veces consecutivas. El suceso A consiste
en obtener 6 puntos en primer tiro; el suceso B, en obtener una cantidad
impar de puntos en el segundo. Calculemos la probabilidad de estos su-
cesos. Como en el ejemplo (ver pagina 22)), designamos por (i, ) al
resultado correspondiente a obtener ¢ puntos en el primer tiro y j puntos
en el segundo (7,5 = 1,2,3,4,5,6). Hay 6 x 6 = 36 sucesos elementales
de esta forma. Los casos favorables para la ocurrencia del suceso A son
los puntos (6, 1), (6,2), (6,3),(6,4),(6,5) y (6,6); por la regla cldsica del
calculo de probabilidades, tenemos P(A) = 6/36 = 1/6. Los casos favora-
bles para la ocurrencia del suceso B son los de la forma (i, 1), (4, 3), (¢, 5),
en donde 1 < i < 6, por lo que P(B) = 18/36 = 1/2. Los casos favorables
para la ocurrencia del suceso AB son (6,1),(6,3) v (6,5), de forma que
P(AB) =3/36 = 1/12. Como
1 1 1

P(A)P(B) = ¢ x 5 = -5 = P(AB),

los sucesos A y B son independientes.

Ejemplo 1.12. Consideremos el experimento correspondiente a elegir una
carta al azar en un mazo de 52 cartas. El suceso A consiste en que la
carta sea una figura; y el suceso B, en que sea negra. Demostremos que
los sucesos A y B son independientes. En efecto, por la regla clasica del
calculo de probabilidades, tenemos

12 3 26 1 6 3
PA)=—=—, PB)=—=-, P(AB)= — = —,
52 13 92 2 52 26
de forma que se cumple la igualdad (L3).

Veamos ahora que si ambos sucesos A y B tienen probabilidad positiva
(esto asegura que P(B|A) y P(A|B) estan definidas), entonces, la inde-
pendencia de los sucesos A y B es equivalente a alguna de las igualdades

P(B|A) = P(B), (1.10)
P(A|B) = P(A). (1.11)
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En efecto, si A y B son independientes, tenemos P(AB) = P(A) P(B).
Por otra parte, P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B), y por ésto
(CI0) y (TII) son vélidas. Si se cumple una de las igualdades (L.I0)
6 (LII), por ejemplo (IIT), entonces

P(AB)=P(A)P(B|A)=P(A)P(B),
y los sucesos A, B son independientes.

Proposicion 1.1. 5i A y B son sucesos independientes, se cwizple:_(i) A
y B son independientes; (ii) A y B son independientes; (iii) A y B son
independientes.

Demostracion. Para sucesos A y B arbitrarios tenemos A = AB U AB,
por lo que P(A) = P(AB) + P(AB). Si A y B son independientes,
en vista de (L9) tenemos P(AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 —
P(B)) = P(A)P(B), lo que demuestra (i). Cambiando los roles entre
A y B obtenemos (ii). La afirmacién (iii) se obtiene aplicando (i) a los
sucesos A y B, que son independientes en vista de (ii). O

Decimos que los sucesos Aq,...,A, son independientes dos a dos, cuan-
do se verifica
P(A;A;) =P(A) P(A;),

para todo i # j, donde i,j = 1,...,n.
Decimos que los sucesos Aq,...,A, son mutuamente independientes,
o mas brevemente, independientes, cuando para todo k (2 < k < n) se

verifica . .
P( A.) = [P, (1.12)
m=1 m=1

para cualquier eleccién de naturales 71, ...,%;, que cumplan la condicién
1<y < <. < <n.

De esta forma, la independencia mutua de tres sucesos A,B y C,
significa que se cumplen las igualdades P(AB) = P(A)P(B), P(AC) =
P(A)P(C) y P(BC) = P(B) P(C) (que implican la independencia dos a
dos de los sucesos A, By C), y también P(ABC) = P(A) P(B) P(C).

Veamos que la independencia dos a dos de n sucesos (n > 3), en
general, no implica la independencia mutua de estos sucesos. Con este fin,
consideramos el siguiente ejemplo, propuesto por S. N. Bernstein.



1.7. Ejercicios 31

Ejemplo 1.13. Sea 2 un espacio de sucesos elementales compuesto por
los puntos wy, we, ws y wy. Consideremos los sucesos A = {wy,ws}, B =
{wa,wy}, y C = {ws,ws}. Asignemos las probabilidades

P(w)) = P(ws) = Plws) = Pwy) = i

Entonces P(A) = 2/4 = 1/2. Andlogamente obtenemos P(B) = P(C) =
1/2. Ademés, P(AB) = P(AC) = P(BC) = P(wy) = 1/4. De esta
forma se verifican las tres igualdades P(AB) = P(A)P(B), P(AC) =
P(A)P(C),y P(BC) =P(B)P(C), y en consecuencia, los sucesos A, B
y C son independientes dos a dos. Sin embargo,

P(ABC) = Plw)) = | # P(A) P(B) P(C) = .
por lo que nos sucesos A, B y C no son mutuamente independientes.

El ejemplo de Bernstein se puede formular de otra manera. Considere-
mos el experimento consistente en arrojar un tetraedro, cuyas caras estan
coloreadas de la siguiente forma: una cara es roja; otra cara es azul; una
tercer cara es verde; y la cuarta cara tiene los tres colores indicados. El
suceso A consiste en la presencia del color rojo en la cara sobre la que se
apoya el tetraedro al caer, el suceso B consiste en la presencia del azul, y
el C, en la presencia del verde. Los sucesos A, B y C son independientes
dos a dos, pero no son mutuamente independientes.

1.7. Ejercicios

1. Un blanco se compone de 5 circulos concéntricos con radios 0 < ry <
r9 < 13 < 14 < r5. Bl suceso A, consiste en acertar en el circulo de radio
ri. Explicar que significan los sucesos B = Uzzl A, C = 02:1 Ai, v
D= AlAg.

2. Demostrar que para dos sucesos A y B arb_itrari_os, las siguientes
cuatro relaciones son equivalentes: (a) A C B; (b) B C A; (c) AUB = B;
(d) AB = .

3. Un trabajador fabrica distintos productos. Sea Ay (k= 1,...,n) el
suceso que consiste en que el producto k-ésimo sea defectuoso. Escribir
los sucesos: (a) ni uno de los productos es defectuoso; (b) por lo menos
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uno de los productos es defectuoso; (c) solamente uno de los productos es
defectuoso.

4. Se tiran dos dados en forma consecutiva. El suceso A consiste en que
la suma de puntos obtenidos sea par; el suceso B, en que por lo menos en
uno de los dados aparezcan 6 puntos. Describa los sucesos A U B, AB,
AB, AB.

5. Sean A y B sucesos arbitrarios. El suceso (A\B)U(B\A) se denomina
diferencia simétrica entre los sucesos A y B, y se designa mediante A A B.
Demostrar que: (a) AUB = (AB)U(AAB); (b)) AAA=Q;(c) AAQ =
A.

6. Demostrar que para cualquier sucesion de sucesos Aq, Ao, ... vale la
igualdad

U An == A1 U (AlAg) U (AlAgAg) U....
n=1

7. Demostrar que si Ay C Ay C As C ---, entonces existe el limite
lim,, 0o P(A,,) = P(A), donde A = J7, A,.

8. Demostrar que P(AB) > P(A) — P(B) para sucesos A y B arbitra-

rios.

9. Demostrar que se verifica P({J;_, Ay) > 1 -, _, P(A}) para suce-
sos Aq,..., Ay arbitrarios.

10. Demostrar que P(U;_, Ax) =1 —P (N, Ax) < >p_, P(Ay), para
sucesos Aq,..., A, arbitrarios.

11. Demostrar que P(A \ B) = P(A) — P(AB) para sucesos A y B
arbitrarios.

12. Una urna contiene 4 bolas blancas y 5 negras. Se eligen tres bolas
al azar. Calcular las probabilidades de que: (a) todas las bolas extraidas
sean blancas; (b) todas las bolas extraidas sean negras; (c) se extraiga una
bola blanca y dos negras.

13. Para obtener el premio mayor en una loteria se precisa acertar 5 nu-
meros elegidos entre 49. Calcular la probabilidad de obtener el premio
mayor en esta loteria.
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14. De un mazo de 52 cartas se eligen 4 cartas al azar. Calcular la proba-
bilidad de que se extraigan: (a) por lo menos un as; (b) no menos de dos
ases.

15. Se considera un experimento consistente en arrojar un dado dos veces
consecutivas. Calcular la probabilidad de que la suma de los resultados sea:
(a) igual a 5; (b) no mayor de 5.

16. Hallar la probabilidad de que al tirar un dado tres veces consecutivas,
la suma de los resultados sea no menor que 16.

17. Calcular la probabilidad de que se acepte una partida de 100 unidades,
5 de las cuales estan falladas, si se toman de muestra la mitad, y las

condiciones para aceptarla son contener a lo sumo un 2% de unidades
falladas.

18. En el ejercicio 4 calcular las probabilidades de los sucesos AUB, AB,
AB, AB.

19. Demostrar la igualdad

P(Q A”) =P(A)) +P(A1Ay) + P(AjALA;) + - -

+P(A.. A, A+
donde A, A, ... es una sucesion de sucesos arbitrarios.

20. Se tienen K urnas con n bolas cada una, numeradas de 1 a n. De cada
urna se elige al azar una bola. Hallar la probabilidad de que el nimero
mayor resultante sea m (m =1,...,n).

21. Tres jugadores A, B y C extraen por turno una bola cada uno, de una
urna que contiene 10 bolas blancas y 10 bolas negras. Las bolas extraidas
no se reponen, y gana el primero que extrae una bola blanca. Calcular la
probabilidad de que gane cada uno de los jugadores A, B, y C.

22. Sean A y B dos sucesos arbitrarios, con P(A) > 0. Demostrar la
desigualdad
P(B)
PBIA)>1— —=.
(BlA) = P(A)
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23. De una urna que contiene 4 bolas blancas y 2 negras se extrae al
azar una bola, que luego se pone en una segunda urna, que tiene 3 bolas
blancas y 4 negras. Calcular la probabilidad de que una bola extraida de
la segunda urna sea blanca.

24. Un estudiante asiste a un examen sabiendo solo 15 de las 20 pregun-
tas del programa. En el billete del examen hay 3 preguntas. Calcular la
probabilidad de que el estudiante sepa las 3 preguntas, de las dos formas
siguientes: (a) aplicando las reglas clasicas del cdlculo de probabilidades;
(b) utilizando la nocién de probabilidad condicional.

25. En una mesa hay tres armas de tipo A y una de tipo B. La proba-
bilidad de acertar en el blanco con un arma de tipo A es de 0,7, y la de
acertar con un arma de tipo B es 0,4. Se elige al azar un arma y se dis-
para un tiro al blanco. Calcular: (a) la probabilidad de fallar el tiro; (b)
la probabilidad de haber elegido un arma de tipo B, sabiendo que el tiro
fallé.

26. En una caja hay 4 pelotas de tenis nuevas y 2 usadas. Para un primer
partido, se eligen 2 pelotas al azar, y luego se retornan a la caja. Se eligen
otras dos pelotas de la misma caja para un segundo partido. Calcular la
probabilidad de que ambas sean nuevas.

27. Los sucesos A, B y C son tales que: A y B son independientes; A y
C son incompatibles; B y C son independientes; P(A) = 0,6, P(B) =04
y P(C) = 0,1. Calcular las probabilidades de los sucesos AUBUC y AB.

28. Demostrar que si los sucesos A y B son independientes, y ambos
tienen probabilidad positiva, entonces no pueden ser incompatibles.

29. Demostrar que si A es un suceso arbitrario, y B es tal que P(B) = 0,
entonces A y B son independientes.

30. Sean A y B dos sucesos independientes, y tales que A C B. Demos-
trar que si P(A) # 0, entonces P(B) = 1.

31. La probabilidad de detectar un avién que vuela en una determinada
regién, por medio de un radar, es 0,9. En esta region operan en forma
independiente tres radares. Calcular la probabilidad de que se detecte un
avién en esa zona: (a) mediante los tres radares; (b) mediante por lo menos
un radar.
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32. En la fabricacién de un cierto aparato se utilizan dos piezas del mismo
tipo. Para que el aparato funcione, se precisa que por lo menos una de las
piezas no esté fallada. La probabilidad de que la pieza esté fallada es 0,05.
Calcular, bajo el supuesto de independencia, la probabilidad de que el
mencionado aparato funcione.

33. Sean A, By C sucesos independientes dos a dos y equiprobables, cada
uno de los cuales tiene probabilidad p. Supongamos que P(ABC) = 0.
Hallar el valor de p que hace que la probabilidad de el suceso A UB UC
sea maxima.






Capitulo 2

Esquema de Bernoulli

2.1. Esquema de Bernoulli y féormula de la
distribucion binomial

Consideremos un espacio de sucesos elementales {2 compuesto por dos
puntos w; v we. Llamamos ézxito al punto wy y fracaso al punto ws. Sea
A el conjunto de todos los subconjuntos del espacio €). Introducimos una
probabilidad P asignandole a los puntos w; y wsy, como probabilidades,
dos nimeros positivos p y ¢ que verifican p + ¢ = 1 (ver ejemplo [LT]).

Consideremos ahora un nuevo espacio de sucesos elementales {25 com-
puesto por los cuatro puntos (wi,wi), (wi,ws), (we,w1) ¥ (w2, ws). Este
espacio describe el conjunto de todos los resultados posibles de dos expe-
rimentos, cada uno de los cuales puede concluir solamente con uno de dos
resultados: éxito wy, o fracaso we. Por ejemplo, el punto (wi,ws) corres-
ponde a la ocurrencia de un éxito en el primer experimento, y un fracaso
en el segundo. Sea A, el conjunto de todos los subconjuntos del espacio
(5. Introducimos una probabilidad P asignandole a cada uno de los cuatro
puntos las probabilidades siguientes: p?, pq, pq y ¢* (ver ejemplo [L2). La
suma de estas cuatro probabilidades es p? + 2pg + ¢> = (p + ¢q)* = 1. El
espacio de probabilidad (€29, A2, P), donde P es la la probabilidad recién
definida, se denomina serie de dos experimentos independientes.

Consideremos una serie de dos experimentos independientes. El suceso
A consiste en la ocurrencia de un éxito en el primer experimento; el B,
en la ocurrencia de un éxito en el segundo. De esta forma

A = {(w1,w1), (Wi, w2)}, B = {(wi,wi), (w2, w1)}.

37
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Veamos que los sucesos A y B son independientes. En efecto, tenemos
P(A) = p*+pq = p(p+q) = p, y andlogamente, P(B) = p*+pq = p. Como
AB = {(w;,w1)}, resulta que P(AB) = p* = P(A) P(B), verificindose
la definicién de sucesos independientes (ver seccién 1.6). De acuerdo a la
proposicién [[L1], también son independientes los sucesos A v B, A y B, A
y B. De esta forma, en una serie de dos experimentos independientes, los
resultados correspondientes a cada uno de los experimentos son sucesos
independientes.

Consideremos, mas en general, un espacio de sucesos elementales 2,,,
compuesto por los puntos de la forma

w=(wW, ... ™), (2.1)

donde cada w® es o bien éxito wi, o bien fracaso wy (i = 1,...,n). El
espacio €2, describe el conjunto de todos los resultados posibles de n ex-
perimentos, cada uno de los cuales puede concluir solamente con uno de
dos resultados: éxito wq, o fracaso ws. Sea A, el conjunto de todos los
subconjuntos del espacio €2,,. Dado un suceso de la o—dlgebra A, le asig-
namos una probabilidad igual a la suma de las probabilidades de los su-
cesos elementales que lo componen; mientras que la probabilidad de cada
suceso elemental del espacio €2, se define de la siguiente forma: si el pun-
to (wW,...,w™) tiene m componentes w; y n — m componentes ws, le
asignamos una probabilidad p™¢" ™. (Luego veremos que la suma de las
probabilidades de todos los sucesos elementales es igual a 1, lo que permite
verificar los tres axiomas introducidos en la seccién 1.2.)

El espacio de probabilidad (€2,,.4,, P), donde P es la la probabilidad
recién definida, se denomina serie de n experimentos independientes, o
esquema de Bernoulls.

Designemos mediante p(w) la cantidad de componentes iguales a w;
en el suceso elemental w dado en (2.1]). De esta forma, u(w) es la cantidad
de éxitos en n experimentos. Introduzcamos la notaciéon

Fu(m) = P({w: p(w) = m}) = P(p=m),

param = 0,1,...,n. En palabras, P,(m) es la probabilidad de que ocurran
m éxitos en n experimentos independientes.

Proposicion 2.1. Tiene lugar la igualdad

P,(m) = (")pmq“—m, (m=0,1,....n). (2.2)

m
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Demostracion. Queremos calcular la probabilidad de que, al realizar n
experimentos, ocurran exactamente m éxitos. De acuerdo con nuestra de-
finicién, dicha probabilidad es la suma de las probabilidades de los puntos
w de la forma dada en (2.1]), que componen el suceso {w: pu(w) =m}. Un
punto perteneciente a este suceso es, por ejemplo,

W= (&ul,...,wL,w2,...,w%),

'
m n—m

que corresponde a la ocurrencia de éxitos en los m primeros experimen-
tos, y fracasos en los n — m restantes. Este punto tiene una probabilidad
igual a p™¢"~™. Mas atn, todos los puntos con exactamente m éxitos tie-
nen asignada esta misma probabilidad, dado que las probabilidades de los
sucesos elementales no dependen del lugar en la serie que ocupan los ex-
perimentos en que ocurren los éxitos, sino solamente, de la cantidad total
de éxitos. Resta entonces saber, cuantos son los puntos que componen el
suceso {w: pu(w) = m}. Es claro que esta cantidad es igual a la cantidad de
formas de distribuir m objetos (los éxitos w) en n lugares (las n compo-
nentes del punto w), siendo por ésto igual a (:1) En conclusién, se obtiene
P,(m) = (:1) p"q"~™, concluyendo la demostracion. a

Observacion. Tenemos

. - n m n—m n

pRACOE ( )p "= (q+p)" =1

m
m=0 m=0

Esta igualdad muestra que la asignacién de probabilidades es correcta (es

decir, se verifican los axiomas de la seccién 1.2).

Observacion. Decimos que la férmula (2.2) es la distribucion de probabili-
dades binomiales.

Estudiemos algunas consecuencias sencillas de la proposicion recién
demostrada. La probabilidad de que ocurran n éxitos en n experimentos
independientes es igual a p™; la de que ocurran n fracasos, igual a ¢".
(Estos resultados se obtienen de la férmula (2.2), en los casos m = n'y
m = 0 respectivamente.) La probabilidad de que ocurra por lo menos un
éxito en n experimentos independientes es 1 — ¢", como resulta de aplicar

la igualdad P(A) = 1 — P(A) (Propiedad 1, seccién 1.3).
Consideremos algunos ejemplos.
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FEjemplo 2.1. Calcular la probabilidad de que en 5 tiradas consecutivas de
una moneda, aparezca cara: (a) 5 veces; (b) ni una vez; (c) por lo menos
una vez.

Solucion. Considerando las 5 tiradas consecutivas de una moneda como
una serie de 5 experimentos independientes, con dos resultados posibles
cada uno (cara y nimero), y suponiendo que la probabilidad de obtener
una cara (probabilidad de éxito) es igual a 1/2, obtenemos: (a) P5(5) =
(1/2)°> = 1/32; (b) P5(0) = (1 — 1/2)> = 1/32. (c¢) Por lo anterior, la
probabilidad de que aparezca cara por lo menos una vez, es 1 — 1/32 =
31/32.

FEjemplo 2.2. Se realiza una serie de tres disparos, con una probabilidad
de acertar en el blanco igual a 1/3. Calcular la probabilidad de que: (a)
dos veces se acierte en el blanco; (b) por lo menos una vez se acierte en el
blanco.

Solucidn. Por la féormula (2.2), con p = 1/3, tenemos:

(a) P3(2) = (3)(1/3)*(1 = 1/3)*7> = 2/9.
(b) 1— Py(0)=1—(1—1/3)3=1—18/27 = 19/27.

Ejemplo 2.3. En determinadas condiciones de produccion, la probabilidad
de que un cierto articulo resulte defectuoso es igual a 0,02. Calcular la
probabilidad de que en 10000 articulos elegidos al azar, resulten: (a) 230
defectuosos; (b) a lo sumo 230 defectuosos.

Solucion. Considerando el control de calidad de 10000 articulos elegidos
al azar como una serie de 10000 experimentos independientes, con proba-
bilidad de éxito p = 0,02 (llamamos éxito al suceso consistente en que el
articulo resulte defectuoso), obtenemos los siguientes resultados:

(a) Pioooo(230) = ("950°)(0,02)%(0,98)97™0,
(b) Queremos calcular la probabilidad del suceso {w: u(w) < 230}.
Para ésto, sumamos las probabilidades de los sucesos (incompatibles dos

a dos) de la forma {w: p(w) =m} (m=0,...,230). Entonces

230
10000
EEUED B (g (O RUED I
m=0

Las expresiones que hemos obtenido en el ejercicio anterior, sin lugar a
duda, son dificiles de calcular numéricamente. Esto muestra la importancia
de conocer férmulas que aproximen a estas cantidades, y permitan hacer
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los calculos hasta el final. Estas férmulas aproximadas son las proporcio-
nadas por los teoremas limites de De Moivre—Laplace, que estudiaremos
en las dos siguientes secciones.

2.2. Teorema limite local de De Moivre—
Laplace

Teorema 2.1 (Teorema limite local de De Moivre-Laplace).

Consideremos una serie de n experimentos independientes, con probabi-
lidad de éxito en cada experimento igual a p (0 < p < 1), q =1—p.
Sean P,(m) la probabilidad de obtener m éxitos en n experimentos, y

T=Tpm = "\1/;75. Entonces, tiene lugar la convergencia

/npqP,(m )
f)qi_xgp) =1, s n— oo, (2.3)
Var €
uniformemente en el conjunto de los valores de m tales que |z m| < C,

donde C es una constante arbitraria.

Una manera alternativa de escribir la convergencia que tiene lugar en

23), es
VPP, (m)

sup|————1| — 0, si n — oo,

2/ \on

donde el supremo se toma en el conjunto de valores de m tales que |z, m| <

C.

Demostracion. La demostracién se basa en la proposicién 211 y en la
formula de Stirling.
En vista de la definiciéon de z, tenemos

m = np + x/npq, (2.4)
n—m =nq — x\/npq. (2.5)

Estas férmulas, y la condicién |z, ,,,| < C, implican que m — ooy n—m —
oo cuando n — 0o. De la férmula (2.2) se obtiene, que

n! m , n—m
Py(m) = il —my?
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Sustituyendo en esta expresion, mediante la formula de Stirling, que es-
tablece la igualdad n! = n"e "v2mn(1l + «,), donde a,, — 0 (n — 00),
obtenemos,

P, (m) n"e "/ 2mn(1 + a,)
n\Mm) =
mme=m/2rm(1 + )
1 m _n—m

X Y
(n —m)n—me=ntm, /27(n — m)(1 + a,_m) pa

que simplificando, y agrupando las potencias de m y de n — m, y los
términos con «,,, es

Py = (")),

X

m n—m V2mnpq
donde .
5n7m - an - 1.

(14 ap) (1 + o)

Observemos, que (3, ,, = 0, cuando n — oo, uniformemente, en el conjunto
de los valores de m tales que |z, ,| < C.
Es conveniente reescribir la férmula anterior, como

\/WPn(m) _ (m ) —(m+1/2) <n — m) —(n—m+1/2)(1 + B,

np ng

De las expresiones (2.4) y (Z.3) se obtiene, que 7% =1+, /;Ly #=0 =

n

1—x, /n%. Esto permite sustituir en los dos primeros factores, para obtener

la formula
2mnpg P, (m) = T (1 4 Bam), (2.6)

donde el término 7, ,,, estd dado por

—(m+1/2) —(n—m+1/2)
T = (142, /L) (1-2/2) .
np nq

Por tltimo, tomando logaritmos naturales (en la base e), se tiene

Ty, = —(m+1/2)In <1—|—x\/nzp> —(n—m+1/2)In <1—x\/%>. (2.7)
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El resto de la demostracién consiste en obtener la férmula InT;, ,, =
—2%/2+ 7 (equivalente a T, ,,, = e~ */2¢™m) donde rp n — 0 (n — 00)
uniformemente.

Utilizamos entonces el desarrollo de Taylor de la funcién In(1 + u), en
el punto u = 0, que establece que In(1 + u) = u — “72 +0u?, si Ju| < 1/2.

Poniendo u = x\/nzp en el primer sumando en (271), y u = —x\/n% en

el segundo, y teniendo en cuenta (2.4) y ([2.3), resulta

2 3
p rp P
— (ng — zy/n +12<—3: ———+9<x —))
(nq — xy/npq +1/2) na " ang T\ 0
donde |61] < 3, |#2| < 3, para todo n suficientemente grande. En conse-
cuencia, multiplicando y simplificando, obtenemos
2 2 22

x e
—q +x\/npq_x2p+ —p +Tn,m - — = +Tn,m7

In T = — —°
ni, T\/Npq xq+2 5 5

donde |rp, .| < Cy/v/n, con Cy una constante que depende tnicamente de
p,qy C. Sustituyendo en (2.0]), obtenemos

\/2mnpgP,(m) = 6_“":2/267“"‘m(1 + Bom)s

que escrita en forma similar al enunciado del teorema, es

VpgPa(m)
Ty = Bum),
V€

Como Byn ¥ Tn,m convergen uniformemente a cero, en el conjunto de los

valores de m tales que |z,,,| < C, la demostracién estd terminada. O

En vista del teorema recién demostrado, se obtiene, que para n sufi-
cientemente grande, tiene lugar la identidad aproximada

Pum) = ().

donde
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La funcién ¢(z) se denomina densidad de la distribucion normal. En el
final del libro se presenta una tabla con los valores de esta funcion.

Con esta aproximacién, estamos ahora en condiciones de calcular la
probabilidad Piop0(230) de la parte (a) del ejemplo 23l En este caso,
tenemos p = 0,02, por lo que ¢ = 1 — p = 0,98, y por tanto z = % =
% = 2,14. Por ésto

1 1
P10000(230) ~ ﬁg@(2,14) = ﬁ X 0,0404 = 0,0029

2.3. Teorema limite integral de De Moivre—
Laplace

Consideremos el espacio de probabilidad (€, .4, P) correspondiente
a una serie de n experimentos independientes, y sea pu(w) la cantidad
de éxitos que ocurren en estos n experimentos. Queremos obtener una
expresion aproximada, para la probabilidad de un suceso de la forma {w €
Q,: a < p(w) < B}, donde a < B son arbitrarios, como el que aparece en
la parte (b) del ejercicio 2.3l Para ésto, consideremos la notacién

Pla<pu<p)=P({we Q,: a < pulw) <F}).

Teorema 2.2 (Teorema limite integral de De Moivre-Laplace).
Consideremos una serie de n experimentos independientes, con probabili-
dad de éxito en cada experimento igual a p (0 <p<1),q=1—p. Sea u
la cantidad de éxitos que ocurren en esta serie. Sean a,b dos nimeros que
verifican —oo < a < b < oo (es decir, incluimos las posibilidades a = —o0
y b= 00). Entonces, tiene lugar la convergencia

P<a<u\/£§b>—\/% )

uniformemente, para todos los valores de a,b considerados.

b
e Py >0, si n—oo, (2.8)

Una manera alternativa de escribir la convergencia que tiene lugar en

23), es
—np 1
su P <a < < b) -
—oogafbgoo} Vv 1pq V2T Ja

La demostracién de este teorema se basa en la aplicacién del Teorema
limite local de De Moivre-Laplace 2.1l y en el siguiente resultado.

b
_ 2 .
e xﬂdx}—)O, si n — oo.
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Lema 2.1. Es vdlida la desigualdad
Py(m) < Pn([(n + 1)2’])7

para todo m (0 < m < n). Aqui [x] es la parte entera de x, es decir el
mayor nimero entero que no supera a x.

Demostracion del lema. Segun la férmula (2.2]), tenemos

Pum 1) _ ()

Pa(m) ()
_P nlm!(n —m)! _p n-—m
g m+D)n-m-Dn! ¢ m+1’

La desigualdad P,(m+1) > P,(m) es equivalente, entonces, a la desigual-
dad (n — m)p > (m + 1)q, que se reescribe como m < (n + 1)p — 1;
la desigualdad P,(m + 1) < P,(m), equivalente a m > (n + 1)p — 1.
Si (n + 1)p no es un numero natural, entonces P,(m) alcanza su valor
maximo cuando m = my = [(n + 1)p]. Si (n + 1)p es un ntmero natu-
ral, entonces el valor mdximo de P,(m) se alcanza en dos valores de m:
m = mg = (n+ 1)p, y m = my — 1, teniéndose P,(mg) = P,(mo — 1).
Como mgy = (n+ 1)p = [mo(p + 1)], la demostracion estd concluida. O

Demostracién del teorema[2.3. Introduzcamos las notaciones

Po(a,b) :P<a< g P gb), T = 2P
Vv 1pq v 1pq

Demostramos primero la convergencia en (2.8)), cuando a y b son constan-
tes finitas. Es clara la igualdad

Py(a,b) =Y Py(m), (2.9)

donde la suma se efecttia en los valores de m, para los cuales a < z,,,,, < b.
Tenemos &y, m+1 — Tnm = 1/4/Npq, y ademas

np ( )

Tpo = — — —00 (n — o0
m0 \/n— Pq ’

Tpp = Ll — +00 (n — ).

v pq
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Introducimos la funcion

I, (x) = {

. , 1
0, 51x§mn70,0x>xn,n+m

VpgP,(m), sl Tpm < < Tppme (m=0,1,...,n).

y designamos mediante m y 7, a los (inicos) naturales, que verifican las
condiciones

1 1
a<Tpm < a+ ; b<znm<b+ .

VPq T Vg

Es claro, que

Tn,m+1
/ Hn({lf)d{lf Y/ npqpn(m) (xmm—i-l - xmm) = Pn(m),

n,m

param = 0,1,...,n, y la igualdad (2.9]) puede ser escrita, como

Tn,m+1 Tn,m
Py(a,b)=> / IL, (z)dz = / IL, (z)dx. (2.10)

n,m

Para concluir la demostraciéon (con a y b constantes finitas, fijas), hay
que aproximar a la suma a la derecha en (ZI0), mediante la integral en
el intervalo [a,b] de la funcién ¢(x) = \/%e_ﬁ/ 2. Esto se hace en dos
etapas: (a) se observa que la diferencia de integral de la funcién I1,,(z) en
los intervalos [a, b] ¥ [€pm, Tnm] €s arbitrariamente pequena, para valores
grandes de n (esto se hace utilizando el lema [2.]); (b) se aproximan las
integrales en el intervalo [a, b] de las funciones I1,,(x) y ¢(z) (aqui se utiliza
el teorema [2.1]).

Comenzamos entonces dividiendo en tres el intervalo de integracién en

(Z10)), obteniendo
b Tn,m Ty,
Po(a,b) = / 0, (2)dz — / I, (2)dz + / I, (2)dz,
a a b

de donde resulta, que

Po(a,b) — / an(x)da:’ < / " () de + /b T (@) de, (2.11)

Por el lema anterior, que proporciona una acotacion para el integrando,
se tiene I1,,(z) < \/npqP,(my) para todo z, donde mg = [(n + 1)p|. Co-
mo vale (n+ 1)p — 1 < mg < (n+ 1)p tenemos, con Ty ,, = my —
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np/+/npq, por un lado, @, m, < (np +p — np)/\/NPq, y Por otro, Tp m, >
np+p—1—np//npq. Por ésto, para todo n suficientemente grande, se
verifica —1 < @y, ,,, < 1, y por el teorema 2.1 (donde tomamos C' = 1),

tenemos
/npqP,(m
T 7 pq_:;( ;]2) — 1 cuando n — oo.
76 n,mq

De aqui, como ¢(z) < 1/+4/27, obtenemos

M () < \/APGP, (mo) < \/%

para todo n suficientemente grande. Teniendo en cuenta esta acotacion, y
la férmula (2.11), obtenemos

b
P.(a,b) — / Hn(x)dx) < /npqP,(mg)(Tpm — a + Tpm — b)
2 4

< /npqP,(mg < , 2.12
Vv (o) —— S (2.12)
para todo n suficientemente grande (esto concluye la etapa (a)).
Demostremos ahora, que
M,(2) = ——e " 2(1 4 1y(2)) (2.13)

n \/ﬁ n Y °
donde el resto r,(x) converge uniformemente a cero, es decir

sup |rp(x)] =0 (n — 00). (2.14)

a<z<b

Sea x fijo en el intervalo [a,b]. Si Zpm < & < Xpmt1, por el teorema 2.1]

tenemos
2

Tn,m

I, (2) = v/AAPa(m) = jz_ﬁ (14 7).

donde 7, — 0 (n — o0) uniformemente con respecto a m por el teorema
2.1 Sumando y restando en el exponente, tenemos

1
—6_x2/2e_(x2_xi,m)/2(1 + ’YTL)

IL,(z) = T
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Es claro, que

X _'ann — dnm n,m 1 3
2 | = @um) @+ Tam)] 2méx(Jal, [b]) = 0,

2 2 2,/npq

si n — oo. Poniendo 7, () = e~ @*~#m)/2(1 4 ~,) — 1, la férmula anterior
es (213), y se verifica la convergencia uniforme en (2.14]). Para concluir la
etapa (b) utilizamos la acotacién (2.12)) y la féormula ([2.13), para obtener

__dm

Po(a,b) — m/

Pn(a,b)—/ dx‘+‘/ das——/

sup |rn(z e_%dx — 0,
\/27mpq V2T a<x€b| 7) /a

si n — oo. La férmula (2.8]) estd entonces demostrada, bajo el supuesto
adicional, de que a y b son constantes finitas. Es facil de ver en la demos-
tracién realizada, que esta condicion puede sustituirse por la condicion
—c < a<b<c donde c es una constante arbitraria, dado que se tiene

<

sup [ra(z)] < sup [ra(z)] =0 (n— o0).

a<x<b —c<z<c

Demostremos ahora el teorema sin supuestos adicionales sobre a y
b. Tiene lugar la igualdad

/ e‘édaj = V2T, (2.15)

[e.9]

Sea € un numero positivo arbitrario. Sea ¢ una constante positiva que
verifica la condicion

1 /‘ 2
— e 7dr <e. (2.16)
V2T J{jz]>c}

Segtin se vi6 en la primera parte de la demostracion, tiene lugar la acota-
cién
C

1
}%1(_070)__ ;75;

22
e‘Tda:‘ <e. (2.17)
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si n es suficientemente grande. Ademas,

P(M_np < —c) +P<u—np >c) =1—P,(—c,c)

v 1pq v 1pq

1 /C 22 1

= — e‘?dw—Pn(—c,c)—i——/
V2 J—c V2T J{jz|>c}

para todo n suficientemente grande, en vista de la eleccién de ¢ (férmula

2.16)) y la acotacién (2I7). Consideremos el caso en el que a < —c < b < ¢
(los otros dos casos a considerar son andlogos). Tenemos

22
e zdr < 2. (2.18)

Po(a,b) — M/

P,(a,—c) + P,(—c,b) — \/_/ x——/

c) + ’\/—27/a e_%dx P,(—c,b) — \/—2_7r/_ce_

< 2e+e+¢e=A4e,

IN

para todo n suficientemente grande, teniendo en cuenta las acotaciones
218), (216) y (2117). Esto concluye la demostracién del teorema. O

Del teorema se obtiene, que para n suficientemente grande, tiene
lugar la identidad aproximada

P (o<t <) m/

si introducimos la funcién

= ®(b) — @(a),

O(x) = (2.19)

1 xr
Var /_oo ’
definida para todo x real. Esta funcién se denomina funcion de distribucion
normal. En el final del libro se presenta una tabla con los valores de la
funcién @(z).

En diversas aplicaciones surge, en forma frecuente, la necesidad de
calcular probabilidades de la forma P(a < u < ), para a y § dados. Es
claro, que

o (a—np _pu—mnp _[B—mnp
P(ag’ugﬁ)_P<\/npq§\/npq§\/n—pq>7
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de donde

P(agugﬁ)zcﬁ(B_np) —@(O‘_"p>.

N N7

Una probabilidad de este tipo, es, por ejemplo, la que aparece en la parte
(b) del ejemplo 23] en el cual se requeria calcular P(u < 230). En este
caso, se tiene p = 0,02, ¢ =1—p = 0,98, a = 0, § = 230, n = 10000, de
forma que

P (1 < 230) ~ ¢<M> B (—200

@—)zCI)QM: .
= — (2,14) = 0,0838

Observemos que, habitualmente, las tablas de la funciéon ®(z) incluyen
unicamente valores positivos de x. Para determinar ®(z) con = < 0, se
utiliza la igualdad ®(—x) = 1 — ®(x), valida para todo x. Esta férmula se
deduce de (Z.19). En el capitulo 3 se consideraran funciones de distribucién
normales de un tipo mas general, dependientes de dos parametros.

2.4. Teorema de Bernoulli

Como corolario del teorema integral de De Moivre—Laplace, se obtiene
el siguiente resultado.

Teorema 2.3 (Teorema de Bernoulli).

Consideremos una serie de n experimentos independientes, con probabili-
dad de éxito en cada experimento igual a p (0 <p<1),q=1—p. Sea u
la cantidad de éxitos que ocurren en esta serie. Entonces, para todo € > 0
fijo, tiene lugar la convergencia

P()H—p‘<€>—>1 s n — 00. (2.20)
n

Demostracion. Tenemos

R (O )
P

(—5<M_np<5>
n

[n -n n
P<—€ _<,u p<a —),
pq npq rq
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por lo que, en vista de la identidad (2.I5]), obtenemos P (|u/n — p| <
) — 1= Ry — R,, donde

_p(I*_ _ b —a?/2
R, =P <}n p} < a) T (<o /) e dx,
R2 _L _m2/2dl’

V2T Jjal>e /)

Sea ¢ arbitrario y positivo. Por el Teorema integral de De Moivre-Laplace,
se obtiene, que |R;| < 0 si n > ny para algin n; (aqui se utiliza la
convergencia uniforme). Es claro también, que |Rs| < & si n > ng, para
algin no. Entonces,

)P(\g —p| < 5) — 1) < |Ri| + |Rs| <26

para n > méax(ni, ny). De aqui se obtiene la convergencia en (220). [

De la demostracién del teorema 2.3 resulta también, que para n sufi-
cientemente grande, vale la identidad aproximada

P<‘H—p’<5)% e_IQ/zdxzfl)(a ﬁ)—@(—a ﬁ),
n pq pq

/{x<a\/z}

la cual, utilizando la identidad ®(—x) = 1 — ®(x), se escribe como

P(‘g—p’<5)z2<b<a p%)—l.

La proporcién pu/n es la frecuencia de éxitos en n experimentos. Como
consecuencia del teorema de Bernoulli tenemos

P(£-s] <o) =

para cualquier € > 0 arbitrariamente pequeno, si la cantidad de experi-
mentos es suficientemente grande.

Un suceso cuya probabilidad es cercana a la unidad se dice prdcti-
camente sequro. El resultado obtenido puede ser entonces enunciado de
la forma siguiente: si la cantidad de experimentos n es suficientemente
grande, es prdcticamente sequro que la diferencia entre la frecuencia de
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éritos en n experimentos y la probabilidad de éxito de un experimento sea
arbitrariamente pequena.

El teorema de Bernoulli es la forma més sencilla de un conjunto de
resultados relativos a la convergencia de frecuencias o de promedios, que
se denominan leyes de los grandes nimeros. En el capitulo 5 estudiaremos
teoremas mas generales de este tipo.

2.5. Aproximacion de Poisson a la distribu-
cion binomial

El siguiente resultado es una aproximacién diferente de las estudiadas,
para la probabilidad de que ocurran una cantidad determinada de éxitos
en una serie de experimentos independientes, especialmente 1til cuando la
probabilidad de éxito es pequena (y la cantidad de experimentos grande).

Proposicion 2.2. Consideremos, para cada n natural, una serie de n ex-
perimentos independientes, con probabilidad de éxito en cada experimento
igual a A/n; la constante X es positiva y arbitraria. Sea i, la cantidad de
éxitos que ocurren en la serie n—ésima. Entonces, tiene lugar la conver-
gencia
)\m
Py, =m) — ﬁe_’\ si m — 0.

Demostracidon. Segin (2.2)), tenemos

o ()

:)‘_mxn(n—l)...(n—m—i—l)(l_i)n—m

m! nm n
A A\ 7

:—><<1——) X
m)! n

O e O

si n — oo, dado que el primer factor es constante (no depende de n), para
el segundo factor tenemos (1 — A\/n)* — e (n — o0), y los restantes m
factores convergen a 1. O
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Segtn la proposicién recién demostrada, si n es suficientemente grande,
tiene lugar la identidad aproximada
m
IO

P(:U“n = m) ~ We_ )

que, alternativamente, se escribe como

m

(np)

e P
m!

P(u, =m) =~ , (2.21)
donde p designa la probabilidad de éxito en un experimento. La férmula de
aproximacién (2.21]) es adecuada, en aquellos casos en que la cantidad de
experimentos n es grande y la probabilidad p de éxito de cada experimento
es pequena.

Ejemplo 2.4. La probabilidad de acertar en un blanco en cada disparo es
de 0,01. Calcular la probabilidad de que ocurra, por lo menos, un acierto
en 400 disparos.

—400(0,01) _ -

Solucién. Tenemos P (pg00 = 0) ~ € 4 = 10,0183, por lo que

P(,u400 > 1) =1- P(M400 = 0) ~ 0,9817.

2.6. Ejercicios

1. Se tira una moneda 6 veces consecutivas. Calcular la probabilidad de
que aparezca cara: (a) por lo menos una vez; (b) no menos de dos veces;
(c) de 3 a 5 veces.

2. Calcular la probabilidad de obtener tres veces 6 puntos, al tirar un
dado 5 veces.

3. En un proceso industrial, la probabilidad de que un cierto articulo
resulte defectuoso es 0,01. Calcular la probabilidad de que, en 10 articulos
elegidos al azar, resulten: (a) por lo menos un defectuoso; (b) no menos
de dos defectuosos.

4. En la trasmision de un mensaje compuesto por signos, la probabilidad
de que ocurra un error en un signo es 0,1. Calcular la probabilidad de que,
en un mensaje con 4 signos: (a) no hayan errores; (b) ocurra un error; (c)
ocurra no menos de un error.
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5. Calcular la probabilidad de que, en 2n experimentos en un esquema
de Bernoulli, se obtengan éxitos unicamente en los n experimentos con
numero par, si la probabilidad de éxito en un experimento es p.

6. Un trabajador controla 5 maquinas de un mismo tipo. La probabilidad
de que una méaquina requiera la atencion del trabajador en el lapso de una
hora es 1/3. Calcular la probabilidad de que, en el curso de una hora, el
trabajador sea requerido por: (a) 2 maquinas; (b) no menos de 2 méquinas.

7. Un matemaético lleva consigo dos cajas de fésforos. Al principio en
cada caja hay n fésforos. Cada vez que el matematico precisa un fosforo,
elige al azar una de las cajas. Calcular la probabilidad de que, cuando
el matematico encuentre una caja vacia, en la otra hayan exactamente r
fosforos (0 <7 < n).

8. En una habitacién hay tres lamparas. La probabilidad de que cada
una de estas lamparas no se queme, en el lapso de un ano, es 0,8. Calcular
la probabilidad de que, en el curso de un ano, estén funcionando: (a) 2
lamparas; (b) por lo menos una ldmpara.

9. La probabilidad de éxito en un esquema de Bernoulli es p. Calcular la
probabilidad de que, en el experimento que ocupa el k-ésimo lugar, ocurra
éxito por (-ésima vez (0 < ¢ < k <mn).

10. Una particula que fluctia por los puntos enteros de la recta real, en un
cierto momento (momento de salto) se traslada una unidad a la izquierda
con probabilidad 1/2, o una unidad a la derecha con probabilidad 1/2
(independientemente de la direccién de los movimientos anteriores). Este
esquema se denomina paseo al azar simple. Calcular la probabilidad de
que, luego de 2n saltos, la particula se encuentre en el punto desde el cual
comenzo a trasladarse.

11. Se tira una moneda 1600 veces. Calcular aproximadamente, la proba-
bilidad de que se obtenga cara: (a) exactamente 780 veces; (b) de 780 a
820 veces.

12. La probabilidad de acertar en un blanco es 0,8. Calcular aproxima-
damente, la probabilidad de que en 400 disparos, se obtengan: (a) exac-
tamente 300 aciertos; (b) no menos de 300 aciertos.
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13. En determinadas condiciones de produccién de un cierto articulo, la
probabilidad de que resulte defectuoso es 0,01. Calcular la probabilidad
de que, entre 10000 articulos examinados de esta produccién, resulten: (a)
de 80 a 110 defectuosos; (b) no menos de 9950 articulos sin defectos.

14. En una compania de seguros hay asegurados 50.000 personas, de una
cierta edad y grupo social. La probabilidad de defuncién en el curso de
un ano, para cada individuo, es 0,006. Cada persona asegurada paga, al
inicio del ano, 40 ddlares, y en caso de fallecer, sus parientes reciben de
la compania 5000 délares. Calcular la probabilidad de que, en el lapso de
un ano, dicha compania: (a) sufra pérdidas; (b) obtenga ganancias de por
lo menos 300.000 ddlares; (c) obtenga ganancias de por lo menos 800.000
dolares.

15. Calcular la probabilidad de que, en una serie de 1000 tiradas de una
moneda, la frecuencia de aparicion de cara se diferencie de la probabilidad
de aparicion de cara, en no mas de 0,03.

16. La probabilidad de éxito en un esquema de Bernoulli es 0,005. Calcu-
lar la probabilidad de que, en una serie de 800 experimentos, ocurra por
lo menos un éxito. (Sugerencia: utilizar la aproximacién de Poisson a la
distribucién binomial.)

17. La probabilidad de acertar en un blanco es de 0,001. Calcular la
probabilidad de acertar en el blanco dos o mas veces, en una serie de 5000
disparos. (Sugerencia: utilizar la aproximacién de Poisson a la distribucién
binomial.)






Capitulo 3

Variables aleatorias y
distribuciones de probabilidad

3.1. Variables aleatorias y funciones de dis-
tribucion

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, A, P). Llamamos variable
aleatoria a una funcién X = X (w) que toma valores reales, definida en el
espacio de sucesos elementales (), y que verifica la condicion

{lwe: X(w)<z}ed (3.1)

para todo x real.

En la terminologia del anédlisis real, una funciéon X(w) que cumple
la condicién (B]) para todo z, se denomina medible. De esta forma, una
variable aleatoria es una funcién real y medible de los sucesos elementales.
Se puede verificar que la condicién (B.1]) para todo z, es equivalente a la
condicién

{we: X(w)eB}teA (3.2)

para cualquier conjunto boreliand] B de puntos de la recta real R. En el
caso particular en el que B es el intervalo (—oo,z], la condicion (3:2)) se
convierte en la condicién (B.1]).

Veamos ahora algunos ejemplos de variables aleatorias.

1La clase de los conjuntos borelianos en la recta es la minima o—4lgebra de conjuntos,
que contiene a todos los intervalos.

57
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FEjemplo 3.1. Consideremos un espacio de sucesos elementales {2 compues-
to por una cantidad finita o numerable de puntos wy, ws, . ... Sea A el con-
junto de todos los subconjuntos de 2. (Es claro que este conjunto es una
o—algebra.) Introducimos las probabilidades de los sucesos, asigndndole a
cada suceso elemental w;, en calidad de probabilidad, un nimero no nega-
tivo p; (i = 1,2,...), de forma tal que la suma total de las probabilidades
asignadas sea 1, es decir, p; +ps +--- = 1.

En este espacio, cualquier funcién real X = X (w), w € 2, resulta ser
una variable aleatoria, porque la condicién (B.I]) se verifica automaética-
mente para cualquier z, en vista de nuestra eleccion de la o—algebra A.
Entonces, en la situacién considerada, la definicién de variable aleatoria
es muy sencilla: una variable aleatoria es una funcién que a cada suceso
elemental le hace corresponder un nimero real.

FEjemplo 3.2. Consideremos un espacio de sucesos elementales {2 compues-
to por seis puntos wy, ws, w3, ws, ws ¥ we. Sea A la o—dlgebra formada por
todos los subconjuntos de ). Asignamos a cada uno de estos 6 puntos
del espacio € la misma probabilidad, es decir, 1/6. Como observamos en
la seccién 1.2, el espacio de probabilidad (€2,.4, P) asi construido es un
modelo matematico del experimento consistente en tirar un dado equili-
brado. Convenimos en que el punto w; en este modelo estd numerado de
forma tal, que corresponde a la aparicion de i puntos en la cara superior
del dado. La funcién X (w;) =i (¢ = 1,...,6), que podemos interpretar
como la cantidad de puntos obtenida luego de tirar el dado, es una varia-
ble aleatoria. (En el ejemplo anterior se consideré una clase mas general
de variables aleatorias.)

Ejemplo 3.3. Consideremos el espacio de sucesos elementales {2 compuesto
por los puntos del intervalo [0, 1]; sean A la o—dlgebra de los conjuntos bo-
relianos de este intervalo, y P la medida de Lebesgue en este intervalo (ver
ejemplo [[3]). La terna (2, .4, P) es un espacio de probabilidad, y cualquier
funcién boreliana X = X (w), w € [0, 1], es una variable aleatorial.

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, .4, P) y una variable
aleatoria X = X (w), w € Q. Como el conjunto {w € Q: X(w) < x} es un
suceso (es decir, un conjunto de la oc—élgebra de sucesos A), estd definida

la probabilidad P({w: X(w) < x}) para todo x € R; esta probabilidad
serd designada por brevedad P(X < z) (se lee: la probabilidad de que

2Una funcién real X definida en un intervalo I se llama boreliana, si {w € I: X (w) <
x} es un conjunto de la o—§lgebra de Borel en I para todo x real.
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la variable aleatoria X tome un valor menor o igual que x). Se denomi-
na funcion de distribucion de la variable aleatoria X, a la funcién F(x),
definida para todos los valores x reales, mediante la férmula

F(x)=P(X <ux). (3.3)

Observemos que si X es una variable aleatoria y B un conjunto boreliano
de puntos de la recta real R, esté definida la probabilidad P({w: X (w) €
B}), que sera designada por P(X € B), también por brevedad. La funcién
Px(B) = P(X € B), definida para todos los conjuntos borelianos B de
puntos de la recta real, se llama funcion de probabilidad de la variable alea-
toria X. Es claro que Px((—o0,z]) = P(X < x) = F(z) para cualquier
x, donde F(z) es la funcién de distribucién de la variable aleatoria X.
Llamamos distribucion de probabilidad (o mas sencillamente distribucion)
de la variable aleatoria X, indistintamente, a la funciéon de distribucion
F(z) de la variable aleatoria X, o a la funcién de probabilidad P x(B) de
esta variable aleatoria.

Lema 3.1. Consideremos un espacio de probabilidad (2, A, P) y una va-
riable aleatoria X = X(w), w € Q. Sean dos numeros a < b. Entonces,
los conjuntos {w: X(w) < a}, {w: X(w) = a}, {w:a < X(w) < b},
{wra < X(w) < b}, {w:a < X(w) < b} y{w:a < X(w) < b} son

sucesos (es decir, elementos de la o—dlgebra A).

Demostracion. Estas afirmaciones son inmediatas, si consideramos cono-
cida la equivalencia entre las condiciones (B.]) y (8:2)). En caso contrario,
la demostracion puede basarse en otros hechos conocidos del anédlisis real,
pudiéndose tambien dar una demostracion directa, cosa que haremos a
continuacion.

Como X es una variable aleatoria, el conjunto {w: X (w) < a —1/n}
pertenece a A para cualquier a real y cualquier n natural. Por ésto, en
vista de la definicién de o—dlgebra, la suma |J;~ {w: X(w) < a — 1/n}
también pertenece a A. La suma de sucesos anterior es igual al conjunto
{w: X (w) < a} que, por lo tanto, es un suceso y pertenece a la o—algebra
A. Los restantes enunciados se demuestran en forma anéloga. O

En vista del lema recién demostrado estan definidas las probabilidades
P(X <a),P(a < X <b),P(X = a), etc. para cualquier variable aleatoria
X y reales a < b arbitrarios.

Estudiemos ahora las propiedades que verifica la funcion de distribu-
cién F(x) de una variable aleatoria X.
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Propiedad 1. Se verifica 0 < F(z) < 1, para todo x real.

Esta afirmacion es consecuencia inmediata de la definicién (B.3)).
Propiedad 2. Sia < b, entonces P(a < X <b) = F(b) — F(a).
Demostracion. Observemos, que

{w: X(w) <b} ={w: X(w) <a}U{w:a< X(w) < b},

donde los sucesos a la derecha son incompatibles. Entonces, aplicando el
axioma III, obtenemos

PX<bh)=P(X<a)+Pla< X <D).
De aqui, y de la férmula (B.3)), se concluye la validez de la propiedad. O

Propiedad 3. La funcién F(x) es no decreciente en toda la recta real, es
decir, dados a < b reales, vale F(a) < F(b).

Demostracion. Esta afirmacién se deduce de la propiedad anterior, tenien-
do en cuenta que, si a < b, entonces

Fb)—F(a)=Pla< X <b) >0.
es decir, F'(a) < F(b). O
Propiedad 4. Se tiene lim, , . F(x) =1 y lim, , - F(z) =0.

Demostracion. Es claro que Q = J'—"{w: m — 1 < X(w) < m}. En-

tonces, como los sucesos que aparecen en la suma son incompatibles dos
a dos, aplicando el axioma III, tenemos

1=P(Q) = _Z PH{w: m—1< X(w) <m})

m=—0Q

N—o0

m=N
= lim Z Pim—1< X(w) <m)
m=—N

= lim 2_: (F(m)—F(m—1)) = lim (F(N)—F(-N —1)).

N—oo N—oo
m=—N

Como existen los limites lim, ., F'(z), lim,, . F(x), porque las fun-
ciones de distribucién son no decrecientes (propiedad [)), de la igualdad
obtenida y de la propiedad [I], obtenemos (como tnica posibilidad), que
lim, 00 F(z) = 1, lim, o F'(—2) = 0, concluyendo la demostraciéon. [
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Propiedad 5. La funcion de distribucion F(x) es continua por la derecha.

Demostracion. Sea x un real arbitrario. Consideremos una sucesiéon nu-
mérica x1,xs, ... decreciente y convergente a x. Es decir x; > x5 > -+ -
T, = x (n— 00). Sea A, ={w: z < X <uz,}. Es claro que A; D Ay D
<oy que N2, A, = (). Por la propiedad 8 en la seccién 1.3, existe el
lim, P(A,)) = P(0) = 0. Entonces, aplicando la propiedad B], obtenemos
PA,)=Plr< X<z, =F(zx,) — F(x) = 0 (n — 00), lo que concluye
la, demostracion. O

Propiedad 6. Una funcion de distribucion tiene una cantidad finita o
numerable de puntos de discontinuidad.

Demostracion. Por las propiedades [l y B la funcién F'(x) tiene:

a lo sumo un salto de magnitud h, con h > 1/2,
a lo sumo dos saltos de magnitud h, con 1/2 > h > 1/3,
a lo sumo tres saltos de magnitud h, con 1/3 > h > 1/4,

a lo sumo m saltos de magnitud h, con 1/m > h > 1/(m + 1),

En consecuencia, el conjunto de los puntos de discontinuidad de la funcion
F(x) es finito o numerable, dado que sus elementos se pueden numerar. O]

3.2. Variables aleatorias con distribuciones
discretas y absolutamente continuas

Consideremos un espacio de probabilidad (€2,.4,P) y una variable
aleatoria X = X (w), w € Q. Decimos que la variable aleatoria X tie-
ne distribucion discreta si existe un conjunto B finito o numerable de
puntos de la recta real, tal que se verifica P(X € B) = 1.

Si X es una variable aleatoria discreta, y un punto x verifica p =
P(X = z) > 0, decimos que la variable aleatoria X toma el valor x con
probabilidad p.
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Consideremos entonces una variable aleatoria X, que toma los valores
Z1,To, ..., con probabilidades pq, ps, ..., respectivamente; es decir, py =
P(X =) (k=1,2,...) con py+pa+- - - = 1. Utilizando esta informacién,
no es dificil calcular los valores que toma la funcién de distribucién F(x)
de esta variable aleatoria X, en cada valor real x. En efecto, los sucesos
{w: X(w) <z} y Uy 4, <o{w: X(w) = 23} tienen la misma probabilidad
(donde la suma de sucesos se efectiia para todos los k tales que x; < x).
Entonces P(X <) =%, P(X =), lo que significa, que

F(z)= Y p (3.4)

k:xp<z

De ([B4) se deduce, que el grafico de la funciéon F(z) es constante, en los
intervalos delimitados por dos valores consecutivos que toma la variable
aleatoria, siendo estos valores puntos de salto. La magnitud del salto en
el cada punto x; es igual a py.

Veamos algunos ejemplos importantes de distribuciones discretas.

Ejemplo 3.4. Decimos que una variable aleatoria tiene distribucion de-
generada si existe un numero ¢ tal que P(X = ¢) = 1. La funcién de
distribucién F'(x) de esta variable aleatoria vale 0 si < ¢, y vale 1 si
T > c.

FEjemplo 3.5. Decimos que una variable aleatoria tiene distribucion bino-
mial con pardmetros (n,p), donde n es un natural y 0 < p < 1, si se
verifica

P(X =m)= (n)pm(l —p)" " param=0,1,...,n.
m

Veamos, como ejemplo, el grafico de la funcién de distribucién F'(z) de una
variable aleatoria con distribucién binomial, con pardmetros (2,1/3) (ver
figuraB.Jl). En el caso particular en el que n = 1, obtenemos la distribucion
de Bernoulli. De esta forma, una variable aleatoria tiene distribucién de
Bernoulli cuando toma dos valores: el valor 0 con probabilidad p, y el valor
1 con probabilidad 1 — p. Como se estudio6 en el capitulo 2, la distribucion
binomial con pardmetros (n,p) corresponde a una variable aleatoria que
cuenta el numero de éxitos en una serie n experimentos independientes,
con probabilidad de éxito en cada experimento igual a p.
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Figura 3.1: Gréfico de la funcién y = F(x) para una variable aleatoria con
distribucién binomial, con parametros (2,1/3)

Ejemplo 3.6. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion de
Poisson con pardmetro A > 0, si se verifica
>\m

Z e param=0,1,2,....

P(X=m)= -

Es claro que la asignacion de probabilidades es correcta, porque

iPX m) _)‘Z :e_)‘eAzl.
m=0

Hasta el momento, hemos considerado tinicamente variables aleatorias
que toman una cantidad finita o numerable de valores. Veamos ahora otro
tipo de variables aleatorias.

Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucién absolutamente
continua, cuando su funcién de distribucién F'(x) puede representarse de
la forma

F(x) = /_x p(u)du (3.5)

para todo z real, donde p(u) es una funcién no negativa e integrabl&EH.

30Observemos, que en anélisis real, una funcién F(z) que se representa de la forma
B3) se denomina absolutamente continua . Cualquier funcién absolutamente continua
es continua en todos los puntos. La afirmacién reciproca, en general, es falsa. La integral
a la derecha en ([B.3) es la integral de Lebesgue.

4Para el lector no familiarizado con la teoria de la medida, asumiremos, que la
funcién p(u) es continua en todos los puntos, con excepcién de una cantidad finita.
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La funcién p(u) se denomina densidad de la distribucién de la variable
aleatoria X, y decimos, por brevedad, que la variable aleatoria X tiene
densidad dada por p(z). Es claro que

/_OO p(u)du =1 (3.6)

oo

por ([B.3) y la propiedad lim, ., F'(z) = 1. Si p(u) es continua en un punto
x, en este punto existe la derivada F'(z) = p(x). En particular, si p(u) es
continua en todos los puntos, tenemos F’(x) = p(x) para todo z.

No es dificil demostrar que si una variable aleatoria X tiene funcién
de distribucién absolutamente continua, entonces P(X = zy) = 0 para
cualquier zg. En efecto, la funcién de distribucién F(z) es continua en
todos los puntos en vista de ([B.3), y por ésto, para cualquier h > 0,
tenemos

OSP(X:{L'Q)SP([L’Q—h<X§[L’0):F([L’o)—F({lf0—h)—>0,

si h — 0, obteniendo que P(X = zy) = 0. Observemos una consecuencia
inmediata de la proposicién recién demostrada. Si una variable aleatoria
X tiene distribucién absolutamente continua con densidad p(x), para dos
numeros a < b arbitrarios, tenemos

Pa<X<b)=Pa<X<b=Pla<X <))

CPla< X <b) = / ' p(2)d. (3.7)

Veamos algunos ejemplos importantes de distribuciones absolutamente
continuas.

Ejemplo 3.7. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion uni-
forme en el intervalo (a,b), donde a < b, si tiene densidad dada por

¢, sia<uxz<b,
p(m)—{O’ siz<adx>0b (3.8)

donde ¢ es una constante. Esta constante se puede hallar utilizando la
férmula ([3:6), vélida para cualquier funcién de densidad. Para la funcién

p(z) dada por la férmula (3.8), obtenemos fab cdr = 1, y de alli ¢ =
1/(b— a) (ver figura3.2). Dada la densidad en (3.3]), es facil de obtener la
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0 a b 3

Figura 3.2: Grafico de la densidad uniforme p(x)

funcion de distribucién F(x) de la variable aleatoria considerada. Tenemos

0, sixz < a,
Flz)=¢ (x—a)/(b—a), sia<z<b,
1, sixz >0b.

Esta funcién es continua para todo z, y es diferenciable en todos los puntos,
con excepcién de a y b (ver figura [3.3)).

YA

0 a b T

Figura 3.3: Gréafico de la funcién de distribucién uniforme F'(z)

Ejemplo 3.8. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion ex-
ponencial con parametro a > 0, si tiene densidad dada por

(3.9)

ae”, six >0,
p(z) = {

0, six <O0.
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Es fécil de ver, que se verifica la igualdad (B.6]), y que se cumple p(x) — 0
(x = +00), de forma que el eje Oz es asintota del gréafico de p(z). Dicho
gréafico se representa en la figura 341

yA

(07

>
X

Figura 3.4: Gréfico de la densidad exponencial con parametro «

Ejemplo 3.9. Decimos que una variable aleatoria tiene distribucion de Cau-
chy, si tiene densidad dada por

1

= m, para x real.

p(x)
FEjemplo 3.10. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion t
con n grados de libertad, donde n > 1 es un natural, si tiene densidad
dada por

Iz 2 _ntl
p(z) = Q <1 + m_) ® | para z real, (3.10)
vaar(z) o
donde la funcién
L(\) = / e dx, A > 0. (3.11)
0

se denomina funcion Gama. La densidad dada en (3.I0]) es simétrica res-
pecto del eje Oy, y tiene un Unico maximo en el punto z = 0, mientras
que el eje Ox resulta ser asintota, si |x| — oo. Si n = 1 obtenemos la
distribucién de Cauchy.

La distribucién de probabilidades absolutamente continua mas impor-
tante es la distribucion normal.
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Ejemplo 3.11. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion
normal con parametros (a,oc), donde a y ¢ > 0 son ntmeros reales, si
tiene densidad dada por

L a2/

xTr) = (&
p(z) T

para x real. (3.12)

Para verificar la férmula (3.6 hay que hacer el cambio de variable v =
(r —a)/o en la integral, y utilizar la identidad [ e="*/2du = /2.

Es sencillo de ver que la funcién p(x) tiene un tnico maximo en el
punto z = a (en donde p'(z) = 0), y toma el valor p(a) = 1/(0v/27); que se
verifica p(x) # 0 para todo x real, y que lim,, o p(z) = lim, 1o p(x) =
0. La recta © = a es eje de simetria de la curva y = p(x). Se puede ver,
que en los dos valores x = a £ o, el grafico de p(x) presenta puntos de
inflexién. El gréfico de la funcién p(x) se representa en la figura 3.5

YA
1
oV2r

>
a x

Figura 3.5: Gréfico de la densidad normal con pardametros (a, o)

Si variamos el valor de a, manteniendo o constante, el grafico de la
funcién p(z) se traslada, sin cambiar de forma. Si fijamos a y tomamos
dos valores de o, por ejemplo, o1 < 09, los graficos de las densidades
normales pi(x) y pe(z) con pardmetros (a,o01) y (a, 0y) respectivamente,
presentan maximo en el mismo punto x = a, con valores maximos diferen-
tes 1/(01v/2m) > 1/(09v/27). Teniendo en cuenta, que el drea bajo cada
uno de los graficos de las densidades p;(x) y p2(x) es igual a 1, (por (B.6))),
estos graficos se representan como en la figura [3.6

La distribucién F'(x) de la variable aleatoria considerada, es

F(x) = ! /x e~ (=a)* /20" gy

o\ 2T
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YA

>
T

Figura 3.6: Comparacion de densidades normales con o1 < 09

en vista de (3.5).

El caso particular en el que a = 0 y ¢ = 1 corresponde a la denominada
distribucion normal estdndar. Una variable aleatoria tiene distribuciéon
normal estandar, si tiene densidad dada por

1 —ZB2/2
olr) = e . 3.13
(@)= (3.13)
La distribucién correspondiente a esta variable aleatoria se denota me-
diante ®(z). De esta forma, la distribucién normal estandar se define por

la férmula ) .
d(z) = — e /24t
( ) AV 27T /—oo

Las funciones ¢(z) y ®(z), relacionadas por la igualdad ®'(z) = ¢(x),
fueron introducidas en el capitulo 2 y estan tabuladas. Se puede demostrar
que la densidad de una variable aleatoria con distribucién ¢ con n grados
de libertad definida en (3.I0), tiene como limite, cuando n — oo, a la
densidad normal ¢(z), de forma que para valores grandes de n, la densidad
BI0) es similar a p(z).

De (B12) y (B13) se obtienen en forma directa las férmulas

rT—a 1 /x—a
Fa)=o(=2), ) =—o(=10), (3.14)
o o o
validas para todo x real.

Problema. Sean o < 3 reales y X una variable aleatoria con distribucién
normal con pardmetros (a, o). Calcular P(a < X < f3).
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Solucion. Segin las férmulas [B.7) y (3.14]), se tiene

P(a < X <) = /Bpw:)dx — F(8) - F(a) = @(6‘“) —o(2=2).

o o o
(3.15)
El dltimo término en (B.15) se puede calcular dados los valores de «, 3,

a y o, utilizando los valores de la tabla de la funcién ®(z), presentada al
final del libro.

Como casos particulares, si X es una variable aleatoria con distribucion
normal con pardmetros (a, o), de la féormula ([B.I3]) se obtienen las siguien-
tes probabilidades, que aparecen usualmente en aplicaciones estadisticas:

Pla—o <X <a+o0)=068
P(a— 1,960 < X <a+1,960) = 0,95
P(a—30 < X <a+30) =0,997

En el grafico3.7), el drea de la figura delimitada por el grafico de la funcion

>
‘a—17960 a—0c a a+o0 a+190 T

Figura 3.7: Gréfico de la densidad normal p(z) con pardametros (a, o). El
drea sombreada es el 95 % del area total

p(z), el eje Ox, y las rectas x = a — 1,960 y x = a + 1,960, representa el
95 % del total del area entre la grafica y el eje Ox (que es igual a 1).
Ejemplo 3.12. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion

Gama con pardmetros (o, A), donde o« > 0y A > 0, si tiene densidad dada
por

o -1, —ax : > ()
—{ v ¢ sr=h 3.16
p(z) {0, siz < 0. (3.16)
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Aqui T'(A) es la funciéon Gama definida en (3.I0). De la definicién de esta
funcién, es sencillo obtener la igualdad I'(n) = (n—1)I'(n—1), valida para
cualquier natural n > 2. Teniendo en cuenta que I'(1) = 1, obtenemos la
férmula I'(n) = (n — 1)!, valida para cualquier natural n > 1. Por ésto, si
ponemos A = 1 en la densidad (B.16]), obtenemos la densidad exponencial
definida en (3.9)), que resulta ser un caso particular de la densidad gama.

Otro caso particular importante es el que se obtiene cuando o« = 1/2'y
A = n/2, que corresponde a la denominada distribucién x? con n grados
de liberta%]. Junto con la distribucién ¢, definida en ([B.I0]), la distribucién
X2, que tiene densidad dada por

27/2T(n/2)

() kg2 e /2 i >0,
PEI=900, si z < 0.

juega un rol muy importante en estadistica. Veamos el grafico de la den-
sidad y2 con n = 1,n = 2 y n = 4 grados de libertad en la figura B.8

Figura 3.8: Gréaficos de densidades x? paran = 1,2 y 4 grados de libertad.

Hasta el momento hemos considerado tinicamente variables aleatorias
con distribuciones de dos tipos: discretas y absolutamente continuas. Estos
tipos no agotan todas las posibilidades. Por ejemplo, una variable aleatoria
con funcién de distribucién que tenga derivada (7(1 + 2?))~! para z < 0,

5La distribucién x2, se lee ji cuadrado



3.3. Vectores aleatorios. Variables aleatorias independientes 71

y que tome en la semirrecta positiva tinicamente los valores 1 y 2 con
probabilidad 1/4 en cada uno, tiene una distribucién que no resulta ser
ni discreta, ni absolutamente continua. Existe ademads una tercer clase
de distribuciones, denominadas distribuciones singulares. Una funcién de
distribucién singular F'(z) es continua para todo x, y verifica F'(z) = 0
casi seguramente, con respecto a la medida de Lebesgud.

3.3. Vectores aleatorios y variables aleato-
rias independientes.

Sean Xi,..., X, variables aleatorias definidas en un espacio de proba-
bilidad (2, A, P). El vector X = (X3,...,X,,) se denomina vector aleato-
rio, o también variable aleatoria n—dimensional. Este vector toma valores
en R", el espacio euclideano de dimensién n. En el caso particular n = 1,
que llamamos unidimensional, obtenemos una variable aleatoria. Como el
conjunto {w: Xi(w) < x,} es un suceso (es decir, pertenece a A) para
cada k =1,...,n y reales x1,...,x; arbitrarios, tenemos que

[(Hw: Xi(w) <} € A,
i=1
y se puede definir la funcién real de n variables

F(xy,...,x,) = P<ﬁ{w: Xi(w) < fEk})>

que se denomina funcion de distribucion n—dimensional del vector alea-
torio X. La probabilidad recién considerada se designa también P(X; <
x1, ..., Xn < x,). Luego, la definicién dada, es la identidad

F(zy,...,z,) =P(X1 <xy,..., X, < 2y). (3.17)

Para n = 1 la definicién en (B.17) coincide con la definicién de distribucién
de una variable aleatoria (3.3).

Una funcién de distribucién F'(zq,...,x,) cumple las siguientes pro-
piedades.

6 Una distribucién de este tipo es la dada por la funcion de Cantor. Los detalles
pueden verse, por ejemplo, en [I].
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Propiedad 1. Se verifica 0 < F(x1,...,2,) <1, para todo x1,...,x,.

Propiedad 2. La funcion F(x1,...,x,) es no decreciente en cada uno de
sus argumentos.

Propiedad 3. Se tiene

lim F([L’l,...,xn) = P(X1 S l’l,...,Xn_l S xn—l)a

Tp—+00

lim F(xy,...,2,) =0.

Ty —r—00

La propiedad 1 es evidente. Las demostraciones de las propiedades
2 y 3 son analogas a las correspondientes al caso de variables aleatorias
(n=1).

Como en el caso unidimensional, los dos tipos més importantes de
distribuciones n—dimensionales son las discretas y las absolutamente con-
tinuas.

Decimos que un vector aleatorio X = (Xj,...,X,,) tiene distribucion
discreta, si existe un conjunto B de puntos del espacio euclideano R™, finito
o numerable, tal que se verifica P(X € B) = 1. El vector aleatorio X tiene
distribucion absolutamente continua, cuando su funciéon de distribucion
F(z1,...,x,) puede representarse de la forma

1 Tn
F(xl,...,xn):/ / p(u, ..., uy)duy ... du, (3.18)

para reales z1, ..., z, arbitrarios, donde la funcién p(uy, ..., u,) es no ne-
gativa e integrable, y se denomina densidad del vector aleatorio X. Como
en el caso unidimensional, tiene lugar la identidad

/ / p(u, ..., uy)duy ... du, = 1. (3.19)

Para n = 1 ambas definiciones se reducen a las respectivas definiciones de
la seccion 3.2.

Un ejemplo importante de distribucién n—dimensional discreta es la
distribucion multinomial.

Ejemplo 3.13. Consideremos n ntimeros positivos py, ..., p,, que verifican
la condicién p; + -+ 4+ p, = 1, y un natural N > 2. Decimos que el
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vector aleatorio X = (Xi,...,X,) tiene distribucion multinomial, con
pardmetros (N, py,...,pn), si se verifica
N! m -
P(Xl =my,.. '>Xn = mn) = ﬁpl L. ‘pnn,
mat---Mpy:
para todos los posibles my = 0,..., N (k= 1,...,n), que verifican m; +

«-++m, = N. En el caso N = 2 se obtiene la distribucién binomial
con parametros (n, p;), introducida en la seccién 2.1, y considerada en el
ejemplo 3.5

Veamos ahora ejemplos de distribuciones n—dimensionales absoluta-
mente continuas.

Ejemplo 3.14. Decimos que el vector aleatorio X = (Xj,...,X,,) tiene
distribucion uniforme en una regién D del espacio R", si tiene densidad

dada por
c, si(zy,...,z,) €D
p(z1,...,x,) = ' (@1, 2n) .
0, en caso contrario.

donde ¢ es una constante positiva, que se determina mediante la condicion
B.19).
Ejemplo 3.15. Decimos que el vector aleatorio X = (Xj,...,X,,) tiene
distribucion normal n—dimensional, si tiene densidad dada por

1 1

— —i(z—a)B~1(z—a)’
Ple) = e ) (3.20)

donde z = (x1,...,2,) vy a = (ay,...,a,) son vectores fila de nimeros
reales; B es una matriz de dimensién n x n, definida positivaEl, no singular
y simétrica, B! es la matriz inversa de la matriz B, y 2’ denota el vector
traspuesto de .

En el caso n = 1, la densidad dada en (3.20) se reduce a la férmula
de la densidad normal (3.12]), donde el “vector” a es el nimero a, y la
matriz de dimensién 1 x 1 es B = [0?]. Consideraremos nuevamente la
distribucion normal n—dimensional en el capitulo 4.

Examinemos ahora el caso n = 2, es decir, consideremos un vector
aleatorio (X,Y') con distribucion normal bidimensional H. No es dificil de

"Una matriz B = (bi;) de dimensién n x n es definida positiva, si para todo vector
fila ¥ = (z1,...,2,) no nulo, se verifica xBx" =37, ; x;b;jx; > 0.
8Decimos bidimensional en vez de 2-dimensional.
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verificar que la matriz

— |i O—% 01020 (321)

2
01020 0%

verifica las tres condiciones indicadas, si o1 > 0, 00 > 0,y —1 < p < 1.
Si a = (a1, az), y sustituimos la matriz B dada en (B2I) en la férmula
([3:20), obtenemos, que la densidad del vector (X,Y") estd dada por

1

2ro1094/1 — p?

o (g (o) + (152) -2 Ufz)(}g}z-z)

p(r,y) =

Demostremos que la variable aleatoria X tiene distribucién normal con
parametros (a1, 01), y que la variable aleatoria Y tiene distribucién normal
con parametros (ag, 09). Para x real, tenemos

PX<z)=PX<zY <x)= /_;/_Zp(u,v)dudv
— /_OO </_Zp(u,v)dv)du. (3.23)

Para calcular la integral con respecto de v, introducimos el cambio de

variable ¢ = ((v — as)/o — p(u — a1)/01)/+/1 — p?. Calculando ¢* y sus-
tituyendo en el exponente en (3.22), obtenemos

/OO p(u, v)dv = : /OO o~ (/24 (w=a1)?/(20D)) 14

e 2moy

L -wma?/od)
o1V 21

donde utilizamos que f_oooo e /2dt = \/27. Sustituyendo esta expresion en

[3.23), resulta

1 z 2 2
P(X < 2) — / o~ (uma)?/20) gy,
(X =2) o1V 21 J oo

es decir, la variable aleatoria X tiene distribucion normal con pardmetros
(a1, 01). La afirmacién relativa a Y se demuestra en forma andloga.
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Introducimos ahora la nociéon de independencia para variables aleato-
rias.

Definicién 3.1. Consideremos un espacio de probabilidad (2, A, P), en el
cual estan definidas las variables aleatorias Xy, ..., X,. Designamos me-
diante Fy(x) a la distribucion de la variable aleatoria Xy, (k=1,...,n), y
mediante F(xq,...,x,) a la distribucion del vector aleatorio (X1, ..., X,).
Decimos que Xq,...,X, son variables aleatorias mutuamente indepen-
dientes, o mds brevemente variables aleatorias independientes, cuando se
verifica

F(zy,...,x,) = Fi(z1) ... F(xy) (3.24)
para reales x1, . ..,x, arbitrarios.
Es facil de ver que las variables aleatorias X,..., X, son indepen-

dientes si y solo si, para reales zy, ...z, arbitrarios, son independientes
los sucesos {w: X;(w) < x1},...,{w: Xp(w) < z,} (ver (I12), definicién
de independencia de sucesos|§|

Si consideramos variables aleatorias discretas o absolutamente conti-
nuas, podemos formular la condicién ([3.:24]) que define su independencia,
en términos de las probabilidades de los valores que toman las variables
aleatorias discretas, o en términos de densidades en el caso absolutamente
continuo. Para ésto, utilizamos el resultado siguiente.

Lema 3.2. Consideremos dos variables aleatorias X,Y independientes.
Para a < b, c < d, se verifica

Pla< X <bc<Y <d)=Pla< X <bh)P(c<Y <d).

Demostracion. Sea F(z,y) la funcién de distribucién del vector (X,Y).
Tenemos (ver figura [3.9))

Fbd)=P(X<bY<d)=P(X<aY<d)+P(X<bY<c)
~P(X<a,Y<)+Pla<X<be<Y <d).

Aplicando la férmula ([3:24]), obtenemos

9Es posible demostrar que la validez de la condicion ([3.24) para z1,...,x, arbitra-
rios es equivalente a la independencia de los n sucesos {w: Xi(w) € B} (k=1,...,n),
donde By, ..., B, son conjuntos de Borel arbitrarios de la recta real.
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yA

0 a b 7

Figura 3.9: El conjunto {a < z < b,c <y < d}

Pla<X<bc<Y <d)=PX<HPY <d)—P(X <a)P(Y <d)
—PX<H)PY <c)+PX <a)P(Y <¢)
=P(X <b) (P(Y <d) —-P(Y < c))
—P(X <a) (P(Y <d) —-PY < c))
=Pla< X <bh)P(c<Y <d),
lo que concluye la demostracion. O

Proposiciéon 3.1. Consideremos dos variables aleatorias X,Y con dis-
tribucion discreta. Sean x1,xo,... los valores que toma la variable X;
Y1,Y2, - .- los valores que toma la variable Y. Las variables aleatorias X e
Y son independientes, si y solo si se verifica

P(X =x,,Y =y;) =P(X =2,) P(Y = y,), k,j=1,2,.... (3.25)

Demostracion. Supongamos primero que las variables aleatorias X e Y
son independientes. Para cada k y cada n naturales, consideramos el suceso

App={w:zp—1/n < X(w) < 2}

Tenemos Ay D Ayo D -+, y ademds (), Ag, = {w: X(w) = zx}. Por
la propiedad 8 en la seccién 1.3, obtenemos lim,,_,o P(Aj,,,) = P(X = xy).
En forma andloga, obtenemos lim,, .« P(y; —1/n <Y <y;) =P(Y =y;)
para j arbitrario. Con la misma argumentacién, obtenemos que

Iim Pz —1/n< X <azpy; —1/n<Y <y;) =P =y;, X = xy)
n—oo
(3.26)
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para j, k arbitrarios. Aplicando el lema [B.2] se tiene P(z;, — 1/n < X <
e,y —1/n <Y <y;)) =Pry —1/n < X <) Py; —1/n <Y < y;),
que sustituido en ([B.26]), da la igualdad (B.25]).

Consideremos ahora el reciproco. Supongamos que las variables aleato-
rias X e Y verifican la condicién (3.25]). Consideremos el vector aleatorio
(X,Y) y su funcién de distribuciéon F(z,y) = P(X < z,Y < y). Para
demostrar la independencia de las variables aleatorias X e Y, tenemos
que demostrar F(z,y) = P(X < z)P(Y < y), para x e y arbitrarios.
Es claro que F(z,y) = 3, P(X = 23,Y = y;), donde la suma afecta a
aquellos valores de k y j, para los cuales x, < z e y; <y (ver figura 3.10).
Aplicando (3.25), obtenemos

A o

Yy o

Y

Figura 3.10: En negro se indican los puntos incluidos en la suma.

k:zp<z J Yy
concluyendo la demostracion. O

Utilizando un método similar, se obtiene la siguiente generalizacion de
la proposicién B.11

Proposiciéon 3.2. Consideremos n wvariables aleatorias Xy, ..., X, con
distribucion discreta, siendo Ty1, T, ... los valores que toma cada varia-
ble aleatoria Xy, para k = 1,...,n. Las variables aleatorias dadas son
independientes, st y solo si se verifica
n
P(Xy =21y, X = Tm,) = [ [ P(Xk = 2om, )
k=1
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para naturales my, ..., m, no nulos y arbitrarios.

El resultado que sigue es el analogo de la proposicion para variables
aleatorias absolutamente continuas.

Proposicién 3.3. Consideremos un vector aleatorio X = (X1,...,X,)
absolutamente continuo, y sea pi(x) la densidad de la variable aleatoria
Xi(k=1,...,n). Las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes,
sty solo si se verifica

p(1, .. xn) = pir(xr) -+ pu(xy) (3.27)

cast segumment@.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que las variables aleatorias

X1, ..., X, son independientes. Luego, la funcién de distribucion se escribe
de dos formas: como producto de las distribuciones Fy(xy) (k=1,...,n),
y como integral multiple de la densidad p(uy,...,u,), es decir

T Tn
[ o] bt duy = By Fie,).

Derivando n veces en ambos miembros de esta identidad, primero respecto
de x1, luego respecto de s, ..., y finalmente respecto de x,, obtenemos
la férmula (B.27).
Supongamos ahora que se cumple ([3.27)). Integramos n veces en ambos
lados de esta igualdad, primero con respecto de x; en el intervalo (—oo, 1),
.., y por ultimo con respecto de z, en el intervalo (—oo,y,). Teniendo
en cuenta (B.I8]), obtenemos

F(yi, - yn) = Fi(yr) - Fu(yn).

que se cumple para yi,...,y, arbitrarios. Como Fj(y) = f_yoo pr(x)dr =

P (X% < y), se verifica la definicién de independencia. O

Ejemplo 3.16. Consideremos nuevamente un vector aleatorio (X,Y’) con
distribucién normal bidimensional, con densidad p(z,y) dada en (B.22).
Hemos demostrado, que la variable aleatoria X tiene distribucién normal
con pardametros (ai,o1), y que la variable aleatoria Y tiene distribucién

0Es decir, en todos los puntos, exceptuando un conjunto de medida de Lebesgue
nula.
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normal con pardmetros (as, 02). Si p = 0, la densidad en (3.22)) se reduce
a
1 2 /(952 1
— —(z—a1)?/(207) _
xT,y) = e X
p(,y) o1V 2T ooV 2T
donde p;(x) es la densidad de la variable aleatoria X, y po(y) la densidad
de Y. Como consecuencia de la proposicién B.3] en el caso p = 0, las
variables aleatorias X e Y son independientes.

6_(y—a2)2/20§ — pl («r)p2 (y>7

Ejemplo 3.17. Consideremos un vector aleatorio (Xi, ..., X,) con distri-
bucién normal n—dimensional, con densidad p(z) dada en la férmula (3:20).
Supongamos que la matriz B es diagonal, y esta dada por

g% 0O --- 0
0 ag o0
B=1| . . (3.28)
0 0 - o
Sior > 0 (k =1,...,n) la matriz dada verifica las tres condiciones in-

dicadas en la definicién (ser definida positiva, simétrica, y no singular).
Sustituyendo la matriz B en la férmula (3.20)), obtenemos la densidad del
vector considerado, que es

1 n 2 2
_ —Yh—1 (@r—ag)?/(207) 3.29
Ti,...,T e : .

Pl n) 2m)"2a, o, (3.29)
Como ocurre en el caso n = 2, se verifica que cada variable aleatoria X,
tiene distribucién normal, con pardmetros (ag, o), es decir, tiene densidad
pr(x) = (opV/ QW)_le_(x_“k)Q/(z"i), para k = 1,...,n. Mas aun, factorizan-
do la férmula (3:29)), tenemos

1 2002 T
play, ... x) = [ [ —==e" @)% = T pr(z). (3.30)
g oV 2T kl;[l

Aplicando la proposicién se obtiene la independencia mutua de las
variables aleatorias Xi,...,X,,.

Reciprocamente, si las variables aleatorias Xi,..., X,, son indepen-
dientes, y cada una de las variables X, tiene distribucién normal con
parametros (ay,o0r) (k= 1,...,n), aplicando la proposicién 3.3 obtene-

mos que la densidad p(zy,...,xz,) del vector X = (X,...,X,) verifica
la férmula (330), y en consecuencia, que el vector X tiene distribucién
normal n—dimensional, con densidad dada en (3.20)), y matriz B dada en

3.23).
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3.4. Distribucion de la suma de variables
aleatorias independientes

Demostremos la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4. Sean X y Xo variables aleatorias independientes, con
densidades p1(x) y pa(x) respectivamente. La suma X1+ X5 tiene densidad
dada por

p(x) = /_OO p1(u)pe(x — u)du. (3.31)

[e.e]

Demostracion. Sea p(u,v) la densidad del vector (X7, X3). Como las va-
riables X7 y X5 son independientes, en vista de la proposicion 3.3 tenemos
p(u,v) = p1(u)pa(v). Consideremos el valor de la funcién de distribucién
de la suma X; + X5 en un punto x arbitrario:

PXi+Xo<z)=P(X;+X,€D)= // p(u, v)dudv,
D

donde D = {(u,v): u+ v < z} es la regién bajo la recta de ecuacién
u+ v =z (ver figura B.11]). De aqui obtenemos

vA
R

ut+v==x

0 a:\ ;u

Figura 3.11: Regién D = {(u,v): v +v < z}

PXi+ X, <z)= /OO (/m_upg(v)dv>p1(u)du =

—00 —0o0
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N /_OO </""f pa(y — U)dy)pl(u)du

= /_i </:i pr(u)pa(y — U)dU)dy

para x arbitrario. En consecuencia la distribucién de la suma X; + X, es
absolutamente continua, y tiene densidad p(x f p1(w)pe(x—u)du. O

Observemos, que intercambiando los roles de X; y X5, obtenemos tam-
bién la férmula -
pa) = [ e = upaluldu (332)
—00
Formulas analogas tienen lugar para la distribucién de una suma de dos
variables aleatorias independientes, que tienen distribuciones discretas.
En este caso, en lugar de integrales aparecen sumas. Es posible obtener
férmulas mas generales (que incluyan ambos tipos de distribuciones) para
la funcién de distribucién F'(z) de una suma de variables aleatorias in-
dependientes X; y Xs, con funciones de distribucion F(z) y Fa(x). Mas
precisamente, se trata de la formula

P = [ " R = y)dBay) = / R pdRy), (333

[e.e] [e.e]

en las cuales se utiliza la integral de Stieltjes. Las integrales anteriores y las
que figuran en las identidades (331 y (B:32), se denominan convolucion
o composicion de las distribuciones.

Apliquemos la proposicién 3.4 para demostrar que la suma de variables
aleatorias independientes, cada una de las cuales tiene distribucién normal,
tiene distribucién normal.

Ejemplo 3.18. Consideremos entonces dos variables aleatorias indepen-
dientes X y Xs, tales que X}, tiene densidad py(x) = - L_o—(e—ax)?/(20F)

K V21
(k = 1,2). Demostremos que X; + X5 tiene distribucién normal con
pardmetros (a; + az, \/o} + 03), es decir, que tiene densidad dada por
() = 1 o—(r—a1-2)2/(2(03 +03))

21(0? + 03)

Demostremos primero esta afirmacion en el caso particular a; = as = 0.
Aplicando la férmula de convolucién (3.32)), obtenemos

1 / e/ (200)—u2/(203) gy,
2mo09

p(x) =
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Introduciendo una nueva variable de integracion, segtiin la férmula v =

2 2

\/ o540
1792 o2
u - 2

I192 o1y/02 403

, resulta

1 / ¥ 2 /2-02/(2(03403)
p(r) = ———— e 17920 dy
(=) 2m\/0? 4+ 03 J -
_ 1 =2/ (20 +03))
21(0? + 03)

De esta forma, la densidad p(x) de la suma X;+ X5 es normal con pardme-
tros (0, /0% + 03).

La demostracion cuando los pardmetros a; y ay son arbitrarios se re-
duce al caso anterior (a; = ay = 0), mediante la consideracién de nuevas
variables aleatorias Y, = X —ax (k = 1,2). Estas variables son inde-
pendientes, por serlo las variables X; y X5, tienen funcién de distribucion

Tt+ag
P(Y,<z)=P(Xy <z+a)=F(r+a)= / pr(u)du,
y densidad dada por %P(Yk <) =prlx+a) = kal/ﬂe—ﬁ/(%ﬁ) (k =

1,2), que es la densidad normal con parametros (0, 0y). Segin vimos, la
suma Y] + Y3 tiene distribucién normal con pardmetros (0, /0% + 03). En
consecuencia, la variable aleatoria X; + Xy = Y; + Y5 4+ a1 + ao tiene
distribucién normal con pardmetros (a; + ag, \/ 0% + 03).

En el capitulo 7 daremos otra demostracion de este hecho, basado en el
método de las funciones caracteristicas, que utiliza calculos mas sencillos.

3.5. Ejercicios

1. La variable aleatoria X tiene distribucién discreta y toma los valores
0,1,2 y 4, con probabilidades 1/2,1/4,1/8 y 1/8. Hallar la funcién de
distribucién F(x) de esta variable aleatoria, y dibujar el grafico de y =

2. La variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en el intervalo
(0,2). Hallar la funcién de distribucién y su densidad. Dibujar los graficos
correspondientes.

3. En el gjercicio 2] calcular P(0,5 < X < 1,5).
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4. Consideremos una variable aleatoria X, con distribucién normal, con
pardmetros (2,3/2). Calcular las siguientes probabilidades: (a) P(X > 3);
(b) P (1< X <4); () P(X — 2,5] > 0,5); (d) P ((X — 1)* < 4).

5. La variable aleatoria X tiene densidad p(z) = ce”#l. (a) Calcular
P(X <0); (b) hallar el valor de la constante ¢; y (c) calcular P(0 < X <
1

~—

6. La variable aleatoria X tiene distribucién normal con parametros
(3,4). (a) Calcular las probabilidades P(X < 0) y P(-9 < X < 1).
(b) Hallar el valor de  que cumple la condicién P(X > x) = 0,01.

7. La variable aleatoria X tiene densidad dada por

p(x) =

cx?, si0<z <1,
0, siz<06x>1

(a) Hallar el valor de c. (b) Hallar la funcién de distribucién de X, y (c)
calcular la probabilidad P(0,1 < X < 0,4).

8. Una variable aleatoria con funcién de distribucion

1— e /0% 2 >0,
0, z < 0.

donde o > 0, se denomina distribucion de Rayleigh. Hallar la densidad de
esta variable aleatoria, y calcular la probabilidad P(0 < X < o).

9. Verificar, que la funciéon dada por

p(z) = { (%)GH, x> b,
0,

x < b.

Sls]

donde a y b son constantes positivas, es la densidad correspondiente una
variable aleatoria, y calcular su funcion de distribucién correspondiente.
(Esta distribucién se denomina distribucion de Pareto.)

10. El vector aleatorio (X,Y") tiene distribucién discreta, dada en la si-
guiente tabla:
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x\y‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘
0 02 0 10,1] 0
1 |o1/02]01] 0
2 |0 l01/01]01

donde se indican las probabilidades P(X = z,Y = y), de forma que, por
ejemplo, P(X =2,Y =3) =0,1. Hallar P(X =0), P(X =1), P(X = 2),
y la funcién de distribucién de la variable aleatoria X.

11. En las condiciones del ejercicio [I0, calcular P(Y = 0), P(Y = 1),
P(Y = 2), P(Y = 3) y hallar la funcién de distribucién de la variable
aleatoria Y.

12. El vector aleatorio (X,Y) tiene densidad dada por

(2.y) = cry?, 0<2<20<y<1,
P\, y) = 0, en caso contrario.

donde ¢ es una constante. Hallar: (a) el valor de ¢; (b) la funcién de
distribucién de la variable aleatoria X; (c¢) la funcién de distribucién de la
variable aleatoria Y’; (d) las densidades de las variables aleatorias X e Y.

13. ;Son independientes las variables aleatorias X e Y del ejercicio 127
.Son independientes las variables aleatorias X e Y del ejercicio 10

14. En las condiciones del ejercicio[I2] calcular las probabilidades P(X <
1), POS<Y<1)yPX <1,05<Y <1).

15. El vector aleatorio (X,Y) tiene densidad dada por

() = cre™?, 0<zr<1,0<y < o0,
P = 0,  en caso contrario.

donde ¢ es una constante. (a) Hallar el valor de ¢. (b) ;Resultan indepen-
dientes las variables aleatorias X e Y'?

16. La duracion en horas de un cierto tipo de lampara es una variable
aleatoria que tiene densidad dada por

() = { 0001700 >0,
Py = 0, x < 0.
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Se elijen al azar 3 lamparas de una cierta partida. Calcular las proba-
bilidades de que: (a) ni una de las ldmparas se tenga que cambiar en el
transcurso de las primeras 1000 horas; (b) las tres lamparas tengan que
ser cambiadas en el mismo lapso de tiempo.

17. Una urna contiene 6 bolas numeradas del 1 al 6. Se eligen al azar, y sin
remplazo, 3 bolas. Sea X la variable aleatoria que indica el mayor de los
nimeros obtenido en las bolas elegidas. Hallar la funcion de distribucion
de la variable aleatoria X, y calcular P(X > 5).

18. La variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F'(z) y densidad
p(z). Hallar la funcién de distribucién y la densidad de la variable aleatoria
Y =aX + b, donde a > 0 y b son constantes.

19. La variable aleatoria X tiene distribuciéon uniforme en el intervalo
(0,1). Demostrar que la variable aleatoria Y = 2X — 1 tiene distribucién
uniforme en el intervalo (—1,1).

20. La variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F(x) continua
y estrictamente creciente. Demostrar que la variable aleatoria F'(X) tiene
distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).

21. Consideremos una variable aleatoria Y con distribucién uniforme en
el intervalo (0, 1), y sea F'(z) una funcién de distribucién continua y estric-
tamente creciente. Demostrar que la variable aleatoria F'~!(Y"), donde F !
denota la funcién inversa de la funcion F', tiene funciéon de distribucion

22. Construir un ejemplo de dos variables aleatorias distintas, que tengan
igual funcién de distribucién.

23. La variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F'(z). Hallar las
funciones de distribucién de las variables aleatorias Y = X3y Z = —X.

24. Las variables aleatorias X e Y son independientes, y tienen la misma
densidad, dada por

e *, x>0,
0, z<0.

Demostrar que la variable aleatoria X + Y tiene densidad, dada por

rze ™ x>0,
9(x) = 0 z < 0.
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25. Demostrar la siguiente proposicion: Si X e Y son variables aleatorias
independientes con distribucion de Poisson con parametros Ay y Ay res-
pectivamente, entonces X + Y es una variable aleatoria con distribucion
de Poisson de parametro A; + As.

26. Sean X eY variables aleatorias independientes, cada una de las cuales
tiene distribucién uniforme en el intervalo (0,1). Hallar la densidad de
X+Y.

27. Sean X e Y variables aleatorias independientes, con densidades res-
pectivas pi(z) y po(z). Hallar la densidad de la diferencia X — Y.

28. (a) Sea X una variable aleatoria con distribucién exponencial de pa-
rametro o > 0. Demostrar que

P(X>z+y|X>z)=P(X >y). (3.34)

Esta propiedad se denomina pérdida de memoria.

(b) Sea G: [0,00) — R una funcién real, que verifica G(0) = 1, y cumple
la ecuacion funcional

G(x +y) = G(x)G(y) para todo z > 0, y > 0.

(i) Demostrar que G(x) = G(1)* para todo x racional. (ii) Demostrar
que si ademads la funcién G(x) es decreciente, entonces existe o > 0 tal
que G(z) = e **. (iii) Concluir que una variable aleatoria que cumple la
propiedad (B.34]) tiene distribucién exponencial.



Capitulo 4

Esperanza matematica,
varianza, y otros momentos de
variables aleatorias

4.1. Esperanza matematica

Consideremos un espacio de probabilidad (2, A, P) y una variable alea~
toria X = X(w), w € Q. El espacio de probabilidad dado es un espacio
medible con una medida, y la variable aleatoria una funcion mediblel].
Podemos en consecuencia introducir la nocién de integral. Supongamos
entonces que [, |X[dP < oco. En este caso decimos que existe la esperan-
za matemdtica, el valor esperado, o mas brevemente la esperanza de la

variable aleatoria X, que designamos E X y definimos mediante la identi-
dad

EX:/XdP. (4.1)

Cuando la variable aleatoria X estd acotada, es decir | X (w)| < C para
todo w € Q y para alguna constante C, existe la esperanza matematica
E X y es vélida la desigualdad | E X| < C. En efecto, se tiene

\EX\:’/QXdP’g/ﬂ\X|dP§C/QdP:C’P(Q):C.

IE] lector que no se encuentre no familiarizado con la teorfa de la medida, puede
restringirse a la consideracion de variables aleatorias que tengan distribucion discreta
o absolutamente continua, y tomar, en calidad de definicién de esperanza matemaética,
las férmulas (@A) y (1) respectivamente, en la pdgina [R8

87



88 Capitulo 4. Esperanza, varianza, y otros momentos

Para las variables aleatorias no acotadas, la esperanza matematica no
necesariamente existe.

Sea X una variable aleatoria definida en un espacio de probabilidad
(Q, A, P). Consideremos una nueva medida de probabilidad P x, definida
en los conjuntos borelianos B de la recta real, mediante Py (B) = P(X €
B). (Es inmediato verificar que la funcién Py verifica los axiomas de la
seccién 1.2.) En particular, si F'(x) es la distribucién de la variable alea-
toria X, para los intervalos de la recta real de la forma (a,b] tenemos
Py ((a.]) = F(b) - Fla).

De esta forma, la variable aleatoria X : {2 — R genera un nuevo espacio
de probabilidad (R, B,Py), donde B es la o—dlgebra de los conjuntos de
Borel y Px la probabilidad recién definida.

Sea g(z) una funcién de Boreld definida en la recta real. Del anali-
sis real es conocida la siguiente proposicion: si una de las dos integrales
Jolg(X)|dP 6 [, |g|dPx es finita, entonces es finita la otra, y tiene lugar
la identidad

/g(X)dP = /g(x)dPX. (4.2)

Q R

Esta proposicion se demuestra primero para una variable aleatoria que
toma una cantidad finita de valores (una funcién simple en la terminologia
del andlisis real), luego para una variable aleatoria positiva y arbitraria
mediante pasaje al limite, y finalmente para una variable aleatoria que
toma valores de ambos signos. Nos restringimos aqui a la demostracion
de la igualdad (£2]) para una variable aleatoria X que toma una cantidad
finita de valores x4, ..., x,,, con probabilidades p1, ..., p,, respectivamente

(p1 + -+ pm = 1). Calculemos primero la integral en el lado izquierdo
de (A2). Sea Ay = {w: X(w) =2} (k=1,...,m). Tenemos

/Qg(X)dP i/ (X)szi/Akg(xk)dP

. g
olar) [P =30 PAG) = 3 gl

Para el cdlculo de la integral en el lado derecho de (£.2), partimos la
recta real en los puntos zy,...,x,,, suponiendo que x; < -+ < Tp,, ¥

2Ver nota en la pagina
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la representamos como la unién de los conjuntos formados por un pun-

to {z1},....{zm}, los intervalos By = (—00,x1) y By = (¥, 00), y los
intervalos finitos By = (x, xr41) (K =1,...,m — 1). Entonces
/g(x)dPX :Z/ g(m)dPX—i—Z/ g(z)d Py .
R k=1 {zx} k=0 v Bk

Por la definicion de la medida Py, tenemos
/ g(x)dPx = g(z) P(Ay), parak =1,...,m,
{zx}
/ g(x)dPx =0, parak =0,...,m.
By

En consecuencia, tenemos

[ o@1aPsx =" gtanim.

k=1

concluyendo la demostracion.

La integral a la derecha en (£2) también se designa [*°_g(z)dF (),
donde F(x) es la funcién de distribucién de la variable aleatoria X. En el
caso en que g(z) es continua, se puede demostrar que esta tltima integral
coincide con la integral de Riemann-Stieltjes, para la cual se utiliza la
misma notacién. La integral de Riemann-Stieltjes se define como el limite
de las sumas integrales

a——00 A—0
b—+o0o

lim lim ig(ﬁk) (F($k+1) - F('rk))u

donde se consideran particiones a = g < x; < --- < x, = b cuya norma
es A = maxXo<g<n—1(Trr1 — Tk, siendo & € (zx, Tp41] un punto interior en
cada intervalo de la particion.

De la identidad (4.2) se obtiene, utilizando la notacién recién introdu-
cida, que

E g(X) = / g(X)dP = / 9(2)dPx — / T o@dF@),  (43)

— o0
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donde la esperanza existe, si las integrales anteriores convergen absoluta-
mente. En el caso particular en el que g(x) = z para todo z real, obtenemos

EX:/XdP:/deX:/ xdF (x),
Q R —00

si las integrales anteriores convergen absolutamente.
Veamos ahora los dos tipos mas importantes de distribuciones: discre-
tas y absolutamente continuas.

Esperanza matematica para variables aleatorias con
distribucion discreta
Consideremos una variable aleatoria X con distribucion discreta, que

toma los valores x1, o, ... con probabilidades pi, ps ... respectivamente.
Sea ¢g(x) una funcién continua. Entonces

Eg(X) =Y g(@)p, (4.4)

donde la esperanza existe si la serie anterior es absolutamente convergente,
es decir, si Y, |g(zx)|pr < 0o. En el caso particular en el que g(z) =
para todo x real, obtenemos

EX = i, (4.5)
k

si la serie anterior es absolutamente convergente. La férmula (4.4) se ob-
tiene a partir de (£3]), y también a partir de (4.I]). Si X toma tnicamente
una cantidad finita de valores x1, ..., z,,, existe su esperanza matematica,
dado que en (4.5) hay un ntmero finito de sumandos. Mas precisamente,
tenemos

EX = Z TEPE-
k=1

Si ademads se verifica p; = - -+ = p,, = 1/m, entonces

1 m
EX = E;I’k,
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es decir, la esperanza matematica E X resulta ser el promedio aritmético
de los valores que toma la variable aleatoria X. En general, en el caso
discreto (4.5)), se puede considerar a E X como un promedio ponderado de
los valores z; que toma la variable aleatoria X, donde las probabilidades
pr actian como factores de ponderacion.

Esperanza matematica para variables aleatorias con
distribucion absolutamente continua

Sea X una variable aleatoria absolutamente continua, con densidad
p(z). Sea g(x) una funcién continua. Entonces

Bg(x) - [ " g(o)p(x)de, (4.6)

—00
donde la esperanza existe si la integral anterior es absolutamente conver-
gente, es decir, si f_oooo lg(x)|p(x)dxr < oo. En en el caso particular en el
que g(z) = x para todo x real, obtenemos

EX = /_00 xp(z)dz, (4.7)

si la integral anterior es absolutamente convergente. La féormula (4.6]) se
obtiene a partir de (4.3)).

Calculemos ahora las esperanzas matemaéticas de algunas variables
aleatorias cuyas distribuciones se encuentran en diversas aplicaciones.

Ejemplo 4.1. Calcular la esperanza mateméatica de una variable aleatoria
X con distribucién degenerada.

Tenemos P(X = ¢) = 1, donde ¢ es una constante dada. La varia-
ble aleatoria X tiene distribucién discreta, y toma el tnico valor ¢ con
probabilidad 1. Aplicando (4.5]), obtenemos

EX=cx1=c¢c

Ejemplo 4.2. Calcular la esperanza matematica de los puntos obtenidos
al tirar un dado.

Tenemos que calcular E X para una variable aleatoria X con distri-
bucién discreta, que toma, con probabilidad 1/6, cada uno de los valores
1,2,3,4,5 6 6. Aplicando la férmula (4.5]), tenemos

6
1 21
EX:—E k=—=35.
61<;:1 6 ’
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FEjemplo 4.3. Calcular la esperanza matemaética de una variable aleatoria
X con distribucién binomial con pardmetros (n, p).

Esta variable aleatoria toma el valor k, con probabilidad P(X = k) =
(Z)pkq”_k, donde ¢ = 1—p, parak = 0,1,...,m. Aplicando (LX), tenemos

EX:ZkP(X Zkk‘ 'pq
n—l L — (n—1 i n—1—i
—Z k),pq np;)( ; )pq :

donde pusimos i = k — 1. Como la suma tultima vale (¢ + p)"~ ! = 1,

obtenemos que E X = np.

FEjemplo 4.4. Calcular la esperanza matemaética de una variable aleatoria
X con distribucion de Poisson con parametro A > 0.
La variable aleatoria X toma el valor k£ con probabilidad P(X = k) =
Fe=A/k!, para k = 0,1,... Aplicando la férmula (&3], tenemos

o Ak 1

EX:ikP(X:k:):ik)\k > = -AZ
k=0 k=1 k=1

FEjemplo 4.5. Calcular la esperanza matemaética de una variable aleatoria
X con distribucién normal con pardmetros (a, o).
La variable aleatoria considerada tiene densidad, dada por

—)\_AA A.

1 2 2
— —(z—a)?/(207)

T) = e .
p( ) oV 2T

Aplicando la férmula (7)), tenemos

(z—a) /(202)d{l§'.

EX = dr =
/_Ooxp(x) T = o—\/ﬁ

Al realizar el cambio de variable u = (x — a) /o, obtenemos

1 & 2
EX=— a+ou)e " Pdu
\/271'/—00( )
_a Ry o /OO 2
= e du + —— ue du = a,
\/271'/_00 V2T J oo

en vista de que la primer integral vale v/27, vy la segunda es nula, por ser
el integrando una funcién impar.
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Ejemplo 4.6. Calcular la esperanza matemédtica de una variable aleatoria
X con distribucién de Cauchy.
La variable aleatoria considerada tiene densidad, dada por

p(x) = 1/(m(1+ 2%)).

L. . . . oo
La esperanza matematica de esta variable existe, si [~ |z|p(x)dz < oo.
Tenemos

b b b
/ xp(x):l/ i dx:iln(1+x2)’ zziln(1+bz)—>oo,
0

T Jo 1+ a? 27 0 s

si b — co. En conclusién, [7_|z|p(z)dz = 2 [;° ap(x)dz = co. De esta
forma, la esperanza matematica de la variable aleatorla considerada no
existe.

Consideremos un espacio de probabilidad (£2,.4,P) y un vector alea-
torio (X,Y’) con funcién de distribucién F(z,y). Argumentos andlogos a
los del principio de esta secciéon permiten afirmar que el vector aleatorio
(X,Y): Q — R? genera un nuevo espacio de probabilidad (R?, B, Pyy),
donde B es la o-dlgebra de los conjuntos de Borel en R?, v Pxy es
una medida de probabilidad, definida a partir de la igualdad Pxy (D) =
P((X JY) € D) para cualquier rectangulo D del plano R2.

Tiene lugar entonces la siguiente igualdad, andloga a (£2)):

[ ax P = [ aepapyy. (48)

para una funcién continua g(z,y) (y mas en general, para funciones g(z, y)
de Borel).

Si el vector aleatorio tiene distribucion discreta, y toma los valores
(xk,y;) con probabilidades py; = P(X =z, Y = y;) (k,j = 1,2,...),
aplicando la férmula (4.8)) se obtiene, que

Eg(X,Y) Zg Tk Y3)Ph (4.9)

si la serie anterior es absolutamente convergente.
Si el vector aleatorio tiene densidad p(z,y), entonces

Eg(X,Y) Z/_Oo /_oo 9(z,y)p(x, y)dzdy, (4.10)

si la integral anterior es absolutamente convergente.
Estudiamos ahora las propiedades de la esperanza matemaética.
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Propiedad 1. Consideremos una variable aleatoria X con espemnzcﬁ ma-
temdtica E X, y dos reales a,b. Entonces E(aX +0) = aE X + b.

Esta proposicién es una consecuencia directa de la definicién ([{1]). Se
puede también obtener, a partir de las férmulas (EH) y (£7), correspon-
dientes a las distribuciones discretas y absolutamente continuas.

Propiedad 2. Consideremos dos variables aleatorias X, Y con esperanzas
respectivas E X, EY . Entonces

EX+Y)=EX+EY.

Demostracion. Esta proposicion es consecuencia inmediata de la féormu-
la (@J)). Veamos la demostracién cuando las variables tienen distribucién
discreta; X toma los valores x1, T, ...; Y toma los valores y;, s, . ... Apli-
cando la féormula (£9), tenemos

E(X +Y) = Z(mi +y)P(X =2;,Y =)
—Z:BZZP =2, Y =)
+Z%ZP =Y =y;)
_sz +Zy] —EX +EY,

lo que concluye la demostracion en el caso discreto. Si el vector aleatorio
(X,Y) tiene densidad p(z,y), aplicando la férmula (@I0) obtenemos

E(X+Y) = /_ Z /_ Z(m + y)p(z, y)dzdy

:/_OOx(/_oop(x,y)dy>dx+/ooy(/mp(x,y)dfC)dy

_ / apy()de + / ypa(y)dy = EX + BY,

donde p;(x) y po(z) son las densidades de las variables aleatorias X e Y
respectivamente. [

3Se entiende que existe la esperanza matematica de la variable aleatoria.
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Propiedad 3. Consideremos dos variables aleatorias independientes X,Y
con esperanzas respectivas E X, EY . Entonces

E(XY)=EXEY. (4.11)

Demostracion. Demostremos esta proposicion en primer lugar, en el caso
en el que las variables aleatorias tienen distribucién discreta; X toma
los valores x1,xs,...; Y toma los valores yi,ys, ... Aplicando [E9) y la
proposicién Bl tenemos

:inyjP(X:% = ;) ley] i) P(Y =)
i.j
Y P = Zy] Y =y)=EXEY.

Si el vector aleatorio (X,Y') tiene densidad p(z,y), aplicando la proposi-
cién B3] obtenemos que p(x,y) = p1(x)p2(y), donde py(x) y pa2(y) son las
densidades de las variables aleatorias X e Y respectivamente. En vista de

(E10), tenemos

E(XY) = / / zyp(z,y)dedy = / / zypr (z)p2(y)dady
_ / £y (z)d / ypa(y)dy = EXEY,

concluyendo la demostracion en el caso absolutamente continuo.

Veamos ahora una demostracion en el caso general. Sabemos que el
resultado es cierto en el caso discreto. Supongamos primero que X e Y
son variables aleatorias independientes y no negativas, con esperanzas res-
pectivas E X y EY, definidas en un espacio de probabilidad (€2, 4, P).

Consideremos para cada n = 1,2,..., las variables aleatorias de la
forma

(1—1)/2", si(i—1)/2" < X(w) <i/2" (i =1,...,n2"),
Xp(w) =
0, si X(w) > n.

Es claro que lim,, ,, X, (w) = X (w) para todo w € €, donde la sucesién
{X,(w)} es no decreciente. En forma analoga introducimos la sucesién
{Y,.(w)}, que presenta el mismo comportamiento. Las variables aleato-
rias X,, e Y,, tienen distribucién discreta, y toman una cantidad finita de
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valores. Por ser X e Y independientes, aplicando la proposicién B.1], las
variables X, e Y,, resultan ser, también, independientes. Entonces, por lo
ya demostrado

E(X,Y,) =EX,EY,. (4.12)

Teniendo en cuenta, que X, (w) — X(w) para todo w € €, obtenemod!
Jo XndP — [, XdP, esdecir, E X, — E X. En forma andloga obtenemos
EY, — EY, y también E(X,Y,) — E(XY). Entonces, por la férmula
#12), concluimos que E(XY)=EXEY.

Sean ahora X e Y variables aleatorias arbitrarias, para las cuales existe
la esperanza matematica. Definimos

X (w) = max (0, X (w)), X~ (w) = méx (0, X (w)).

Es claro que Xt (w) >0, X~ (w) >0,y que X(w) = X" (w) — X~ (w) para
cada w € Q. Definimos en forma andloga las variables aleatorias Y™ e Y.
Veamos que las variables aleatorias X e Y* son independientes. Su-

pongamos primero que x > 0, e y > 0. En este caso, tenemos las igualdades
de sucesos { X+ <z} ={X <z}, {Y <y} ={Y <y}, y por ésto,

PXT<z,Y"<y)=PX <z,Y <y)
=P(X <2)P(Y <y)=P(X" <2)P(Y" <y),

donde utilizamos que las variables aleatorias X e Y son independientes.
Veamos las posibilidades restantes. Six < 0, el suceso { X < z} es imposi-
ble, porloque P(XT <z, YT <y)=P)) =0=P(XT <z)PYT+ <y).
Siy < 0, ocurre lo mismo. En conclusién, las variables aleatorias X+ e Y+
son independientes. Es analogo demostrar la independencia de las parejas
de variables aleatorias XT eY ", X~ eY™, X~ e Y. Por ésto

E(XY)=EX*—-X)(Y*T-Y")
—EXTYT - XY - X YT+ XY)
=EX'YN) -EX'Y ) -EX YH+EX YY)
=EXTEY"-EXTEY -EX EY"+EX EY~
= (EXT-EX ) (EY"-EY )=EXEY.

concluyendo la demostracion. O

4 Aquf se utiliza el teorema de convergencia monétona.
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4.2. Varianza

Consideremos un espacio de probabilidad (2, A, P) y una variable alea-
toria X = X (w), w € €. Supongamos que existe la esperanza matematica
de esta variable aleatoria, dada por E X = a. Definimos la varianza (lla-
mada también variancia) de la variable aleatoria X, como la esperanza
matemética de la variable aleatoria (X —a)?, cuando esta tltima esperanza
existe, y la designamos var X. De esta forma, hemos definido

var X = E(X —a)?, (4.13)

si la esperanza anterior existe, donde suponemos que existe la esperanza
matematica de la variable aleatoria X, dada por

a=EX.

Al valor positivo de la raiz cuadrada de la varianza le llamamos desviacion
estandar de la variable aleatoria X, y lo designamos ox. De esta forma,
ox = V/var X, o en forma equivalente, var X = o%.

Seguin nuestra definicién de esperanza matemética (£.I]) y la identidad

(42)), en el caso general se obtienen las férmulas

var X — /Q(X _ a)2dP = /_Oo (z — a)2dF(z), (4.14)

oo

y la varianza existe si alguna de las integrales anteriores es convergente (lo
que equivale, en este caso, a la convergencia absoluta), donde suponemos
que existe la esperanza

a:EX:/XdP:/ zdF(z).
Q _

o

Consideremos ahora los dos tipos mas importantes de distribuciones.
Si la variable aleatoria X tiene distribucién discreta, y toma los valores
T1,T9,... con probabilidades pq, ps, ... respectivamente, entonces

var X =Y (zy, — a)’ps, (4.15)
k

si la serie anterior es convergente, donde suponemos que existe la esperanza

a = Z TEPk-
k
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Si X es una variable aleatoria con densidad p(x), entonces
var X — / (z — a)2p(a)dz, (4.16)

si la integral anterior es convergente, donde suponemos que existe la es-

peranza
a= / xp(x)dx.

Las férmulas (£I5) y (4I6]) se deducen de la definicién de varianza
EI3), y de las férmulas (@4) y (&8), donde ponemos g(z) = (z — a)?.

Veamos dos identidades ttiles, que verifica la varianza de una variable
aleatoria arbitraria X. Tenemos

var X = E(X?) — (EX)?, (4.17)
var X =E(X(X-1)) —EX(EX —1). (4.18)
Demostremos (£1I7). Aplicando la definicién de varianza (EI3]), obtenemos
var X = E(X? - 2aX +ad*) = E(X?) - 2aEX +a*> =E(X?) - (EX)%
Para demostrar (4.I8)), tenemos
E(X(X-1)-EX(EX-1)=EX’)-EX - (EX)’+EX
=E(X?) - (EX)? = var X.

Ejemplo 4.7. Calcular la varianza de una variable aleatoria X con distri-
bucién binomial con pardmetros (n, p).

Sabemos del ejemplo L3 que E X = np. Utilicemos la identidad (£.I8]),
especialmente adecuada si X toma tinicamente valores enteros. Si g = 1—p,
tenemos

n n n

E — — — — — _ k n—k
(XX =1) =) k(k—1)P(X =k) =) k(k—1) (k)p q
k=0 k=0
n—2
2 (n=2)l o
<in—2— !

=n(n—1)p*(qg+p)" % = n(n—1)p*.

Por ésto, de (AI8) obtenemos

var X = n(n — 1)p? —np(np — 1) = np(1 — p) = npq.
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Ejemplo 4.8. Calcular la varianza de una variable aleatoria X con distri-
buciéon de Poisson con parametro A > 0.
Tenemos

E(X(X—l)):Zk(k—l)% =\ —AZ N

_)\2 —)\)\ >\2

Por ésto, teniendo en cuenta que E X = \ (ver ejemplo 4] y la férmula

(413), obtenemos
var X = A2 — A(A—1) =\,

Ejemplo 4.9. Calcular la varianza de una variable aleatoria X con distri-
bucién normal con pardmetros (a, o).
En el ejemplo obtuvimos que E X = a. Aplicando ([&I6), tenemos

var X = / r—a) 2 e~ (@=0)?/(20%) g,

oV 2T

Introducimos el cambio de variable u = (z — a)/o y aplicamos la férmula
de integracion por partes, para obtener

2 00
X — 2 —u2/2d — o / d< . —u2/2)
var \/_/ u —m _oou e

2
e~ 2dy = o2,

:m

De esta forma var X = 02, y en consecuencia o es la desviacién estandar
de la variable aleatoria X. Encontramos asi el sentido probabilistico de los
parametros a y o que caracterizan a una distribucién normal.

Veamos las propiedades que verifica la varianza de una variable alea-
toria.

Propiedad 1. Para cualquier variable aleatoria X se verifica var X > 0.

Esta conclusiéon es inmediata a partir de cualquiera de las definiciones
que se utilice.

Propiedad 2. Se verifica var X = 0 si y solo si la variable aleatoria X
tiene distribucion degenerada.
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Demostracion. Supongamos que X tiene distribucion degenerada, es decir
P(X = ¢) = 1 para alguna constante c real. Entonces EX = ¢, y var X =
E(X —c¢)?=(c—c)!x1=0.

Supongamos ahora que var X = 0 y sea a = E X. Demostremos prime-
ro que X tiene distribucién degenerada cuando tiene distribucion discreta,
y toma los valores 1, xs, ... con probabilidades py, ps, ... respectivamen-
te. En este caso tenemos

var X = Z(xk —a)’p, = 0.
k

Entonces cada sumando es nulo, y 2, = a para todo k = 1,2,... (porque
pr > 0). Por ésto P(X =a) = p; +py+--- =1,y X tiene distribucién
degenerada.

Veamos la demostracion en el caso general, si el lector considera posible
utilizar la definicién de varianza (A.I4]). En este caso tenemos

var X = /(X—a)zdP = 0.
Q
Como (X — a)? > 0, entonces P((X(w) — a)? = 0) = 1 es decir, P(X =
a) = 1, y la variable aleatoria X tiene distribucién degenerada. O

Propiedad 3. Sea X una variable aleatoria con varianza var X, y sean
a,b constantes. Entonces

var(aX +b) = a® var X.
Demostracion. Por la definicién de varianza, tenemos
var(aX +b) = E(aX +b—E(aX +0))° =E(aX +b—aEX —b)
—E(a(X —EX))* = ®E(X - EX)? = d>var X,
concluyendo la demostracion. O

Propiedad 4. Sean X e Y wariables aleatorias independientes, para las
cuales existe la vartanza. Entonces

var(X +Y) =var X + varY.

Esta propiedad es un caso particular de la siguiente.
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Propiedad 5. Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes dos a
dos, para las cuales existe la varianza. Entonces

var(X, +---+ X,) =var X +--- + var X,,. (4.19)

Demostracion. Designemos ar = E Xy (kK = 1,...,n). Partiendo de la
definicion de varianza, tenemos

varzn:Xk = E(Zn:Xk ~ Ezn:Xk>2 _ E(Zn:(Xk - ak)>2
k=1 k=1 k=1

k=1

:ZE(Xk—ak)2+2 Z E(Xy — ar)(X; — a;)

k=1 1<k<j<n

n
= E var Xy,
k=1

porque

en vista de la independencia de las variables aleatorias X, y X; para j # k.
Esto concluye la demostracion. O

Combinando las propiedades By Bl se obtiene la siguiente proposicién:
si X1,...,X, son variables independientes dos a dos, para las cuales existe
la varianza, y aq, ..., a,, b son constantes, entonces

var(a, X1+ -+ a, X, +b) = a% var X +---+ ai var X,,.

En particular, si X e Y son variables aleatorias independientes para las
cuales existe la varianza, tenemos var(X —Y) = var X + var Y.

La esperanza matematica y la varianza son las dos caracteristicas nu-
méricas mas importantes de una variable aleatoria; otras caracteristicas
numéricas seran consideradas en la seccién 4. La esperanza matematica de
una variable aleatoria caracteriza la posicion central, o representativa, de
los valores que ésta toma. Por su parte, la varianza es una caracteristica del
grado de concentracién de estos valores alrededor de la esperanza. Cuanto
mayor sea esta concentracion, menor sera la varianza (en otras palabras:
cuanto mayor sea la dispersiéon de los valores que toma la variable aleatoria
alrededor de la esperanza, mayor serd la varianza).
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La esperanza matematica de una variable aleatoria es una caracteristi-
ca mas precisa, cuanto menor es su varianza.

Sea X es una variable aleatoria con funcién de distribucién F(z). Su-
pongamos que en la recta real se distribuye una unidad de masa, de acuer-
do a la siguiente regla: a la izquierda de cada punto x se encuentra una
cantidad de masa igual a F'(z). Entonces, E X indica la abscisa del centro
de gravedad de esta masa distribuida, y var X su momento de inercia.

4.3. Desigualdad de Chebishev

Comencemos demostrando la siguiente proposicion.

Lema 4.1. Consideremos una variable aleatoria X no negativa, para la
cual existe la esperanza matemdtica E X . Para cualquier t > 0, tenemos

1
P(X >1) < EX. (4.20)

Demostracion. Demostremos primero este lema cuando X tiene distribu-
cién discreta, y toma los valores 1, o, ..., con probabilidades py, po, .. .,
respectivamente. Como x, > 0 para todo k, tenemos

EX = mpe> Y o> Y ipp=tP(X >1),
k

k: "Ekzt kZIEth

y de aqui se obtiene (£.20]).
Si X tiene densidad p(z) resulta que p(x) = 0 para todo = < 0, porque

z < 0 implica F(z) = P(X < z) =0 cuando X > 0. Por ésto,
EX = / xp(x)dx = / xp(x)dx > / xp(z)dr > / tp(z)dx
—00 0 t t
= t/ p(z)der =tP(X >t),
t

obteniendo (4.20). Si el lector considera posible utilizar la definicién (4.1),

la demostracion del lema sigue el mismo esquema:

EX:/XdPZ/ XdPZt/ dP = tP(X > 1),
Q {w: X(w)>t} {w: X(w)>t}

concluyendo la demostracion. O
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Este lema fue demostrado por Chebishev. La condicién X > 0 no se
puede omitir; sin ella podria ocurrir que E X < 0, lo que es incompatible
con la desigualdad ([£20).

Sea ahora X una variable aleatoria arbitraria, para la cual existe la
varianza. Designemos Z = (X — E X)2. Es claro que Z toma valores no
negativos, y que E Z = var X. Por el lema anterior tenemos que para todo
e > 0, se verifica

1
P(X-EX)*>¢%) < S var X,

que, tomando raiz cuadrada, es
1
P(|X—EX| 25) < - var X. (4.21)
€

La desigualdad (4.21]), vélida para cualquier variable con varianza y para
cualquier € > 0, se denomina desigualdad de Chebishev.

Esta desigualdad resulta ser una de las mas utilizadas en la teoria de
la probabilidad. Teniendo en cuenta, que la suma de las probabilidades
de un suceso y su contrario es igual a uno, la desigualdad de Chebishev
([4.21]) se puede escribir de la forma

P(I X -EX|<e¢) 21—6—12varX,

para cualquier € > 0.

4.4. Momentos de 6rdenes superiores. Me-
diana y cuantiles

Consideremos una variable aleatoria X y un natural £ > 1. Defini-
mos el momento de orden k de la variable aleatoria X, también llamado
momento inicial de orden k, que designamos oy, mediante la identidad

o, = B(X%),

cuando la esperanza anterior existe. En particular, a; = E X. Observemos
que la existencia del momento de orden k de una variable aleatoria es
equivalente a la finitud del asi llamado momento absoluto de orden k,
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también llamado momento absoluto inicial de orden k, designado [ y
definido mediante la identidad

By = BE|X|*.

Si una variable aleatoria X esta acotada, es decir, si | X| < C para alguna
constante C', entonces, existen sus momentos «; y [y para cualquier k.
(Ver la observacién luego de la definicion ([@.1]), pagina [85])

Proposicion 4.1. Sea X una variable aleatoria. Si existe su momento de
orden k, entonces, existe su momento de orden m, para todom =1,... k.

Demostracion. Elegimos 1 < m < k. Vale la desigualdad | X|™ < 1+|X|*.
En efecto, si |X| < 1, se tiene | X|™ < 1, y si | X| > 1, se tiene | X|™ <
| X |k, De esta desigualdad se obtiene que E|X|™ < 1+ E|X|*, es decir,
Bm < 1+ 0 sil <m < k. Como fy es finito, (3, es finito, concluyendo la
demostracion. O

Consideremos una variable aleatoria X y un natural £ > 1. Definimos
el momento centrado de orden k de la variable aleatoria X, que designamos
1, mediante la identidad

o= B(X —EX)",

cuando la esperanzas anteriores existen.

Como ocurre con el momento de orden k, la existencia del momento
centrado de orden k de una variable aleatoria es equivalente a la finitud del
momento absoluto centrado de orden k, designado v, y definido mediante
la identidad

v, = E|X —EX|".

cuando la esperanza anterior es finita. En particular, us = v = var X.

Consideremos un numero real p > 1. Definimos el momento absoluto
wnictal y el momento absoluto centrado de orden p de una variable aleatoria
X, mediante las férmulas

B =EX[", 1y =EX-EX],

respectivamente, si existen las esperanzas. De la desigualdad de Cauchy-
Bunyakovsky se obtiene, que E | X| < /E(X?), es decir f; < 521/2, si los
momentos anteriores existen. Esta desigualdad se obtiene también de la
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desigualdad de Lyapunov: 3/* < 8", si0 < s < 7. (Estas desigualdades
se presentan sin aqui demostracion, ver ejercicio [, capitulo 9.)

Definimos la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria
X, mediante la identidad

M(t) = Ee™,

para los valores reales de t para los cuales existe la esperanza anterior.
Si bien esta esperanza siempre existe para t = 0, no siempre se tiene un
intervalo no degenerado que contenga al origen, en donde M (t) esté defi-
nida. Si esta funcién estd definida para todo ¢ de un intervalo |¢| < b, en
este intervalo vale la férmula

k=1 ’

que surge de su desarrollo de Taylor. Si | X| < C' para alguna constante
C, entonces, la funcion generatriz de momentos estd definida para todo ¢
real.

Como los momentos de una variable aleatoria no siempre existen, se
introducen otras caracteristicas numéricas de las variables aleatorias, que
existen siempre.

Consideremos una variable aleatoria X y un ntimero 0 < ¢ < 1. Lla-
mamos cuantil de orden ¢ de la variable aleatoria X, a cualquier niimero
kg que verifique las condiciones

P(X <ky) >q, P(X>kry)>1—gq.

Si la funcion de distribucién de una variable aleatoria X es estrictamente
creciente en toda la recta real, su cuantil de cualquier orden ¢ es tnico.
Una variable aleatoria arbitraria no siempre cumple esta condicién.

El cuantil de orden 1/2 se denomina mediana. De esta forma, la me-
diana de una variable aleatoria X es cualquier niimero m, que verifica las
condiciones

POX<m)>5  P(XZm)>

N =

Ejemplo 4.10. Consideremos una variable aleatoria X, que toma el valor 0
con probabilidad 1/2, y el valor 1 con probabilidad 1/2. Cualquier niimero
del intervalo cerrado [0, 1] es mediana de esta variable aleatoria.
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Los cuantiles de orden 1/4, 1/2 y 3/4, se denominan cuartiles.

La moda de una variable aleatoria X se define tnicamente para va-
riables aleatorias con distribucién discreta o absolutamente continua. Si
X tiene distribuciéon discreta, y toma los valores xy < x9 < x3 < -+,
con probabilidades pi, ps, p3, ..., respectivamente, entonces, la moda de
la variable aleatoria X es cualquier ntimero x, para el que se cumpla
Pr—1 < Pr > Pra1- Si X tiene densidad dada por p(zx), entonces, la moda
de X es cualquier punto de maximo local de p(x). Es claro, que en general,
la moda no es unica.

Si una variable aleatoria tiene una tinica moda su distribucion se de-
nomina unimodal.

Para una variable aleatoria X con distribucién normal con pardametros
(a,0), la esperanza matemética, la mediana y la moda coinciden, y toman
el valor del parametro a. La mediana y la moda en este caso son unicas.

4.5. Covarianza, coeficiente de correlacion.
Matriz de Covarianza

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, .4, P), y dos variables
aleatorias X e Y, con esperanzas mateméticas E X y EY respectivamen-
te. Definimos la covarianza entre X e Y como la esperanza matematica
del producto (X — EX)(Y — EY), cuando esta esperanza existe, y la
designamos cov(X,Y). Hemos entonces definido

cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY), (4.22)
cuando la esperanza del producto (X —E X)(Y —EY) existe. Como
EX-EX)Y-EY)=EXY-XEY-YEX+EXEY)
—E(XY)~EYEX —EXEY +EXEY
=EXY)-EXEY,
tiene lugar la identidad

cov(X,Y)=EXY)-EXEY. (4.23)

Si las variables aleatorias son independientes, aplicando la propiedad [3] se
obtiene que cov(X,Y) = 0. Ademas, cov(X, X) = var X, en vista de las
definiciones de varianza y covarianza.
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Proposicién 4.2. 5i Xy, ..., X, son variables aleatorias, entonces
var Xpy=)» varXp+2 »  cov(X;, X)) (4.24)
k=1 k=1 1<k<j<n

siempre que las varianzas y covarianzas a la derecha de la formula anterior
ezistart).

Para demostrar esta proposicién es suficiente observar que la férmula
([A24)) fue obtenida en en el curso de la demostracién de la propiedad Bl Si
suponemos ademas que las variables X7, ..., X, son independientes dos a
dos, entonces cov(Xy, X;) = 0 para k # j, y obtenemos la férmula

n n
var E X, = E var Xy,
k=1 k=1

es decir, la propiedad [l De esta forma, la propiedad Bl es un corolario de
la proposicién

Consideremos dos variables aleatorias X e Y, con varianzas positivas,
que designamos 0% y 0% respectivamente. El coeficiente de correlacidn
entre las variables aleatorias X e Y, designado p(X,Y), se define mediante

la identidad (X7
cov(X,
p(x,y)= 20
Ox0Oy
Segin vimos, si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces
p(X,Y) = 0, porque cov(X,Y) = 0. Si se verifica p(X,Y) = 0, decimos
que las variables aleatorias X e Y son no correlacionadas. De esta forma,
si dos variables aleatorias tienen varianza y son independientes, resultan
ser no correlacionadas. El reciproco de esta afirmacion en general no es

cierto, como se ve a continuacién.

Ejemplo 4.11. Consideremos una variable aleatoria X, que toma, con pro-
babilidad 1/4, cada uno de los valores —2,—1,1 y 2. Sea Y = X?2. Es
claro que la variable aleatoria Y toma, con probabilidad 1/2, cada uno de
los valores 1 y 4. La variable aleatoria XY = X3 toma, con probabilidad
1/4, cada uno de los valores —8, —1,1 y 8, por lo que E(XY") = 0. Como
E X =0, de la férmula (£23), obtenemos cov(X,Y) = 0, y por lo tanto,

5En vista de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky, es suficiente suponer que exis-
ten las varianzas de las variables aleatorias X (k=1,...,n).
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p(X,Y) = 0. Las variables X e Y son entonces no correlacionadas, pero

no resultan independientes, dado que una de ellas es funcién de la otra:
Y = X2

Proposicion 4.3. Consideremos dos variables aleatorias X e Y, para las
cuales existe la varianza. Entonces, vale la desigualdad

—1<p(X,)Y) < 1.

Demostracion. Introducimos la variable aleatoria

X-EX Y-EY
Z = + ; (4.25)

%5'e Oy

donde ox y oy designan las desviaciones estandar de X e Y respectivamen-
te. Como la esperanza matematica de una variable aleatoria no negativa
es no negativa, tenemos E(Z?) > 0. Entonces, tenemos

X-EX Y_-EY\?
0§E@%:E( n )

ox Oy
:E<(X—EX)2 (Y—EY)2+2(X—EX)(Y—EY)>
0'%— 0'32/ OxO0y

1 1
= —varX + —varY +2p(X,Y) = 2(1 + p(X,Y)), (4.26)

Ox Oy

donde aplicamos las definiciones de varianza y de correlacién. En conclu-
sién 2+ 2 p(X,Y) > 0, por lo que p(X,Y) > —1.

Si en lugar del signo + en la definicién ([4.25) de Z, ponemos el signo
—, un argumento andlogo, nos permiten obtener la desigualdad 2(1 —
p(X,Y)) >0, 0sea p(X,Y) <1, concluyendo la demostracion. O

Proposicion 4.4. Consideremos dos variables aleatorias X eY, para las
cuales eziste la varianza. Entonces, la igualdad | p(X,Y)| =1 tiene lugar
sty solo si existen dos constantes a # 0 y b, tales que

P(Y =aX +b) = 1. (4.27)

Demostracion. Supongamos primero que | p(X,Y)| = 1, y que por ejem-
plo vale p(X,Y) = —1. Consideremos la variable aleatoria Z definida en
(@.27). Como obtuvimos en (£26), vale E(Z?) = 0. Ademds, la variable
aleatoria Z cumple E Z = 0, por lo que var Z = E(Z?) = 0. En vista de la
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proposicién 21 obtenemos que Z es una variable aleatoria con distribucién
degenerada, que cumple P(Z = 0) = 1, porque E Z = 0 (ver ejemplo [A.T]).
Como Z = (X —EX)/ox + (Y —EY) /oy, sustituyendo, obtenemos que
PY =aX +0b) =1,donde a = —oy/ox yb =EY + 0y EX/ox. Si
p(X,Y) =1, un argumento andlogo (cambiando el signo de + por el signo
de — en la definicién de Z), nos permite obtener la férmula (4.27), donde
a=oylox,yb=EY —E Xoy/oy.
Supongamos ahora que tiene lugar (£27), donde a # 0. Tenemos

cov(X,Y)=cov(X,aX +b) =EX(aX +b) —EXE(aX +0b)
=aE(X*)+bEX —a(EX)* —bEX =avar X = aoy.

Por otra parte, 03 = varY = var(aX +b) = a® var X = a*0%, segin la

propiedad Bl En conclusién, tenemos

cov(X,Y)  ac? a 1, sia>0,
oxOy lalos  |al , sia<DO.
concluyendo la demostracion. O

Ejemplo 4.12. Calcular el coeficiente de correlacion p(X,Y’) entre dos va-
riables aleatorias X e Y con distribucion normal bidimensional, y densidad
p(z,y) dada en la féormula (3.22).

Sabemos que X tiene distribucién normal con pardmetros (ai,01); Y
tiene distribucién normal con pardmetros (ag, 02) (ejemplo B.15]). Por ésto,
tenemos EX = a1, EY = ay, var X = 02, varY = 2. Aplicando la

definicién de covarianza (4.22)), tenemos
cov(X.¥) = [ [ (o= e aa)pley)dody

- /_OO [/OO (v = al)p(%y)dx} (y — az)dy.

[e.e] — o0

Los célculos que restan son similares a los del ejemploB.15l Para calcular la
integral con respecto de x (entre paréntesis rectos), introducimos el cambio
de variable ¢ = (1 — p*)~/%((z — a1) /o1 — p(y — a2)/02). Calculando 2, y
sustituyendo en la mencionada integral, obtenemos
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Entonces, sustituyendo el resultado, obtenemos

pPo1

o321 J oo

y en conclusion, tenemos

(y — az)’e”W=21/0%%) = poy oy,

cov(X,Y) =

(XY = cov(X,Y) y
0x0y
Queda claro entonces el sentido probabilistico del parametro p: es igual al
coeficiente de correlacién entre las variables aleatorias X e Y.

Como vimos en el ejemplo B.16 si en la férmula de la densidad p(z, y)
de una variable aleatoria normal bidimensional tenemos p = 0, entonces
las variables X e Y resultan independientes. De esta forma, si bien para
dos variables aleatorias arbitrarias su no correlaciéon no implica su inde-
pendencia, si el vector aleatorio (X,Y') tiene distribucién normal, la no
correlacion entre las variables X e Y es equivalente a su independencia.

Consideremos ahora un vector aleatorio X = (X1,...,X,,). Definimos
su esperanza matematica como E X = (E Xj,...,E X,,), cuando todas las
esperanzas existen. Consideremos la matriz

bll o bln
B=| : :
bnl o bnn

donde b;; = cov(X;, X;) (¢, = 1,...,n), y suponemos que todos los
momentos existen.

La matriz B se denomina matriz de covarianza, o también, matriz de
sequndos momentos. Observemos que la matriz B es simétrica, es decir
bij = bj; para todo par ¢,7, y que los elementos en su diagonal son las

varianzas de las variables aleatorias Xy,...,X,,.
Si estas varianzas son todas positivas (es decir, si b; > 0 para cada i =
1,...,n), podemos definir los coeficientes de correlacién p;; = p(X;, X;) =

bij/(\/a\/bjj)' La matriz
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se denomina matriz de correlacion. Esta matriz también es simétrica, y
sus elementos en la diagonal valen 1.

Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio con esperanza a = EX =
(ay,...,a,), donde ay = EX) (k = 1,...,n) y matriz de covarianza B
no singular, de forma que det(B) # 0. Demostremos que det(B) > 0.

2
En efecto, consideremos la forma cuadratica E (ZZ:1 te( Xy — ak)) =

Z?jzl t;t;b;;. Para todos los valores de ty,. .., 1, esta forma cuadrética es
no negativa, basandonos en un teorema de algebra lineal obtenemos que

det(B) > 0. Como supusimos que det(B) # 0, resulta det(B) > 0.

Ejemplo 4.13. Consideremos, como en el ejemplo [3.I5] un vector aleatorio
X = (Xy,...,X,), con distribucién normal n—dimensional, y densidad
dada por

1 6—%(z—a)B_1(x—a)’
(2m)/2\/det(B)

p(x) =

donde z = (x1,...,2,) y a = (ay,...,a,) son vectores fila de nimeros
reales; B es una matriz de dimension n x n, definida positiva no singular
y simétrica, B! es la matriz inversa de la matriz B, y 2’ denota el vector
traspuesto de x.

Es posible demostrar, como se hizo para el caso n = 2, que para cada
k = 1,...,n las variables aleatorias X, tienen distribucién normal con
parametros (ay,0y), y que covarianza entre las variables aleatorias X; y
X; es by (1,7 = 1,...,n). (Para ésto se utiliza una férmula andloga a
(A10) para vectores con n coordenadas y se procede como en el ejemplo
(A12).) Esto da sentido probabilistico al vector a y a la matriz B que
aparecen en la férmula de la densidad de X: el vector a es la esperanza
del vector aleatorio X; la matriz B, su matriz de covarianzas.

4.6. Ejercicios

1. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo
(a,b). Hallar E X, var X y E(X?3).

2. Sea X una variable aleatoria con distribucién discreta, que toma, con
probabilidad 1/n, cada uno de los valores 1,2, ... n. Calcular var X.

3. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal con pardmetros
(0,1). Calcular E(X*) para k > 3 y la funcién generatriz de momentos.
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4. Consideremos una variable aleatoria X con distribuciéon exponencial,
con pardmetro « > 0. Calcular E X, var X y E(X?).

5. Sea X una variable aleatoria que toma unicamente valores enteros no
negativos. Demostrar que EX =35> P(X > n).

6. Sea X una variable aleatoria arbitraria. Demostrar que

S P(X] > 0) <BIX| <143 P(X] > )

n=1 n=1

7. Sea X una variable aleatoria para la cual existe esperanza matemati-
ca E X. Demostrar que la funcién de distribucién F'(x) de esta variable
aleatoria cumple que lim, o z(1 — F(x)) = 0.

8. Sea X una variable aleatoria no negativa para la cual existe esperanza
matemética E X. Demostrar que EX = [[*(1 — F(z))dz, donde F(z) es
la funcién de distribucion de la variable aleatoria X.

9. Sea X una variable aleatoria para la cual existe esperanza matematica
E X. Demostrar que

EX:—/Oﬂ@M+AmG—ﬂ@ML

donde F(z) es la funcién de distribucién de la variable aleatoria X.

10. Sea X una variable aleatoria. Demostrar que si E|X|" < oo para
algiin r > 0, entonces

E|X|" = 7’/ P(|X| > z)2" 'dx.
0

11. Sea X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucién F'(x)
y G(x) respectivamente, para las cuales existe esperanza matemaética. De-

mostrar que
o

mx_yyil(m@—pumm

[e.e]
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12. La variable aleatoria X tiene distribucion de Laplace, si su densidad

es

1
_ —|z—al/b

donde b > 0 y a son constantes. Hallar E X y var X.

13. La densidad de la magnitud de la velocidad absoluta de una molécula

tiene la forma )
4z g2 /az

p(r) = e

y p(z) = 0 si @ <0 (distribucion de Mazwell). Hallar la velocidad media
de una molécula y su varianza.

, siox>0,

14. Consideremos una variable aleatoria X con distribucién normal con
pardmetros (a, o). Demostrar que la variable aleatoria Y = e* tiene den-
sidad dada por

1
ply) = m

y p(x) = 0 si < 0 (la distribucién con esta densidad se denomina log-
normal). Hallar EY y varY en el caso a =0, 0 = 1.

6—(lny—a)2/(202)7 si €T > ()7

15. Una persona quiere abrir una puerta, y tiene n llaves de las cuales
solo una corresponde a la cerradura. La persona va eligiendo las llaves al
azar y probando abrir la puerta. Calcular la esperanza matematica y la
varianza del niimero de intentos en cada uno de los dos siguientes casos:
(a) la persona elige una llave nueva cada vez, (b) la persona elige cada vez
entre las n llaves.

16. Sean X, Y dos variables aleatorias para las cuales existe la varianza.
Demostrar que var(X +Y) < 2(var X + varY).

17. Sean X, Y dos variables aleatorias para las cuales existen las varianzas
var X = 0%, varY = oy. Notemos var(X +Y) = 0%, . Demostrar que
oxyy < 0x +oy.

18. Sea f(z) una funcién definida en la recta real, no negativa y no de-
creciente, y sea X una variable aleatoria tal que existe E f(X). Demostrar
la desigualdad P(X > z) < ﬁ E f(X) para todo z real.
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19. Construir la densidad de una distribucién de una variable aleatoria
X tal que E(X?) < o0, y E|X]? = 0.

20. Construir la densidad de una distribuciéon de una variable aleatoria
X tal que:

(a) E|X|? = 00, y E|X|**® < oo para cualquier § positivo, § < 1;

(b) E|X | = 00, y E(X?) < 0o para cualquier § > 0.

21. Calcular la funciéon generatriz de momentos de una variable aleato-

ria X con distribucién exponencial de parametro o = 1. Utilizando este
resultado, calcular los momentos E(X*) para k natural, k > 1.

22. Calcular la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria
X con distribucion de Poisson de parametro A.

23. Calcular la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria
X con distribucién binomial de pardmetros (n,p).

24. Calcular la mediana de una variable aleatoria con distribucién expo-
nencial de parametro a = 1.

25. Consideremos una variable aleatoria X con funcién de distribucién
X dada por ,
Flr)=1—e/¢ s x>0,

y p(x) = 0si < 0, donde b y ¢ son constantes positivas (distribucidn
de Weibull). Hallar la mediana y los cuantiles de orden ¢ de la variable
aleatoria X.

26. El vector aleatorio (X,Y’) tiene densidad dada por

Hr+y), si0<x<2,0<y<l1
fr—y 3 ’ - - ' - B ’
p(z,y) { 0, en otro caso.

Calcular EX y EY.
27. En el problema 20 calcular var(3X — 2Y + 5).

28. Sean X, Y variables aleatorias, talesque EX =1, EY =2 var X =
1, varY = 4. Sea Z = 3X — Y 4+ 9. Hallar EZ y var X en cada uno
de los siguientes casos: (a) X e Y son independientes. (b) X e Y son no
correlacionadas. (c) El coeficiente de correlaciéon p(X,Y’) = 0,6.
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29. Sean X, Y variables aleatorias, tales que EX = EY =0, var X =
varY =1, p(X,Y) = r. Calcular: (a) var(X —rY); (b) el coeficiente de
correlacién entre X —rY e Y.






Capitulo 5

Distintos tipos de
convergencia en teoria de la

probabilidad. Ley de los
grandes nuimeros

5.1. Distintos tipos de convergencia en te-
oria de la probabilidad.

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, .4, P) y variables aleato-
rias X, X1, X», ... definidas en este espacio.

Definicién 5.1. Decimos que la sucesion de variables aleatorias {X,}

converge en probabilidad a la variable aleatoria X, y escribimos X, L X,
st para todo € > 0 se verifica

P(X,—X|>¢)—0,
cuando n — 00.

Es claro que esta definicion equivale a la siguiente: Para todo € > 0,
se verifica
P(|X,—X|<e) =1,

cuando n — 0.

117
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Definicién 5.2. Decimos que la sucesion de variables aleatorias {X,}
converge casi seguramente a la variable aleatoria X, y escribimos X,, —
X e.s., st X, (w) = X(w) para todos los puntos w € 2, con excepcion de
un conjunto de probabilidad nula. En otras palabras, X, — X c.s. si se
verifica P({w: X, (w) = X(w)}) = 1.

En analisis real, la convergencia en probabilidad corresponde a la con-
vergencia en medida; la convergencia casi segura, a la convergencia en
cast todo punto. De forma que, como la convergencia en casi todo punto
implica la convergencia en medida, la convergencia casi segura implica la
convergencia en probabilidad. Veamos una demostracion directa de este
resultado, sin apelar a nociones del analisis real.

Supongamos entonces que X,, — X c.s. Esto significa que dado € > 0,
para cada w € €2, con excepcion de un suceso de probabilidad nula, existe
n = n(e,w) tal que para todo k > n(e,w), tenemos | Xi(w) — X(w)| < e.
Es decir, dado € > 0, tenemos

P (1 (X)X <)) = L.

n=1k=n

Tomando complemento se obtiene que, dado € > 0, tenemos

P () U{Xe(w) = X(w)| = <}) = 0. (5.1)
n=1k=n
La sucesién de conjuntos E,, = U2 {| X, (w) — X(w)| > €} cumple
E; D E; D ---. Dado que se verifica (5.1]), por la propiedad 8 (seccién
1.3) obtenemos lim,, ., P(E,) = P(ﬂzozl En) = 0. De aqui se obtiene,
que

P(|Xn—X|26)§P<G\Xk—X\26>:P(En)—>0,
k=n

. o . P
si n — oo, para € > 0 arbitrario. En consecuencia X,, — X, concluyendo
la demostracion.

Definicién 5.3. Supongamos que las variables aleatorias X, X1, X5 ...
tienen momento finito de orden r > 1. Decimos que la sucesion de va-
riables aleatorias {X,} converge en media de orden r, o mds brevemente,
converge en r—media a la variable aleatoria X, si E| X, — X|" — 0 cuando
n — o0.
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No existe una notacién estandar para este tipo de convergencia, y
aqui utilizaremos la notacién X, — X (r-media). Si r = 2 se dice que la
sucesion converge en media cuadrdtica, si r = 1 que converge en media.

Demostremos que si X,, — X (r-media) parar > 1, entonces X, B x.
Aplicando la desigualdad de Chebishev, tenemos

P (X, — X|>¢) =P (X, - X' > gémxn—xr,

para cualquier £ > 0. Si E|X,,— X|" — 0, el lado derecho en la desigualdad
anterior tiende a cero, y por lo tanto P(|X,, — X| > ¢) — 0 para todo

e > 0, es decir, X, B X

Definiciéon 5.4. Consideremos las variables aleatorias X, X1, Xo,..., y
sus funciones de distribucion F(z), Fi(x), Fo(x) . ... Decimos que la suce-
sion de variables aleatorias {X,} converge en distribucién a la variable

aleatoria X, si F,(x) — F(x) en cada punto x de continuidad de la fun-
cion F(zx).

Ademas de decirse convergencia en distribucion, se utiliza el término
convergencia débil de distribuciones. Tampoco existe una notacion esta-
blecida para la convergencia en distribucién, siendo las mas comunes

X, 55X, v X, 5X.

Proposiciéon 5.1. Consideremos las variables aleatorias X, X1, X5 ...,
con funciones de distribucion F(x), Fi(x), Fa(x).... Si X, B X, entonces
X, % X.

La demostracion se basa en el siguiente resultado.

P .
Lema 5.1. Supongamos que X,, — X, y sean ' < x < x”" niimeros reales
arbitrarios. Entonces

F(2') <liminf F,(z) < limsup F,(z) < F(2").

n—00 n—00
Demostracion. Tenemos

F')=P(X <1
=PX <2, X, - X>z—2)+PX <2 X, - X <z—1),
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dado que P(A) = P(AB) + P(AB) para sucesos A y B arbitrarios.
Ademés, P(AB) < P(B), y por ésto

F(@)<PX,-X>z—2")+P(X, <), (5.2)

dado que, el producto de los sucesos X < 2’y X,, — X < x — 2/ implica
el suceso X,, < z. Como 2’ < xz < 2, tenemos x — a2’ > 0, y el primer
sumando en (5.2)) tiene limite nulo cuando n — oo, porque X, 5 X
Tomando limite inferior a ambos lados en (5.2]), obtenemos

F(2') < liminf F,(z).

n—oo

Un razonamiento andlogo conduce a la desigualdad

limsup F,(z) < F(2").

n—oo

(Recomendamos al lector llevar a cabo este razonamiento.) Esto concluye
la demostracion. O

Demostracion de la proposicion 31l Consideremos un punto de continui-
dad z de la funcién F(x). Para cada k = 1,2,..., introducimos zj, =
x —1/k, ] = x + 1/k. Es claro, que se verifica 2}, < z < x}. Por ésto,
aplicando el lema [5.1] (con £ fijo), tenemos

F(z}) < lminf F,(z) < limsup F,(z) < F(z}).

n—oo n—oo

Es claro ademds, que lim, z), = lim; 2] = x (kK — o0). Como F(z) es
continua en el punto x, al tomar limite en la férmula anterior, si k — oo,
obtenemos

F(z) <liminf F,(x) < limsup F,(z) < F(z),

n—o0 n—oo

lo que implica, que

liminf F,,(z) = limsup F,(x) = F(x).

n—00 n—o00

Existe entonces el lim,, F,(x) = F(z) para todos los puntos de continuidad,
concluyendo la demostracion. O
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Como conclusién de las proposiciones demostradas, hemos obtenido
que son validas las siguientes implicaciones entre los distintos tipos de
convergencia introducidos:

convergencia N convergencia en N convergencia en
casi segura probabilidad distribucién

convergencia en
media de orden
r

Observemos que esta tabla incluye todas las relaciones posibles entre los ti-
pos de convergencia considerados. Sin supuestos adicionales, no es posible
obtener mas relaciones.

5.2. Ley de los grandes niimeros

Se denomina ley de los grandes nimeros a cualquier proposicion que
establece, bajo determinadas condiciones, la convergencia en probabilidad
o casi segura de los promedios aritméticos de una cantidad creciente a
infinito de variables aleatorias. Si tenemos convergencia en probabilidad,
decimos ley débil de los grandes niumeros, si tenemos convergencia casi
segura, ley fuerte de los grandes niumeros. En esta seccion, estudiaremos
diversas formas de la ley débil de los grandes nimerod].

Teorema 5.1 (Chebishev). Consideremos una sucesion de variables alea-
torias X1, Xo, ..., independientes dos a dos, y con esperanzas matemadticas

ai, as, . ... Supongamos que se cumple la condicion

var X,, < C para cadan=1,2,...,

1En la seccién estudiamos una ley fuerte de los grandes nimeros.
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donde C es una constante arbitraria. Entonces

n

i=1

Es importante el caso particular en el que las esperanzas de las varia-
bles aleatorias son todas iguales, digamos E X,, = a paratodon = 1,2, ....
En esta situacién tenemos Y ;' a;/n = a, y la convergencia en (5.3) se

transforma en
1l & p
— E Xz — Q.
n <
=1

Demostracion. Consideremos para cada n = 1,2,... la variable aleato-
ria Z, = Y ., X;/n. Es claro que EZ, = "  a;/n. Como las varia-
bles aleatorias son independientes dos a dos, tenemos var) .  X; =
S var X; < nC, en vista de la propiedad Bl Aplicamos ahora la de-
sigualdad de Chebishev (4.2]]), para obtener

1 & 1 &
Pl

1
> 5) —P(|Z,—EZ,|>¢) < < varZ,
g

1=

1
= —— V&I‘ZXZ- — 0, (5.4)

si n — oo, dado que Y, var X; < nC. Esto concluye la demostracion.
O

El teorema de Chebishev da fundamento a la regla de la media arit-
mética, utilizada en el procesamiento de resultados de mediciones: para
la estimacién del valor de una constante fisica a, desconocida, median-
te los resultados de n mediciones de su magnitud, se recomienda tomar
el promedio aritmético de estas mediciones. Veamos la fundamentacion.
Supongamos que Xi, ..., X, son los resultados de las n mediciones de es-
ta constante a. Por cuanto las mediciones habitualmente se acompanan
de errores, y no podemos predecir el resultado de la medicién siguiente,
consideramos que el resultado de la i—ésima (i = 1,...,n) medicién de la
constante a es una variable aleatoria X; = a + A,;, donde A; es el error
que se comete en la i—ésima medicién. Suponemos que

EA; =0, varA; =o0°  (i=1,...,n), (5.5)
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donde el valor de 02 puede ser desconocido. Las condiciones en (5.5) son
equivalentes a la condiciones

EX; = a, var X; =0  (i=1,...,n). (5.6)

La primer condicién en (5.6]) se interpreta como la ausencia de error sis-
tematico en las mediciones, la segunda significa que todas las mediciones
se llevan a cabo con la misma precisién. Si se supone ademas que las va-
riables aleatorias X7, ... X, son independientes dos a dos, es aplicable el
teorema de Chebishev con a; = --- = a,, = a y la constante C' = ¢2, de
acuerdo al cual obtenemos

n

=1

En consecuencia, el promedio aritmético de los resultados de las medicio-
nes de una constante fisica a converge en probabilidad al valor de esta
constante; en la terminologia de la estadistica matematica se dice que el
promedio aritmético de las mediciones es un estimador consistente de la
constante desconocida a.

Veamos otro corolario del teorema de Chebishev, demostrando, que de
este teorema se deduce el teorema de Bernoulli de la seccién 2.4.

Consideremos entonces una serie de n experimentos independientes,
con dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso), y probabilidad de
éxito igual a p en cada experimento (0 < p < 1). Sea u la cantidad de
éxitos en n experimentos. Veamos como se formula el teorema de Bernoulli
por medio de variables aleatorias. Para ésto, sea Xi, X5, ... una sucesion
de variables aleatorias, cada una de las cuales toma el valor 1 con probabi-
lidad p (si ocurre un éxito) y el valor 0 con probabilidad ¢ = 1—p (si ocurre
un fracaso). Tenemos E X; = p, var X; = pg < 1 para cada i =1,2,....
Ademéds p = """ . X;, porque la suma contiene tantos sumandos iguales a
uno como éxitos ocurren en los primeros n experimentos, siendo nulos los
sumandos restantes. Las variables aleatorias X, X5, ... son independien-
tes dos a dos y cumplen la condicién var X; <1 (i =1,2,...), por lo que

es aplicable el teorema de Chebishev, y de (5.3]) se obtiene u/n 5 p. La
ultima afirmacion significa que la frecuencia de éxitos en n experimentos,
converge en probabilidad a p, la probabilidad de éxito en un experimento.
Este es el contenido del teorema de Bernoulli del capitulo 2 (pégina ER).
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Teorema 5.2 (Markov). Consideremos una sucesion de variables aleato-
rias X1, Xa,... con esperanzas matemdticas ai,as, . ... Supongamos que
se cumple la condicion

1 n
ﬁvarZXi — 0, (5.7)
i=1
st n — 0o. Entonces tiene lugar la convergencia en (B.3), es decir

1 & le~ p
E;)Q—E;ai—n).

Demostracion. Al igual que en la demostracién del teorema de Chebishev,
aplicamos la desigualdad de Chebishev con la misma eleccién de la variable

aleatoria Z,,. Tenemos, como antes, EZ, = """  a;/n. Por la condicién

1=
(5.7), tenemos

1 = .
Vaan:—Qvar E X; > 0sin— oco.
n
i=1

Esto muestra que la acotacion y el limite en la férmula (5.4]) tienen lugar,
concluyendo la demostracion. O

El teorema de Markov es una generalizacion del teorema de Chebi-
shev. La tesis en ambos teoremas es la misma, pero la hipdtesis en el
teorema de Markov es mas general que en teorema de Chebishev. Si se
cumplen las hipétesis del teorema de Chebishev tenemos var ) " X, =
> var X; < nC, dada la independencia dos a dos de las variables alea-
torias X7, Xo,... y la condicién (5.1, por lo que la condicién (5.7) se
cumple de manera evidente.

Es importante observar que en el teorema de Markov no figura supues-
to alguno sobre la independencia de las variables aleatorias consideradas.
Esto permite su aplicacién para la demostracién de la ley de los grandes
ntimeros (es decir, la demostracién de la afirmacién (5.3])) para sucesiones
de variables aleatorias dependientes.

Veamos como obtener, con la ayuda del teorema de Markov, una ley
de los grandes niimeros para una sucesion estacionaria.

Decimos que una sucesion de variables aleatorias X, X, ... es una su-
cesion estacionaria (mas precisamente, una sucesion débilmente estacio-
naria), si la esperanza de las variables aleatorias E X, es constante para
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todo n, existen los momentos de segundo orden para todo n, y ademas, la
esperanza E(X,,X,,) depende tnicamente de la diferencia n — m.

FEjemplo 5.1. Consideremos una sucesién de variables aleatorias {X,,} no
correlacionadas dos a dos, y tal que E X, = 0, var X,, = 1 para todo
n=1,2.... Veamos que es estacionaria.

Sea p(X,, X,) el coeficiente de correlacion entre X,, y X,,, es decir

E(X,X.)-EX,EX,

Xm Xm =
2 ) Vvar X,v/var X,,

En vista de nuestros supuestos p(X,, X,n) = E(X,,X,,) =0sin # m, y
en el caso m = n obtenemos p(X,, X,,) = E X2 = 1. En consecuencia

0, sin—m#0,
E(X,X,,) = .

1, sin—m=0,
es decir, la esperanza E(X,, X,,) depende tinicamente de la diferencia n—m.
De aqui concluimos que la sucesién de variables aleatorias considerada es
estacionaria.

FEjemplo 5.2. Sea { X, } una sucesién de variables aleatorias independientes
dos a dos e idénticamente distribuidas. Supongamos que existen E X,, = a
y var X,, = 02. Esta sucesién de variables aleatorias es estacionaria.

En efecto, si m = n, tenemos E X? = var X,, + (E X,,)? = 0% + a*.
Si m # n, como la correlaciéon es nula, es nula la covarianza, y tenemos
E X, X,,=EX, EX,, = a® En conclusién

a?, sin—m#0,
o?+a% sin—m=0,

E(X,Xn) = {

y E(X,X,,) depende tnicamente de la diferencia n — m.

Teorema 5.3. Consideremos una sucesion estacionaria de variables alea-
torias X1, X, ..., con E X,, = a. Supongamos que p(X,, X,,) — 0 cuando
|n —m| — oo, donde p(X,, X,) es el coeficiente de correlacion entre las
variables aleatorias X, y X,,. Entonces

1 & P
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Demostracion. Es suficiente demostrar que nuestras hipétesis implican la
condicién ([5.7) del teorema de Markov.

Como la sucesién es estacionaria E X? no depende de n, por lo que
var X,, = EX? — (E X,,)? = E X2 — a? tampoco depende de n. Pongamos
entonces 02 = var X,,. Por la proposicién .2} tenemos

var iXi = i var X; + 2 Z cov(X;, Xy)
i=1

i=1 1<i<k<n
=no”+20° > p(Xi, Xy) =no’ +20°(Ty + T)
1<i<k<n
donde
Ti= ), sXiXe), T= ) p(XiXp),
1<i<k<n 1<i<k<n
li—k|<M li—k|>M

y M es una constante positiva.

Sea ¢ > 0 arbitrario. Existe M tal que se verifica la desigualdad
| p(Xi, Xp)| < esili—k| > M, dado que | p(X;, Xi)| — 0 si |i — k| — oo.
Entonces |Ty| < en?. Para acotar la suma T} aplicamos la desigualdad
| p(Xo, Xin)| < 1 (proposicién 3)), y obtenemos |T1| < (2M + 1)n. En
conclusion,

var Z X; <no®+20%((2M + 1)n +en?)

i=1

de donde, dividiendo por n?, obtenemos

Como ¢ es arbitrario, esta tltima acotaciéon conduce a la condicién (5.7)
en el teorema de Markov, lo que concluye la demostracién. O

Aplicando la desigualdad de Chebishev es posible obtener una demos-
tracion del teorema de Weierstrass del analisis real, de acuerdo al cual,
para cualquier funcién continua f(z) definida en el intervalo [0, 1], existe
una sucesion de polinomios {P,(x)} tal que P,(z) — f(x) uniformemente
en el intervalo [0, 1], cuando n — 0.
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Teorema 5.4 (Bernstein). Consideremos una funcion continua f(x) de-
finida en el intervalo [0,1]. Sea

B f) = Z s ()1 = ey

Entonces B, (x; f) — f(x) uniformemente, en el intervalo [0,1], cuan-
do n — oo. Las funciones B, (x; f) son polinomios de grado n, que se
denominan polinomios de Bernstein.

Demostracion. Consideremos la diferencia
1) = Buas )= D151 = i) () 40— = T
donde
fi= 3 - fm) () )ata - ot

k:|kE—z|<s
= 3 () - s () )t
k:|§—x\25

Primero obtenemos una acotacién para el término 7;. Como f(x) es una
funcién continua en el intervalo [0,1], dado € > 0 existe § > 0 tal que
|z —y| < 0 implica |f(z) — f(y)| < €. Entonces

mis X |- swm (] et - o

k: \%—LE|<5

<e Z (Z)xk(l—x)”_k <e(z+(1—-2)" =c (5.8)

k:|k—z|<s

La acotacién del término T5, se obtiene aplicando la desigualdad de Che-
bishev en un esquema de Bernoulli. Consideremos entonces una serie de
n experimentos independientes con dos resultados posibles cada uno: éxi-
to con probabilidad x, y fracaso con probabilidad 1 — x. Si p designa la
cantidad de éxitos en n experimentos, dado o > 0, tenemos

P(E—z[>0)= <Z>xk(1—x)”_k.

k: |%—x\26
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Como E(u/n) =z, var(u/n) = (1 —x)/n, y |f(x)] < C donde C es una
constante, aplicando la desigualdad de Chebishev, tenemos

Tl <20 > (Z)xk(l—x)”_k

k: |E—z|>6
n

(1—2x) < C

ne? S oper ° (5.9)

x
—20P (|5 -2 29) <20
n
(donde usamos que x(1 — x) < 1/4), si n es suficientemente grande. En
conclusién, como las acotaciones en (G.8) y (5.9) son independientes de x
tenemos que, para n suficientemente grande, vale

sup |f(x) — Bu(a; f)| < |Th| + [To] < 2,

0<z<1

concluyendo la demostracion. O

Como conclusién de esta seccion presentamos diferentes condiciones
para la validez de la ley débil de los grandes nimeros. Estamos particu-
larmente interesados en debilitar las condiciones en los momentos de las
variables aleatorias (como por ejemplo la condicion (51I) en el teorema
de Chebishev, o la condicién (5.7) en el teorema de Markov), mas ain en
obtener resultados sin condiciones de momentos. Con este fin asumiremos,
por una parte, que las variables aleatorias X, Xs, ... estan idénticamente
distribuidas, y por otra que son independientes dos a dos.

Teorema 5.5. Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes dos a dos e idénticamente distribuidas, con funcion de distri-
bucion V(x). Supongamos que se verifican las dos siquientes condiciones:

nP(|X1] >n) — 0, (5.10)

/ xdV(x) — 0, (5.11)
{lel<n}

cuando n — oo. Entonces

1 n
S x5 (5.12)
n

=1
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Antes de comenzar la demostracién observemos que, si la condicién de
independencia dos a dos se sustituye por la condicién de independencia
mutua de las variables X;,..., X, para cada n = 1,2,..., entonces las
condiciones (5.I0)) y (5.IT]) no solo son suficientes sino también necesarias.
Este ultimo resultado es consecuencia de un teorema mas general, obtenido
por Kolmogorov, para sucesiones de variables aleatorias independientes, no
necesariamente idénticamente distribuidas, en el que no se asume ninguna
condicién de existencia de momentos de estas variables aleatorias@.

Demostracidn del teorema 5.3 Consideremos para cada n = 1,2,... las
variables aleatorias X,; = X;/n (1 < i < n). El limite en (5.12), en
términos de estas nuevas variables, es

S X S0, (5.13)
i=1

Consideremos ahora las variables aleatorias truncadas, definidas mediante

o Xni7 si ‘an| < 17
mE0, s X > 1

<

Estas variables aleatorias estan acotadas, por lo que existen sus momentos
de cualquier orden. Para calcular los dos primeros momentos, observamos
que X,; = g(X;/n), donde g(z) = x1yj;<1;. Aplicando entonces la identi-
dad (4.3), tenemos

_ o 1
X, —Eg(X/n) = [ gwmav) = [ v, G
oo T J{lyl<n}
., %0 1
EX,, = / (9(y/m))"dV (y) = —2/ y2dV (y). (5.15)
00 = J{lyl<n}
Demostremos ahora que de la condicién (5.10), se obtiene que
1 / 224V (z) — 0 (n — 00). (5.16)
I J{|a|<n}

En efecto, recordando que k? < k(k +1) =2 Z§:1 J, tenemos

/ 22dV (z) =
{lz[<n}

2Ver por ejemplo §4.4. en V. V. Petrov, Limit Theorems of Probability Theory, (1995)

n

Z/ 22dV (z)
{k—1<|z|<k}

k=1
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<Y KPPk -1<|X] <k)

<D @Y )Ph-1<[X|<k) =

k=1 j=1
=2) jPI—-1<[Xi|<n)<2) jP(j—1<|Xy)).
j=1 j=1

Es sencillo demostrar que si {b;} es una sucesién numérica, tal que b; —
0 (j — 00), entonces (3_7_, b;)/n — 0 (n — 00). Si ponemos b; = j P(j —
1 < |X4|), tenemos

bj=jP(U—-1<[Xi]) = ——=0U-1DP{-1<[X4]) =0 (j — o0),

-1
en vista de (5.1I0). Por ésto

1
—/ 22dV (x Zb — 0 (n — 00),
T J{jz|<n}

y obtenemos (B.16]).

Aplicamos ahora la desigualdad de Chebishev. Teniendo en cuenta

(EI5) y (5I6), obtenemos
i=1 i=1 ‘ i=1

<5 ZE - 22dV (z) — 0,

{lz[<n}

para ¢ > 0 cuando n — oco. En los cdlculos anteriores utilizamos la propie-
dad [§] para variables aleatorias independientes dos a dos. De esta forma,

obtenemos . .
> Xu—-Y EX, 0.
i=1 i=1
En vista de la férmula (5.14]) y la condicién (5.I1J), tenemos

S EX, - / 2dV(z) = 0 (n — 00).

{lz|<n}
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. ~ P
Por esto concluimos que Y1, X,; — 0. Resta entonces demostrar, que

i=1 i=1

de donde se obtiene (5.13).

Veamos esta ultima condicion. Para todo > 0 tenemos

P | Zn:Xm- = anym‘ >5) <P (ixn £ ix)
i=1 =1 i=1 =1
<P (U0 # ) < P (% £ K = S PX 2 1)

= ZP(|X,| >n)=nP(|X1|>n)—=0

i=1
por la condicién (B.I0). Queda demostrado entonces (5.12). O

Veamos ahora un corolario del teorema [5.5] de sencilla formulacion.

Teorema 5.6. Sea X, Xo,... una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes dos a dos e idénticamente distribuidas. Supongamos que existe
la esperanza matemdtica E X. Entonces

1 n
—ZXZ-SEXI.
ni—l

Demostracion. Demostremos primero el teorema en el caso particular
en el que E X; = 0, verificando las condiciones en el teorema 5.5l Sea V (z)
la funcién de distribucién de la variable aleatoria X;. La condicién (G.ITI)
se cumple en forma evidente. Para verificar la condicién (5.10), veamos

que
P(|X,| > n) = / aviz) < L /{ V)

{lz|=n} n
por ésto,

nP(X4] > n) g/ ldV (z) = 0

{lzl=n}
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cuando n — oo, porque [~ |z|dV(z) = E|X;| < co. De esta forma se
verifican todas las hip6tesis del teorema [5.5] concluyendo la demostracién
en este caso particular.

Supongamos ahora que E X; = a # 0. Consideremos la sucesion de
variables aleatorias {Y,}, donde Y,, = X,, —a (n =1,2,...). Como {X,}
es una sucesion de variables aleatorias independientes dos a dos, también
lo es la sucesién {Y,,}. Ademés EY,, = E X, —a = 0. Segtin demostramos
en la primera parte, tiene lugar la convergencia, » . ,Y;/n LN 0, que

. P .,
claramente equivale a Y . ; X;/n — a, lo que concluye la demostracion.
U

El teorema fue obtenido por A. Ya. Jinchin, bajo la hipétesis mas
restrictiva de independencia mutua, en vez de independencia dos a dos,
de las variables aleatorias Xi,..., X,,.

En el caso en que las variables aleatorias sean idénticamente distri-
buidas, el teorema de Chebishev conduce a un resultado mas débil que el
teorema [5.6] dado que en el teorema de Chebishev se exige la existencia
de varianzas, y no unicamente la existencia de esperanzas matemaéticas.

5.3. Ejercicios

1. Sean {X,} e {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias, tales que
X, L 0,Y, 2 0. Demostrar que X, +Y, Eo.

2. Sea X, X1, X5,... una sucesion de variables aleatorias que converge
en probabilidad a una variable aleatoria X. Sean {a,} y {b,} sucesiones

numéricas, tales que a,, — a > 0, b, — b. Demostrar que a,X,, + b, L
aX +b.

3. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias; Y una variable alea-
toria tal que P(Y = 0) = 1. Demostrar que X, B osiysolosi X, Y.

. . . d
4. Construir un ejemplo, demostrando que la convergencia X,, — X no
o . P
implica la convergencia X, — X.

5. Sean {X,} e {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias, tales que
X, L X, Y, L Y. Demostrar que X, +Y, B x +Y.
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6. Sean {X,} e {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias, tales que
X, i> X, Y, 2 0. Demostrar que X, +Y, —d> X.

7. Sean {X,} e {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias, tales que

d P . .
X, = X, Y, = a, donde X es una variable aleatoria, a una constante.
Demostrar la siguiente proposicion (teorema de Cramér-Slutsky): Si se
cumplen las condiciones anteriores, tienen lugar las afirmaciones: X, +

Y, %5 X +a XY, % aX, X,/Y, > X/asia+0.

. . . P
8. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, tales que X,, — a,
donde a es una constante. Sea g(x) una funcién, continua en el punto a.

Demostrar que g(X,,) LN g(a).

9. Sean X, Xj, X5, ... una sucesién de variables aleatorias, y ¢g(z) una
funcién definida y continua en la recta real. Demostrar que si X, X ,
entonces g(X,,) LA 9(X).

10. Sea X, X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias, tal que X,, —
X en media cuadrdtica. Demostrar que E X,, -+ E X,y que E X? — E X2

11. Sean {X,}, {Y,} sucesiones de variables aleatorias, y sea g(x,y) una

funcién definida y continua en R?. Demostrar que si X, B x , Y, L Y,
entonces g(X,,Y,) LN g(X,)Y).

12. Sea {F,(z)} una sucesién de funciones de distribucién, y sea F(x)
una funcién de distribucién continua. Demostrar que si F,(x) — F(z)
para todo x, esta convergencia es uniforme en toda la recta real (teorema
de Pdlya). Sugerencia: Dado € > 0 arbitrario, elegir reales g < 7 < + -+ <
xn, en forma conveniente, y analizar la convergencia en cada uno de los
N + 2 intervalos que estos niimeros determinan.

13. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, independientes dos a
dos, tales que

P(Xn = 2n) = P(Xn = _Qn) = 2_2n_17 P(Xn = 0) =1- 2_2n7

para cada n. ;Es aplicable la ley de los grandes ntiimeros a esta sucesién?
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14. Sea {X,} una sucesiéon de variables aleatorias independientes dos a
dos, tales que

P(X, =n"% =P(X, = —n'*) =P(X, =0) = 1/3,

para cada n. Demostrar que para esta sucesion es aplicable la ley de los
grandes numeros.

15. Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tales

que
P(X,=n")=P(X,=-n")=1/2,

para cada n, donde v < 1/2. jEs aplicable la ley de los grandes nimeros
a esta sucesion?

16. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, tal que EX,, = 0,
E |X,| = 1/n para cada n. Demostrar que para esta sucesién es aplicable
la ley de los grandes ntimeros.

17. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tales
que
P(X,=n)=P(X,=-n)=1/2

para cada n. ;Es aplicable la ley de los grandes niimeros a esta sucesién?



Capitulo 6

Funciones caracteristicas

Una funcion caracteristica es una funcién que toma valores comple-
jos y tiene argumento real. Definida a partir de una variable aleatoria
X, caracteriza la distribucién F'(x) de esta variable aleatoria. Las fun-
ciones caracteristicas son especialemente adecuadas para el estudio de la
convergencia débil de variables aleatorias independientes, y seran utili-
zadas a lo largo del capitulo 7. Dadas dos variables aleatorias X e Y,
definimos la wariable aletoria compleja Z = X + iY, donde i = /—1
es la unidad imaginaria. Si la variables aleatorias X,Y tienen esperanzas
respectivas E X, EY | definimos la esperanza matematica de la variable
aleatoria compleja Z mediante EZ = E X +¢EY. No es dificil verificar
(tomando partes real e imaginaria), que si a, b son dos niimeros complejos,
se tiene E(aZ+b) = aEZ+b;y que si Z1, Z, son dos variables aleatorias
complejas, se tiene E(Z; + Z5) = EZ; + E Z,. Si 2z = a+ib es un nimero
complejo, designamos Z = a — b el complejo conjugado de z.

6.1. Definiciones y primeras propiedades

Consideremos una variable aleatoria X definida en un espacio de proba-
bilidad (€2, A, P). Llamamos funcion caracteristica de la variable aleatoria
X ala funcién f(t), definida para todo ¢ real, mediante la igualdad

f(t) =Ee'¥, (6.1)
La férmula (6.1) es equivalente a

f(t) =EcostX +iEsentX. (6.2)

135
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Como las variables aleatorias costX y sentX estan acotadas para todo t
real, sus esperanzas matematicas existen. Por ésto, la funcion caracteristi-
ca de una variable aleatoria arbitraria X esta correctamente definida para
todo t real.

De acuerdo a la definicién de esperanza matematica, tenemos

() = /Q P (6.3)

Si la variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F'(x), aplicando la
identidad (43)) obtenemos

flt) = /00 e dF (z). (6.4)

—OoQ
Consideremos ahora los dos tipos més importantes de distribuciones. Si
la variable aleatoria X tiene distribucién discreta, y toma los valores
x1,Ts,... con probabilidades pq, po, ... respectivamente, entonces

F&)y=>"e"p, (6.5)
k

como se obtiene de aplicar cualquiera de las férmulas (6.1)), ([6.2)), 6 ([G.3).
Si X tiene distribucién absolutamente continua, con densidad dada
por p(z), entonces

10 = [ e pys (6.6)

o
como se obtiene de aplicar (6.4]).
Calculemos las funciones caracteristicas de variables aleatorias con dis-
tribuciones de ambos tipos, en los casos mas importantes.

FEjemplo 6.1. Supongamos que la variable aleatoria X tiene distribucion
degenerada, es decir, existe una constante ¢ tal que P(X = ¢) = 1. Apli-
cando la férmula ([6.5]), tenemos

f(t) — EeitX — eitc.
En particular, si P(X = 0) = 1, tenemos f(¢) = 1 para todo ¢ real.

Ejemplo 6.2. Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial con
pardmetros (n, p). Aplicando (6.3]), obtenemos

itm n m_n—m - n it\m n—m it n
= = —'— y
> e (m)p q > (m) (pe”)™q (pe” +q)

=0 m=0

()

donde ¢ =1 — p.
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Ejemplo 6.3. Si X tiene distribucién de Poisson con pardmetro A > 0,
aplicando la férmula (6.5), obtenemos

f(t) — EeitX — f: 6itm)\_m6—)\ — e—)\ f: (eit)\)m _ 6_>\e>\eit _ 6)\(6#_1),
— m! = ml

Ejemplo 6.4. Consideremos una variable aleatoria X con distribuciéon nor-
mal estandar, con densidad dada por p(z) = e~e/2 /V/2m. Aplicando la
formula (6.6]), tenemos

. 1 R
J() =Ee™ = —— / et 2
T J—c0

Para calcular la integral anterior derivamos con respecto de t, y obtenemos

i oo 4 , i 0 )
/ ¢ itr—x /2d / ztxd —z?/2 )
f( ) V2T /_Ooxe 2T _::e < € >

Luego de integrar por partes, resulta

1 o
B V2T J

En consecuencia, (In f(t))’ = —t, In f(t) = —t*/2 + C. Como f(0) = 1,
obtenemos que C' = 0, y en conclusion

flt)=e "

F(t) e Ry = —¢ f ().

Si X es una variable aleatoria con distribucién normal con parametros
(a, o), entonces, como veremos en el ejemplo [6.0] su funcién caracteristica

esta dada por
f(t) — 6iat—02t2/2.

Ejemplo 6.5. Sea X una variable aleatoria con distribucién exponencial
con parametro o > 0. La densidad de esta variable aleatoria estd dada por
p(z) = ae™* si x > 0, p(x) = 0 si z < 0. Por ésto, aplicando la férmula

(6.4), tenemos

«

o —it

f(t) =Ee"™* = a/ eit=T gy —
0
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Estudiemos ahora las propiedades que verifica la funcién caracteristica
f(t) de una variable aleatoria X con funcién de distribucién F'(x). Las dos
primeras propiedades son evidentes.

Propiedad 1. Se tiene f(0) = 1.
Propiedad 2. Se tiene |f(t)| < 1 para cualquier t € R.

Propiedad 3. La funcidn caracteristica f(t) es uniformemente continua
en la recta real.

Demostracién. La demostracion, basada en la férmula (63]), se adapta
sin dificultad si tomamos como definicién cualquiera de las férmulas (6.4)),

@3) 6 68).

Sean t, h reales arbitrarios. De (6.3]), tenemos
FlE+h) — (1) = / e (X _ 1) P (6.7)
Q

Utilizamos la acotacién |e™ — 1| < |ul, valida para todo u real, porque

. w ol
le™ —1| = )/ e”dx) < / |e"|dx = |ul.
0 0

Sea ¢ > 0, arbitrario. Existe un real A que verifica: A y —A son puntos
de continuidad de F(x); 1 — F(A) < ¢/8; F(—A) < ¢/8. Tomando valor
absoluto a ambos lados en ([6.7), y designando B = {w € Q: | X (w)| > A},

obtenemos
|f(t+h)— f(t)] < / "X —11dP < 2/ dP+/ e X —1]d P,
Q B B
< 2P(B) +/ X|dP < 2P(|X]| > A) + Alh
B
<2(1—F(A)+ F(—A))+Ah < % + Ah < ¢,

si tomamos h < £/(2A). Como la acotacién es independiente de ¢, esto
concluye la demostracion. O

Propiedad 4. Consideremos la variable aleatoria Y = aX +b, donde a, b
son constantes. Entonces, la funcion caracteristica g(t) de la variable a-
leatoria Y wverifica g(t) = e® f(at), donde f(t) es la funcién caracteristica
de la variable aleatoria X .
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Demostracion. Utilizando la propiedad e®t?) = ¢ y aplicando la
definicién (6.2), tenemos

g(t) —E eitY —E 6it(aX+b) — E(eibteiatX) — eibt E eiatX _ 67thf(at)7
lo que concluye la demostracién. O

Ejemplo 6.6. Calculemos la funcién caracteristica g(t) de una variable
aleatoria Y con funcién de distribucién normal con pardametros (a, o).

Es claro que la variable aleatoria X = (Y — a)/o tiene distribucién
normal con pardmetros (0, 1), y por lo tanto funcién caracteristica f(t) =
e /2, como vimos en el ejemplo Aplicando la propiedad anterior,
obtenemos

g(t) _ emtf(at) _ 6iat—02t2/2.

Propiedad 5. Consideremos una variable aleatoria X para la cual existe
ap = E(X%), el momento de orden k, para algun natural k > 1. Entonces,
su funcion caracteristica f(t) tiene derivadas continuas, para todo t real,
hasta el orden k inclusive. Ademdas

f(m)(()) =i"a, (1<m<k), (6.8)
donde o, = E(X™).

Demostracion. Derivando formalmente m veces, con respecto de t, bajo
el signo de integracién en la férmula (6.4)), obtenemos

Fm(1) = /_ " (i) e dF (). (6.9)

Es claro que como existe el momento de orden m < k (proposicién [A.1]),
tenemos

‘/_Z(ix)meitxdF(x)‘ < /: |z[mdF(z) < oco.

Esto permite demostrar que la derivacion bajo el signo de integral es vali-
da, y obtener la férmula (6.9). Sustituyendo ¢ = 0 en (6.9) se obtiene (6.8)).
O

Dada una variable aleatoria X, si para algin natural £ > 1 existe
ay = E(X*), el momento de orden k de la variable aleatoria, aplicando la
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propiedad [F], el desarrollo de Taylor, y la igualdad f(0) = 1, se obtiene,
que

_1+Z ™ 4 o([t]F) (t = 0). (6.10)

En la demostracion de la proxima propiedad, utilizamos el resultado si-
guiente.

Lema 6.1. Consideremos dos variables aleatorias independientes XY,
dos funciones reales u(x),v(x), definidas en la recta real, y supongamos
que ezisten Eu(X) y Ev(Y). Entonces, tiene lugar la identidad

E(u(X)v(Y)) =EuX)Eu(Y).

Demostracion. Veremos la demostracién en el caso en que ambas varia-
bles tienen distribucién discreta, y en el caso en que tienen distribucion
absolutamente continua.

Supongamos primero que X toma los valores x1, s, ..., con probabili-
dades p1, po, . . ., respectivamente; Y toma los valores vy, s, ..., con pro-
babilidades ¢1, go, . . ., respectivamente. Aplicando la proposicién B.1], ob-
tenemos que P(X =z, Y =y;)) = P(X =2,) P(Y = y;) = prg; (k,j =
1,2,...). Por ésto, tenemos

B(u(X)o(Y)) = > ulzi)v(y) POX = 24, Y =)
>

=S ul@e)pe Y o(y)p; = Eu(X)Eo(Y).
k J

Si X e Y tienen distribucién absolutamente continua y r(z,y) designa la
densidad del vector (X,Y"), aplicando la proposicién B3, obtenemos que
r(z,y) = p(x)q(y), donde p(z) es la densidad de la variable aleatoria X,
q(y) la densidad de la variable aleatoria Y. Por ésto, tenemos

E(u(X / / r(z, y)dzdy

- [ uopla)as / v(y)aly)dy = Bu(X) Ev(Y),

concluyendo la demostracion. O
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Observacion. El lema recién formulado es valido también en el caso en que
las funciones de u(z) y v(x) de argumento real, tomen valores complejos,
es decir, si tenemos

u(z) = uy(z) + dug(x), v(z) = vi(z) + iva(x),

donde ug(z) y vg(z) son funciones de argumento real, que toman valores
reales (k = 1,2). Esto es sencillo de demostrar, aplicando el lema anterior
a las partes real e imaginaria del producto u(X)v(Y).

Propiedad 6. Consideremos dos variables aleatorias independientes X
e Y, con funciones caracteristicas f(t) y g(t) respectivamente. Sea h(t)
la funcion caracteristica de la suma X + Y. Entonces, se verifica h(t) =

ft)g(t).

Demostracion. Tenemos
h(t) _ Eez’t(X-l—Y) —E <6itX6itY) _ Eez’tX EeitY _ f(t)g(t),

en vista de la observacién posterior al lema [6.11 O

Es valida la siguiente generalizacion de la propiedad recién demostrada:
si X1, Xs, ..., X, es un conjunto de variables aleatorias mutuamente inde-
pendientes, con funciones caracteristicas fi(t), fa(t), ..., fn(t) respectiva-
mente, entonces, la funcién caracteristica h(t) de la suma X7+ Xo+- - -4+ X,
es igual al producto de las funciones caracteristicas de los sumandos:

h(t) = fi(t) f2(t) - - falt).
Propiedad 7. Para todo t real, se verifica f(—t) = f(t).

La propiedad anterior se obtiene de la igualdad

f(—=t) = Ee ™ = EeitX = EcitX = f(1).

Definicién 6.1. Una variable aleatoria X y su distribucion F(x) se dicen
simétricas cuando las funciones de distribucion de las variables aleatorias
X y —X son idénticas.

Propiedad 8. Si la variable aleatoria X es simétrica, su funcion carac-
teristica f(t) es una funcion real.
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A la conclusion de la propiedad anterior conducen las igualdades
f(t) = Ee™ =E"Y = f(—t) = f(1).

En la seccién 2 demostraremos el reciproco de la propiedad anterior: si
la funcién caracteristica de una variable aleatoria X es real, la variable
aleatoria X es simétrica.

6.2. Formula de inversion. Teorema de uni-
cidad

Teorema 6.1. Consideremos una variable aleatoria X con funcion de
distribucion F(x), y funcion caracteristica f(t). Sean x1, 1z dos puntos de
continuidad de F(x). Entonces, tiene lugar la igualdad

—itxy

F(t)dt. (6.11)

1 T _—itao
Flas) — F(x) = — lim [ &

27T T—o00 -T _Zt

— €

La igualdad (€I1)) se denomina férmula de inversién.

Demostracion. Comenzamos introduciendo la funcién auxiliar

T hT
R(h. T) :/ ser;htdt :/ senu .
0 0

u

Del célculo integral, son conocidas los siguientes afirmaciones:

/ =1, ‘/ Sen“du) < C (x>0),
0 u 2 0 u
de donde obtenemos, que
—7/2 ih
lm R(hT) = /% Sh<0 (6.12)
T—+00 /2, sih>0.

Es importante observar, que esta convergencia es uniforme en los intervalos
de la forma (—o0,d], y [d, o), para todo 6 > 0.

La segunda etapa de la demostracién, consiste en representar a la in-
tegral en (6.I0), que designamos I, en términos de la funciéon R(h,T).
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Aplicando la definicién (6.4), e intercambiando el orden de integracién
(dado que el integrando es una funcién continua y acotada), tenemos

T e—it.’EQ _ e—it.’El T e—it.’EQ _ e—it.’El oo
I — —C  A(Ddt = S WAF(y))dt
| —=—rwa= [ ([ evarw)

00 T itly—=z2) _ it(y—z1)
_ / ( / ¢ ) dF(y)
_ T _'lt

_ /:: </_:; sen(t(y — x2)) ; sen(t(y — z1)) dt) IF(y)
. /:(R(y 2. T) — Rly — @, T))dF(y).

donde utilizamos que f_TT (cos(at) / t) dt = 0 para todo « real, para obtener
la ultima igualdad. Respecto del comportamiento asintético del ultimo
integrando, tomando por ejemplo 21 < 9, en vista de (6.12), tenemos

0, siy<uz,
lim R(y —x9,T) — Rly — 21, T) =< m, siz <y <o, (6.13)

T—o00

0, size <uy.

La ultima etapa de la demostracion consiste en verificar que el limite de
I cuando T' — oo es la integral del limite obtenido en (G.I3]). Para ésto
elegimos d > 0, de forma que z; + ¢ < xy — 9, y consideramos la integral
I como la suma de cinco integrales, designadas I (i = 1,...,5), en los
intervalos de integracién (—oo,xy — 6|, (x1 — &, 21 + 8], (x1 + J, 22 — 9],
(zy — 0,29 4 0], ¥ (22 4 §,00). Tenemos entonces I = >0 Iy.

Sea € > 0 arbitrario. Tenemos

h=2[  (Rly—2.T)~ Rly-.T))dF(y),
(—o0,21—0]

Como, en vista de (G.I3)), el integrando converge uniformemente a cero,

obtenemos que |[;| < € si T es suficientemente grande. Una situacién

analoga ocurre con T5, por lo que, |I5| < e si T es suficientemente grande.
Para la segunda integral, tenemos

L] <2 / (R(y — 22.T) — Ry — 11, T))dF(y)
(w1—5,w1+5]

§4C(F($1+5)—F($1—5)) <eg,
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si § es suficientemente pequeno (independientemente de T'), dado que x;
es un punto de continuidad de F(x). La situacién con I, es andloga, y
por ésto |I4] < e si & es suficientemente pequeno. Por dltimo, como la
convergencia en (6.13]) es uniforme, para la tercer integral tenemos

(z1+6,22—9]
— 27T(F({lf2 —5) —F(xl +5)>7

si T'— oo. En conclusion, para todo ¢ suficientemente pequeno, tenemos
)I — 27 (F(zy — 6) — F(x1 + 6))‘ < L]+ L] + [1a] + |15
+ ‘I — o (F(xy — 8) — Fa + 5))) < 5e,

si T es suficientemente grande. Como z; y x5 son puntos de continuidad
de la funcién F(x), esto concluye la demostracion. O

Teorema 6.2 (Unicidad). Sean f(t), g(t) las funciones caracteristicas co-
rrespondientes a dos funciones de distribucion F(x),G(x). Supongamos
que f(t) = g(t) para todo t real. Entonces, se verifica F(x) = G(z) para
todo x real.

Demostracion. Sea C el conjunto de los puntos en el que ambas funciones
F(z) y G(z) son continuas. Como F(z) y G(z) son funciones de distri-
bucién, el complemento del conjunto C es, a lo sumo, numerable. Sean
entonces x, ¥y, Ys, ... puntos de C, tales que y, — —oo (n — o0). Apli-
cando el teorema [6.1], obtenemos que F(z) — F(y,) = G(z) — G(yn), v
tomando limite si n — oo en la igualdad anterior, resulta

F(x) = G(z) para todo x en C. (6.14)

Sea ahora z un real arbitrario. Consideremos x; > x5 > --- puntos de C,
tales que x, — z (n — o0). En vista de (6.14), tenemos F(z,) = G(z,).
Como ambas funciones de distribucién son continuas por la derecha, al
tomar limite si n — oo en la igualdad anterior, obtenemos la igualdad
F(z) = G(z). Como z es arbitrario, esto concluye la demostracion. O

De acuerdo al teorema [6.2], denominado teorema de unicidad, la fun-
cién caracteristica de una variable aleatoria define univocamente (es decir
“caracteriza”) su funcién de distribucién. Veamos algunas aplicaciones de
este teorema.
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Ejemplo 6.7. Consideremos dos variables aleatorias independientes X;
y Xg, cada una de las cuales tiene distribucién normal con parametros
(ay,01) y (ag,02) respectivamente. Con la ayuda del teorema de unicidad
es sencillo demostrar que la suma X; + X5 tiene distribucién normal (como
vimos en la seccién 3.4).

La funcién caracterfstica de Xj es fy(t) = ei®!=9¢#*/2 (. = 1,2). Como
las variables aleatorias son independientes, la funcion caracteristica de la
suma X; + X5 es

g(t) — Eeit(X1+X2) — EeitX1 Eeith

= f1(t) fa(t) = pilar+az)t—(of+03)t%/2

Es claro que la funcién ¢(t) coincide con la funcién caracteristica de una
variable aleatoria con distribucién normal, con pardmetros (al +ay, (02 +
03)!/?). Aplicando el teorema [6.2 se deduce que la suma X; + X, es una

variable aleatoria con distribucién normal con éstos parametros.

Ejemplo 6.8. Consideremos dos variables aleatorias independientes X e Y,
cada una de las cuales tiene distribucién exponencial con parametros a > 0
y B > 0 respectivamente. Veamos que la variable aleatoria Z = X — Y
tiene densidad, dada por

/B _ .
- (B 5oz

B Bz ;
w12 siz <0.

Por una parte, utilizando el ejemplo [6.5] tenemos

EelZ —BeXgety - P (6.15)
a— it [+t
Por otra parte,
/OO 6thp(l’)dl’ — 055 (/OO 6(it—a)xdx+/0 e(it—i-ﬁ)xdx)
—00 Oé—i_ﬂ 0 —00
1 1

:aﬂ( _ 4 .): © B (616

a+ f\a—it [+t a—1it f+it

Como los resultados en (6.15]) y (6.16]) coinciden, del teorema de unicidad
se deduce que p(x) es la densidad de Z.
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Veamos un corolario mas del teorema de unicidad: si la funcién carac-
teristica f(¢) de una variable aleatoria dada es real, entonces la variable
aleatoria es simétrica. En efecto, como f(t) es real, aplicando la propiedad
[7, tenemos

f(t) = f(t) = f(-1).

Por otra parte, f(—t) = Ee ¥ es la funcién caracteristica de la variable
aleatoria — X en el punto ¢. De la coincidencia de las funciones caracteristi-
cas se obtiene la igualdad de las distribuciones de las variables aleatorias
X y —X, aplicando el teorema [6.2] Concluimos que X es simétrica.

En vista de lo recién demostrado y de la propiedad ], llegamos a la
siguiente conclusién: una variable aleatoria es simétrica si y solo si su
funcion caracteristica es real.

6.3. Teoremas de Helly

Los teoremas de Helly juegan un importante rol en la demostracion de
los teoremas de convergencia de funciones caracteristicas, que estudiamos
en la seccion 4. Dado que no se incluyen en los cursos habituales de calculo,
los presentamos aqui con sus correspondientes demostraciones.

Definicién 6.2. Consideremos funciones F(z), Fi(z), F»(x),..., acota-
das y no decrecientes.

(a) Decimos que la sucesion {F,(x)} converge débilmente a F(x) y es-
cribimos F,, — F, si F,(r) — F(x) (n — o0) para todo punto = de
continuidad de la funcion F(x).

(b) Decimos que la sucesion {F,(x)} converge completamente a F(x) y
escribimos F,, = F, si {F,(x)} converge débilmente a F(z) (es decir, si
F, = F) y ademadl] F,,(—o0) — F(—00), F,(00) = F(c0) sin — 00.

Observemos que si F(z), Fi(z), Fo(x), ... son funciones de distribu-
cion, la convergencia débil definida en (a) coincide con la convergencia
débil de variables aleatorias definida en la seccién 5.1. Ademads, en este
caso, las definiciones (a) y (b) coinciden. Sin embargo, en el caso general
esta equivalencia no es cierta, como se ve en el siguiente ejemplo.

Designamos G(—oc0) = lim,_,_ G(z), cuando existe este limite para una cierta
funcién G(z). Andlogamente, designamos G(o0) = lim, ;00 G(2).
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Consideremos, para cada n = 1,2, ..., la funcién
0, six < —n,
Fo(r)=<1/2, si-n<uz<n,
1, sin <.

Es claro que F,(z) — 1/2 (n — o0) para todo z real, y en consecuen-
cia la sucesién {F,(z)} considerada converge débilmente a la funcién
F(z) = 1/2. Sin embargo, la convergencia completa no tiene lugar, da-
do que F,(—o00) = 0, F,(+00) = 1 para todo n, y tenemos F(—o0) =
F(o0) =1/2.

Teorema 6.3 (Helly). Consideremos una sucesion {F,(x)} de funciones
no decrecientes. Supongamos que existen constantes A y B tales que se
verifica A < F,(x) < B para todo x real y para todo n. Entonces, la
sucesion dada contiene una subsucesion {F,, (x)} que converge débilmente
a una cierta funcion F(x), no decreciente y acotada.

En la demostracién de este teorema utilizamos el siguiente resultado.

Lema 6.2. Si F,,(z) — F(x) para todo x € D, donde D es un conjunto
denso en la recta real, entonces F,, — F.

Demostracion del lema. Sea x un punto de continuidad de F'(x). Como D
es denso, existen dos sucesiones {x}} v {z}} que verifican =} < z < z}
para todo k y limg_,o @), = limg_,o, 2} = . Para cada k y cada n, tenemos

Como lim,, o F,(z}) = F(2},) v im0 F(2}) = F(2}), de las desigual-
dades anteriores, si n — 0o, obtenemos

F(x}) <lminf F,(z) < limsup F,(z) < F(z}).

n—o0 n—00
Hagamos ahora tender k a infinito. Dado que x es un punto de continuidad

de F(x), se verifica limy_, o F'(2},) = limy_,00 F(z) = F(x), por lo que

F(z) <liminf F,(x) < limsup F,(z) < F(z).

n—0o0 n—o00

Entonces, el lim,, ., F,,(x) existe, y vale F(z). Como el punto de conti-
nuidad es arbitrario, esto concluye la demostracion. O
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Demostracion del teoremal6.3 de Helly. Sea D un conjunto denso nume-
rable de ntimeros reales x), x5, . . .. La sucesién numérica { F,,(x})} es aco-
tada, por lo que contiene una subsucesién {Fi,(z})} que converge a un
cierto limite, que designamos F'(z}).

La sucesién {Fj,(z5)} también contiene una subsucesién {Fy,(25)},
convergente a un cierto limite, que designamos F(x}). Ademas, se verifica
lim,, o0 Fon(2)) = F(2)).

Continuando este proceso, obtenemos, que para cualquier natural k,
existen k sucesiones {Fy,(z})} (i = 1,...,k) para las cuales se verifica
lim,, oo Firn(z)) = F(x) (i=1,...,k).

Consideremos ahora la sucesion diagonal compuesta por las funciones
{Fun(z)}. Sea x) € D. Es claro que lim,_,o Fyun(z},) = F(2},), dado que
{F.n(x})} es una subsucesién de la sucesién numérica { Fy,(x})}, sin > k.
Hemos asi definido una funcién F(z) en el conjunto D. Si < y son dos
puntos de D, entonces F(z) = lim, o0 Frn() < lim, o Frn(y) = F(y),
y la funcién F(x) es no decreciente en D. Es claro también que A <
F(z) < B. Estas propiedades permiten extender la funcién F'(z) a toda
la recta real, conservando las propiedades mencionadas. Estamos entonces
en condiciones de aplicar el lema [6.2] para concluir la demostracién del
teorema. U

Observacion. Se puede ver que la funcién limite F'(z) puede elegirse conti-
nua por la derecha, si definimos F'(z) = lim,,—,o F(z,), donde {z,} € D,
T, = x (n — 00), y x, > x para todo n.

Teorema 6.4 (Helly). Consideremos funciones no decrecientes y acotadas
F(x), Fi(z), Fo(x), ... tales que F,, = F, y una funcion g(x) continua y
acotada. Entonces

/_OO o(2)dF(z) — /_OO (2)dF(z) (n — o).

Demostracion. Sea € > 0 arbitrario. Designemos

G =suplg(r)|, C=F(o0)— F(-00).

z€eR

Como lim, , ., F(z) = F(—00), lim, o, F(x) = F(c0), existen a < b,
puntos de continuidad de F'(x), tales que se verifica

F(oo) — F(b) < £/(3G),  F(a) — F(—0) <£/(3G).  (6.17)



6.3. Teoremas de Helly 149

Como g(x) es una funcién continua, existe una particiéon del intervalo
la,b], designada a = 9 < 21 < -+- < xy = b, formada por puntos de
continuidad de F'(z), y tales que se verifica |g(x) — g(xy)| < § si z €
(xk_l,xk) (]{7 = 1, .. ,N)

Counsideremos la funcién auxiliar

i _ k=1,....N
(@) = {gm), si @ € (i, m] (F=1,...,N),
0, en otro caso,

que podemos también definir como go(z) = Z]kvz1 (1)L, 2 (7). Sean

I / T ) dF (), I, = / " G(e)dF ().

— 00 —00
Sumando y restando, obtenemos

1= [ (o) - ) ar (6.18)

o0

n / " gole)dFu(a) - / T p@dF@)  (6.19)

[e.e] —00

T / " (9(@) — gola))dF(2) (6.20)

[e.e]

:Sl+52+53.

Acotemos cada uno de los tres sumandos anteriores. Para S3 en (6.20),
tenemos

si< [ lowlare / 9() = o) aF (@) + [ lo(o)]aF (o)

< G(Fla) — F(~o0)) +8(F(b) - F(a))+G(F(x) — F(B) (621)
§6/3+5/3+5/3:6,

en vista de (617) y la desigualdad F'(b) — F'(a) < C.
Para S en (6.I8)), cambiando F,, por F, obtenemos

51| < G(Fa(a) — Fa(—00))
+ 0(F(b) — Fu(a))+G (Fu(c0) — (b)) < e, (6.22)

si n es suficientemente grande, dado que, por la convergencia completa
F,, = F, la cota obtenida en (6.22]) converge a la cota en (6.21]).
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Finalmente, también utilizando la convergencia completa F,, = F,
obtenemos Sy — 0 (n — o0) en (6.19), porque

N o
=) gzi) (F(zr) — Flar—)) = / go(z)dF(z),
si n — 0o0. En conclusién, para n suficientemente grande, tenemos

‘/_Zg(x)an(x) - /00 g(x)dF(x)} <etete=3e

—0o0

lo que concluye la demostracion. O

6.4. Relacién entre la convergencia de dis-
tribuciones y de funciones caracteristi-
cas

El objetivo de esta seccion es la demostracion del siguiente resultado.

Teorema 6.5. Consideremos las funciones de distribucion
F(z), Fi(z), Fa(z), . ..
con sus correspondientes funciones caracteristicas

(), fi(t), fa(t), . ..

Entonces, la sucesion {F,,(x)} converge débilmente a F(x) (es decir F,, —
F), siy solo si se verifica

fn(t) = f(t) (n — o0) para todo t real. (6.23)

Demostracion. Supongamos primero que F,, — F. Tenemos

f) = [ eman e, 10 - [ eire),

[e.e] —0o0
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Como €** = costx + isentx, donde las funciones sen tz, cos tx son conti-
nuas y acotadas; y tenemos F, = F'(z) (porque se trata de funciones de
distribucién), obtenemos (6.23]) aplicando el teorema [6.4] de Helly.

Supongamos ahora que se verifica la condicién (6.23). En virtud del
teorema [6.3] de Helly, la sucesién {F,,(z)} contiene una cierta subsucesion
{F,. ()}, que converge débilmente a una cierta funcién F(x) no decre-
ciente, que verifica 0 < F(x) < 1, y que elegimos continua por la derecha.
Demostremos que F'(x) es una funcién de distribucién. Para ésto hay que
demostrar que F(—oo) = 0y F(+00) = 1, lo que equivale a demostrar
que 0 = F(4o00) — F(—o0) = 1.

Supongamos que § < 1 y sea e tal que 0 < e < 1—4. Como f(0) =1y
f(t) es continua, para v suficientemente pequeno es valida la desigualdad

1 [7 € €
5/_7f(t)dt>1_§>5+§' (6.24)

Como F,,, — F, podemos elegir un real A > v/(4¢) que verifique: F(x)
es continua en A y en —A; para todo k suficientemente grande 5 (A) =
F,.(A)—F, (-A) <d+¢e/4
Introducimos ahora la funcién
v

, 2
B(z) = / e dt = = sen(yzx)
x

-
que, como |e®| < 1, verifica |B(z)| < 27. Ademds, como |sen(yz)| < 1,
tenemos |B(z)| < 2/A, si |x| > A.
Cambiando el orden de integracién y utilizando la funcién B(x) recién
introducida, tenemos

/_1 fa(t)dt = /_: (/_OO e dF,, (x))dt = /OO B(z)dF, (z).

o0 —00

Partiendo el intervalo de integracion, obtenemos la siguiente acotacion:

¢!
[ o <| [ B,
- {lz|<A}
2
[ B@dR,@)] <260+
{lz|>A}
En vista de la eleccién de A, dividendo por 27, obtenemos

%) /_:fnk(t)dt‘ <o+Z
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Como f,, (t) = f(t) (n = o0) con |f,, (t)] < 1, tomando limite en la
desigualdad anterior, obtenemos

%)/_:f(t)dt‘ <o+l

lo que contradice la desigualdad (624]). Entonces § = 1 y F(x) es una
funcién de distribucion.

Por tltimo observemos, que como F,, — F, aplicando la primera
parte del teorema, obtenemos que f(t) es la funcién caracteristica que
corresponde a esta distribucion F'(z).

Para terminar, resta demostrar que toda la sucesién {F),(x)} converge
débilmente a F(x). Supongamos que esto no es cierto. Existe entonces una
subsucesion {F,/(x)}, que converge débilmente a una cierta funciéon G(x),
que es distinta de F'(z), en por lo menos un punto de continuidad. Una
argumentacion similar a la aplicada a {F,, (z)} nos permite obtener, que
G(x) es una funcién de distribucion, y que f(t) es su funcién caracteristica.
Aplicando el teorema de unicidad de funciones caracteristicas obtene-
mos que F(z) = G(x) para todo z real, contradiciendo nuestro supuesto.
Entonces F,, — F', lo que concluye la demostracion. O

En el capitulo 7 estudiaremos distintas variantes del teorema central
del limite, cuyas demostraciones se basan el teorema recién demostrado.

6.5. Ejercicios

1. Hallar la funcién caracteristica de una variable aleatoria: (a) con
distribucién uniforme en el intervalo (—¢,¢); (b) con densidad dada por

p(x) = (1 —cosx)/(mx?).

2. Dada una variable aleatoria X, la variable aleatoria simetrizada, de-
signada X°, se define mediante la igualdad X* = X — Y, donde Y es
una variable aleatoria independiente de X, y con su misma distribucion.
Demostrar que si X tiene funcién caracteristica f(t), entonces, X*® tiene
funcién caracteristica | f(t)]?.

3. Consideremos una funcién caracteristica f(t). Demostrar la desigual-
dad

L= [f2t)]? <401~ f()),

valida para todo t real.
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4. Consideremos funciones caracteristicas fi(t),..., f.(t), y constantes
positivas by, ..., b,, que verifican by +- - -+b, = 1. Demostrar que b f1(t)+
-+« 4+ by fn(t) es una funcién caracteristica.

5. Determinar si las siguientes son funciones caracteristicas: (a) sent;
(b) cost; (c) cos?; (d) sent + cost; (e) (e + 62it)3/8; (f) Re f(t), donde
f(t) es una funcién caracteristica; (g) Im f(¢) donde f(t) es una funcién
caracteristica.

6. Calcular la varianza var X, de una variable aleatoria X, con funcién
caracteristica f(t) = (1+ 63“)2/4.

7. Sea X una variable aleatoria con distribucién discreta. Esta distri-
bucion se denomina [ldtice, si existen dos reales h > 0 y a, tales que se
verifica > > P(X = a+ hk) = 1. (a) Encontrar una distribucién dis-
creta que no sea latice. (b) Demostrar que una distribucién con funcién
caracteristica f(t) es latice si y solo si existe ¢y # 0 tal que |f(to)] = 1.

8. Sea X una variable aleatoria con distribucién latice, que toma los
valores a+hk (k = 0,41, £2,...), con probabilidades p, = P(X = a+kh).
Demostrar que se verifica

h

27 i<z

Pk

para todo k entero, donde f(t) es la funcién caracteristica de X.

9. Utilizando el teorema de unicidad, demostrar: si X e Y son varia-
bles aleatorias independientes, con distribuciéon de Poisson con pardametros
A1 ¥ Ag respectivamente, entonces X +Y tiene distribucion de Poisson con
parametro Ay + Ao.

10. Consideremos una funcién caracteristica f(t) y dos constantes b, c,
que verifican 0 < ¢ < 1, b > 0. Demostrar que si | f(t)| < ¢, cuando |t| > b,
entonces |f(t)| <1 — (1 — c*)t?/(8b?), si |t| < b.

11. Demostrar que si una funcién caracteristica verifica la condicién

limsup | f(¢)| < 1

[t| =00
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(denominada condicion (C) de Cramér), entonces, para todo € > 0, existe
un real positivo ¢ < 1, tal que |f(t)| < ¢, cuando [t| > e. Sugerencia:
Utilizar el ejercicio 0.

12. Consideremos una variable aleatoria con funcién caracteristica f(t).
Demostrar que si la variable aleatoria es absolutamente continua, enton-
ces f(t) — 0, si |t| — oo. (Sugerencia: utlizar el teorema de Riemann-
Lebesgue).

13. Sea F(x) una funcién de distribucién con funcién caracteristica f(t).
Demostrar la igualdad

/:; 1f_2x2dF(93) = /OOO 6_t(1 — Re f(t))dt.

14. Una funcién caracteristica se denomina infinitamente divisible si pa-
ra cada natural n > 1, existe una funcién caracteristica f,(t), tal que
ft) = (fn(t))n Demostrar las siguientes proposiciones: (a) Si f(t) y g(t)
son funciones caracteristicas infinitamente divisibles, entonces, f(t)g(t) es
una funcién caracteristica infinitamente divisible. (b) Si f(¢) es funcién
caracteristica infinitamente divisible, entonces, f(t) # 0 para todo t real.
(Sugerencia: utilizar la desigualdad del ejercicio [3].)

15. Si una funcién caracteristica verifica f(t) = 14o(?) (¢ — 0), entonces
f(t) =1 para todo t real.

16. Sea f(t) la funcién caracteristica de una variable aleatoria con distri-
bucién no degenerada. Demostrar que existen reales positivos 0 y ¢, tales
que |f(t)] <1 —et? para [t| < 6.

17. Sea X una variable aleatoria con funcién caracteristica f(t), con dis-
tribucién létice, que toma los valores a + hk (k = 0,£1,+2,...), donde
h > 0y a son numeros reales fijos. El niimero h se denomina el paso de la
distribucion. El paso h se denomina maximal, si no existe un par hq, aq,
con hy > h, tal que Y2 P(X = a; + hik) = 1. Demostrar que el paso
h es maximal si y solo si se verifican las condiciones |f(27/h)| = 1,y
|f(t)] <1 para 0 < |t| < 27/h.

18. Una funcién de distribucion, o su funcién caracteristica f(t), se deno-
mina estable, cuando para todo par a; y as de nimeros reales positivos,
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existen a > 0 y b reales, tales que f(ait)f(ast) = € f(at). (a) Demostrar
que esta definicion es equivalente a la siguiente: la funcion de distribucién
F(z) es estable, si para todo a; > 0, ag > 0, by y by, existen a > 0y b
reales tales que F(a1x +by) * F(aox 4+ by) = F(ax +b), donde * designa la
convolucién. (b) Determinar si son estables las siguientes distribuciones:
(i) degenerada, (ii) normal, (iii) uniforme, (iv) binomial, (v) de Poisson.

19. (a) Hallar la funcién caracteristica de una variable aleatoria con dis-
tribucién Gama, con parametros (a, ). (b) Demostrar que si T1,...,T),
son variables aleatorias independientes con distribucién comin exponen-
cial de pardmetro «, entonces, su suma 77 + - - - +71},, tiene densidad dada
por p(z) = a"z" e /(n — 1)L






Capitulo 7

Teorema central del limite

Se denomina teorema central del limite a cualquier proposicion que es-
tablece, bajo determinadas condiciones, que la funciéon de distribucién de
la suma de una cantidad creciente a infinito de variables aleatorias, con-
verge a la funcion de distribucion normal. Aplicando el teorema central del
limite podemos aproximar la distribucién de la suma de un gran nimero
de variables aleatorias, mediante la distribucién normal. En este capitu-
lo, dedicado a estudiar diversas variantes del teorema central del limite,
comenzamos por el teorema de Lindeberg—Lévy que considera sumas de
variables independientes e idénticamente distribuidas. En la seccion 2 se
demuestra un resultado mas general: el teorema de Lindeberg, en el cual
no se supone que las variables aleatorias consideradas tienen la misma
distribucion.

7.1. Teorema de Lindeberg—Lévy

Decimos que X, Xs,... es una sucesion de variables aleatorias in-
dependientes, cuando las variables aleatorias Xy, ..., X,, son mutuamente
independientes para cadan = 1,2, .... Recordemos, que X, X»,... esuna

sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas cuando todas
las variables aleatorias consideradas tiene la misma distribucién.

Teorema 7.1 (Lindeberg-Lévy).
Consideremos una sucesion Xq, Xa,... de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, con esperanza matemdtica E X1 = a

157
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y varianza var X, = o> > 0. Designemos

F.(x)=P

Xi+--+X,—na
< §m>.
o\v/n

Entonces,
F.(x) = ®(x) (n — o0) para todo x real, (7.1)

donde ®(x) = \/— [ e~P12dt es la distribucidn normal estdndar.

Demostracion. La primer etapa consiste en demostrar el teorema en el
caso particular en el que EX; =a =0y var X; =02 = 1.

Consideremos entonces para cada n = 1,2,... la variable aleatoria
Zy, = L(X1+~-~+Xn).
Vn

Como a = 0y 0® = 1, tenemos P(Z, < z) = F,(z). La demostracién
se basa en la aplicacién del teorema Calculemos f,(t), la funcién
caracteristica de Z,, en términos de v(t), la funcién caracteristica de Xi:

fa(t) = E¢itZn — B t/V) Zizi X — | H RONDMe
k=1

B etV Xe — M%)]" (7.2)

donde utilizamos que las variables aleatorias son idénticamente distribui-
das en la ultima igualdad, y que son independientes en la ante ultima.
Como ay = var X; = 1 < oo, aplicando el desarrollo de Taylor (6.10) de
orden k = 2 para la funcién caracteristica de X7, tenemos

||E:

v(u) =1— — +o(u?) (u—0), (7.3)

dado que a; = E X; = 0. Consideremos un real ¢ arbitrario y fijo. Quere-
mos calcular lim,, ., f,(¢). Si en (T3] ponemos u = t/y/n, tenemos

v(%) :1—%+0<i> (n — 00),

dado que 1/n — 0 si y solo si u — 0.
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Verifiquemos ahora la validez de la identidad
In(l+2) =z+r7r(2), (7.4)

donde |r(z)] < 2|z|% si 2z es un nimero complejo que verifica |z| < 1/2.
En efecto, considerando el desarrollo de Taylor de la funcién logaritmo,

tenemos
o0

r(z) =ln(l+2)—z=>» (-1)""'2"/m.

m=2

Acotando y sumando la serie geométrica que se obtiene, tenemos

o
. o |Z|2 2
2)| gmzzzmm |2|? Zwﬂ T < 2|z,

porque (1 — |z|)7t < 2, dado que |z| < 1/2. Esto prueba (7.4).
Siz=uv(t/\/n)—1=—t%/(2n)+o0(1/n), para n suficientemente grande
podemos aplicar la férmula ([Z4]), para obtener

() = 55+
nv(—) =——
Vn 2n n
porque, en este caso |r(z)| < 2|z]? = t1/(2n?) + o(1/n?).
Estamos en condiciones de tomar logaritmo en la férmula (Z.2]):

t t? 1 t?
lnfn(t):nlnv<%> :n[—%jt <n>] :—5—1—0(1).
En otras palabras, f,(t) — e /2 si n — oo. Como f(t) = ¢ /% es la

funcién caracteristica de la distribucién normal ®(z), aplicando el teorema
obtenemos que F,(x) — ®(z) para todo = real (dado que ®(z) es
continua en R), concluyendo la primer etapa de la demostracién (a =
0,02 =1).

Supongamos ahora que E X; = a,var X; = 02, con a,c > 0 arbitra-
rios. Consideremos las variables aleatorias auxiliares Y,, = (X,,—a)/o (n =
1,2,...). Es facil de ver que {Y,,} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, con EY; =0, y varY; = 1.
Entonces

Fn(m):P<X1+-~-+Xn—na§x>

ov/n
:P<Y1+~-~+Yn

NG < 93) — d(x),
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para todo x real si n — oo, dado que {Y,,} verifica las condiciones de la
primer etapa de la demostracién. Esto es la tesis del teorema. O

Observacion. Es posible demostrar que la convergencia en (Z.1]) es unifor-
me en el conjunto de los = reales. No es dificil verificar esta afirmacion
directamente; es consecuencia del teorema de Pdlya: si una sucesion de
funciones de distribucién {G,(x)} converge a una funcién de distribucién
continua G(z) para todo x, entonces, esta convergencia es uniforme en la
recta real (ver ejercicio [I2] capitulo 5).

Veamos que el teorema limite integral de De Moivre—Laplace de la
seccidn 2.3, es un corolario del teorema de Lindeberg-Lévy recién demos-
trado.

Consideremos entonces una serie de n experimentos independientes,
con dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso), y probabilidad
de éxito igual a p en cada experimento (0 < p < 1). Sea u la cantidad
de éxitos en n experimentos. Veamos como se formula el teorema limite
integral de De Moivre-Laplace en términos de variables aleatorias. Para
ésto consideremos una sucesion de variables aleatorias X7, X, ..., cada
una de las cuales toma el valor 1 con probabilidad p (si ocurre un éxito) y el
valor 0 con probabilidad ¢ = 1 —p (si ocurre un fracaso). Tenemos E X}, =
p, var X, = pg > 0 para cadai = 1,2,.... Ademds, p = >, _, X, porque
la suma contiene tantos sumandos iguales a uno como éxitos ocurren en los
primeros n experimentos, siendo nulos los sumandos restantes. La sucesién
{X,,} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas, por lo que es aplicable el teorema de Lindeberg—Lévy. De
(71)) obtenemos, que

ft = np

P( §x> —B(z) =0 (n - o00), (7.5)
Vv 1pq

uniformemente en el conjunto de los x reales, en vista de la tltima obser-

vacién. Poniendo entonces en ([Z.5) primero z = b, luego x = a, y restando,

obtenemos

P<a<'u\/;7nqp§b>—\/—2_ﬂ ’

uniformemente, en el conjunto de los reales a < b, que es el contenido del
teorema limite integral de De Moivre-Laplace.

e Py 50 (n— o0),



7.2. Teorema de Lindeberg 161
7.2. Teorema de Lindeberg

Teorema 7.2 (Lindeberg).

Consideremos una sucesion Xy, Xa,... de variables aleatorias indepen-
dientes, con esperanzas ai, as, ... Y varianzas oi,os, ..., no todas nulas.
Designemos

Supongamos que se verifica la condicion de Lindeberg: Para todo € > 0

n

1

ME =53
B = J{ja—ar|>=vBn}

(x —ap)?dVi(r) = 0 (n— o0). (7.6)
Entonces

F.(z) —» ®(x) (n — 00) para todo x real.

La demostracion del teorema de Lindeberg utiliza el siguiente resultado
de calculo, que incluimos por conveniencia del lector.

Lema 7.1. Vale la desigualdad

para todo real x, y todo natural k > 1.

Demostracion del lema[7.1. Como

/ edt = ~ (e — 1)
0 i

obtenemos que [ — 1| < |z|, demostrando la férmula (Z.7) para k = 1.
Para demostrar la validez de (7)) para k + 1, a partir de su validez
para k, escribimos

=[S a5 ),

v=0 v=0
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Entonces
ko,
‘ (’Lx)” /lu’vl tk |$‘k+1
W = |I| < —dt = ———
° ; L A L A T
concluyendo la demostracion. O

Demostracion del teorema[7.9 de Lindeberg. Observemos en primer lugar
que podemos suponer a, = 0 (n = 1,2,...). El caso general en el que
las variables aleatorias tienen esperanzas arbitrarias, se reduce a este caso
particular mediante la consideracion de las variables aleatorias Y,, = X, —
a, (n=1,2,...) que verifican EY,, =0, varY,, = 02.

Supongamos entonces que EX,, =0 (n = 1,2,...). En primer lugar,
demostremos que la condicién (7.6) de Lindeberg, que en nuestro caso es:
Para todo € > 0

1 n
Ay (e) = — / 22dVi(z) = 0 (n — 00),
B = J{ielzevBa}

implica la condicién:

1 .
B Dax o) — 0 (n— ). (7.8)
En efecto, para € > 0 arbitrario y para cada k = 1,2, ..., n, tenemos

O']% :/ 352de(1’) —|—/ 332de(1’)
{lz|<evBn} {lz|>ev/Bn}

< 62Bn + / xdek(m)
{lz[>ev/Bn}

k=1
Entonces, como la cota obtenida no depende de k, dividiendo por B,

tenemos

1 2 2 2
— max o, < e+ A, (e) <e“+¢
Bnlfkfnk_ n() )

para n suficientemente grande. Como € > 0 es arbitrario, hemos demos-

trado (8.

Consideremos ahora 7, = ZZ:1 Xi/v/ By, y calculemos su funcién ca-
racteristica f,(t) en términos de v (t), la funcién caracteristica de Xy, (k =
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1,...,n). Tenemos

Fult) = Bt — BB S X — g ] etV F

k=1
n n

H it/ VB X — HU’“<¢%}7>’ (7.9)

k=1 k=1
donde utilizamos que las variables aleatorias son independientes.
Para la demostracion del teorema es suficiente verificar que f,(t) —
e /2 (n — o) y aplicar el teorema Para demostrar entonces la
convergencia de las funciones caracteristicas, tomamos logaritmo en (Z.9])
y utilizamos el siguiente resultado.

Lema 7.2. Para cada t real, tiene lugar la igualdad

In f,,(¢) Zlnvk< ) = kzi; [vk<\/%> — 1] + R,(),

n

donde R,(t) — 0 (n — 00).

Demostracion del lema[7.9. Consideremos

ri(t) = lnvk<\/LB_n> - [Uk<\/LB_n> - 1] parak=1,...,n,

n

R, (t) =Y ri(t).

k=1
Como E X, = ffo xdVi(z) = 0, aplicando el lema [l T] con k = 2, tenemos

v ( _1)_)/*“’ e%_l_%)m(@)

2 t201%
< x*dV; = 7.10
= 2Bn k() 2B, (7.10)
< r X ! —0 (n— o0) (7.11)
-2 B, 1<l§2(n0k " ’ '

segin vimos en la férmula (7.8)). Luego, si n es suficientemente grande,
designando z; = v(t/v/B,) — 1, se verifica |z;| < 1/2 para todo k =

1,...,n, y podemos utilizar el desarrollo del logaritmo ({Z4]), para obtener
t tte? 1
< B ot % 1 2
Ir(®)] = 2‘%(\/3_) 1) = 232 %S 5p, X B, 18, ok
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donde utilizamos (7.I0). Por ésto,

" t* & o? 1
- < Zk = mix o?
R0 = Y Ir0] < 53725 x - i ot 50 (0 o0),
k=1 k=1
en vista de (Z.8), concluyendo la demostracién del lema. 0O

Resta la etapa final, que consiste en demostrar que
Inf,(t) +t*/2 =0 (n— o). (7.12)

Con este fin, introducimos

t t2o? *( ita) VB itr  (itz)?
I’““”’f(,/_Bn)_Han _/_oo (¢ T UB T 2B, Javi(e)

para cada k = 1,2,.... Acotamos [ partiendo el dominio de integracion
en en las regiones {|z| < ev/B,} y {|z| > ev/B,.}, y utilizando el lema [T.]
con k = 3 en la primer region, y con k = 2 en la segunda. Las acotaciones
que obtenemos de dicho lema, son

Y

‘ . (Zy)z‘ L o3
W1 — _ N < =

, o (iy)? : oL
ely—l—zy—%‘ < |e’y_1—zy|+§|y|2§|y|2-

Por eso, si y = ixz// B, tenemos

tx|? |tz ?
I < / Vi) + L avi(a)
{lz|<evBn} 6Bn {|z|>evBr} Dn

coplt]® ﬁ/
6By By J{uzevBay

Estamos en condiciones de concluir la demostracién. Utilizando el lema
7.2, tenemos

|z|2dVi (). (7.13)

2

2,52
In f(t) + % = ; [lnm(\/LB—?) + ;Bﬂ

= [vk(\/;_n) —1—%] + R (t)

k=1




7.2. Teorema de Lindeberg 165

Aplicando ahora la acotacién (7.13]), tenemos

& t
In f,.(t) Z|1‘k|+R ﬂﬂ ?An(€) + Ry(t).

Como el primer sumando es arbitrariamente pequeno, el segundo converge
a cero (aplicando la condicién de Lindeberg), y el tercero también tiende
a cero (segin demostramos en el lema [T.2)), obtuvimos (.I2). Con la
aplicacién del teorema concluimos la demostracion. O

El teorema [Tl de Lindeberg—Lévy, resulta ser un corolario del teorema
de Lindeberg, recién demostrado. En efecto, en el caso de variables alea-
torias con distribucién comun V' (x), esperanza matematica a y variancia
0% > 0, obtenemos que B,, = no?, y, para € > 0 arbitrario, se verifica

Anle) = / (r— a)2dV(z) =0 (n— o)
0% J{fo—afzcoym)

porque 02 = [% (z — a)?V(z) < oo. En conclusién, si se verifican las
hipétesis del teorema de Lindeberg—Lévy, también se verifican las del teo-
rema de Lindeberg; mientras que las tesis de estos dos teoremas, en el caso
particular considerado, coinciden.

Volvamos ahora al caso general, en el que las distribuciones no necesa-
riamente son idénticas. Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias que

verifica las condiciones del teorema de Lindeberg. Consideremos
X k — Qp
Vv By

Poniendo Z,, = >}, (Xy—ax)/V/ By, tenemos Z,, = >, X,x. Demostre-
mos que la condicién de Lindeberg implica la condicién: Para todo € > 0

Xnk: (k:zl,,n)

P(max | X, >g) 50 (n— o). (7.14)

1<k<

La férmula (7.14) significa que las variables aleatorias son uniformemente
“pequenas”. Veamos su demostracion. Dado € > 0, tenemos

P(|Xnk| Z 5) = P(‘Xk — ak| Z ISRV Bn) = de((L’)
{lz—ak|>ev/Bn}

= (2 — ag)2dVi(z).

< /
€2Bn J{je—ar|>evBr}
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Por ésto,
P (i ol 2 ) <P (U {1 2 }) < 3P (10l 2 )

1
§ —a3)?dVi(z) = S A,
52B /|m ag|>evBn} x ak) k(x) e? (8)7

obteniendo la condicion (Z.14)).

7.3. Teorema de Lyapunov

Teorema 7.3 (Lyapunov).

Consideremos una sucesion Xy, Xa, ... de variables aleatorias indepen-
dientes, con esperanzas ai,as, ... 1y varianzas oy, o, ..., no todas nulas.
Designemos
n 1 n
2
B,=S 02 FE(z)=P ( (Xp — az) < 93)

k=1 v B k=1

Supongamos que se verifica la condicién de Lyapunov: Ezxiste & > 0 tal
que

1
Bl+i2

n

L,(0) = ZE|X — | =0 (n— o0). (7.15)
Entonces

F.(x) = ®(x) (n — 00) para todo x real.

Observemos que la condicion de Lyapunov implica que existen los mo-
mentos de orden 2 + § de las variables aleatorias Xy (k =1,2,...).

Demostracion. Como la tesis del teorema [[.2 y la del teorema [7.3] coinci-
den, es suficiente demostrar que la condicién (7.I5]) de Lyapunov implica
la condicién (Z.0) de Lindeberg. En efecto, supongamos que se verifica la
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condicién (T.I5]) para un cierto § > 0. Dado € > 0 arbitrario, tenemos

n

|
B = J{jo—ar|>=vBn}

1 . /
< -
T B ; {la—ax|>ev/Br}

A (e) = (z — az,)?dVi(x)

|z — a)* T dVi(x)

1 ~ [ 246 1

De aqui se obtiene la demostracién, resultando el teorema de Lyapunov
un caso particular del teorema de Lindeberg. O

Como conclusion de este capitulo haremos algunas consideraciones re-
lativas a la velocidad de convergencia en el teorema central del limite.

Lyapunov demostrd que si se verifican las condiciones del teorema
con 0 < § < 1, entonces, existe una constante C' tal que, para n suficien-
temente grande, se verifica

[ Fu(z) — ®(2)] < CLn(9),

uniformemente en el conjunto de los = reales.

En el caso 6 = 1 Esseen obtuvo la siguiente desigualdad, vélida para
todo natural n = 1,2,.... Sean Xy,...,X,, variables aleatorias indepen-
dientes, con esperanzas a,...,a, y varianzas oi,...,02, no todas nulas.

Supongamos que E | X}, — ai|?> < oo (k =1,...,n). Designemos

n 1 n
B,=)Y o0 F,(2)=P(—) (X —a) <z),
;’f <\/B_n,; BTk )

1 O 5
Ly, = Ly(1) = W;Ep{n—m .
Entonces
|F,(z) — ®(x)| < AL, paratodo z real y todon=1,2,..., (7.16)

donde A > 0 es una constante absoluta. (Esta demostrado que la acotacién
(7.16]) es vélida con A = 0,8). De ([Z.16]) se obtiene que si L,, — 0 entonces
F,(x) — ®(x) para todo x real.



168 Capitulo 7. Teorema central del limite

La desigualdad (Z.I6) es vélida también si E|X, — a,|**° < co (k =
1,...,n) para algin 0 < § < 1, definiendo L, (d) como en (Z.I5).

En el caso particular en el que X1, ..., X, son variables aleatorias idén-
ticamente distribuidas, con a = E X, 02 = var X, y § = 1, los resultados
anteriores son los siguientes. Si designamos

3
L= " conp— EIX1—al

v
aplicando la desigualdad (7.16]) de Esseen, obtenemos

Y

o3

A
|Fu(x) — ()| < 7% (7.17)
para todo z real y todon = 1,2, ... Es posible demostrar (ver por ejemplo

§5.2 en [B]), que sin la introduccién de condiciones adicionales, esta acota-
cién es Gptima en el siguiente sentido: el término y/n en el denominador,
a la derecha en ([ZIT), no se puede sustituir por una funcién g(n), que
verifique g(n)/y/n — oo (n — o).

7.4. Ejercicios

1. Aldisparar a un blanco, se obtienen 10 puntos con probabilidad 0,3; 9
puntos con probabilidad 0,3; 8 con probabilidad 0,2; 7 con probabilidad 0,1
y 6 con probabilidad 0,1. Utilizando el teorema central del limite, estimar
la probabilidad de que, al realizar 100 disparos, se obtengan mas de 870
puntos.

2. Se tira un dado 500 veces. Hallar un valor aproximado para la proba-
bilidad de que la suma de puntos obtenidos sea mayor que 1800.

3. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, e idén-
ticamente distribuidas, con E X, = a, y var X; = 0% > 0. Verificar que
{Y,}, con Y, = (X,, —a)/o, es una sucesiéon de variables aleatorias in-
dependientes, idénticamente distribuidas, con esperanza nula, y varianza
igual a uno.

4. Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes, que ve-
rifican P(X,, = n*) = P(X,, = —n®) = 1/2 para cada n = 1,2,..., donde
a > —1/2. ;Es aplicable el teorema central del limite a esta sucesién?
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5. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con
esperanza nula. Supongamos que | X,,| < C para todo n, donde C' es una
cierta constante. Sea B,, = >_,_, var X?. Demostrar que si B,, — oo (n —
00), entonces, es aplicable el teorema central del limite a esta sucesién, es

decir P <¢% ST X, < x) = B(a).

6. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, que
verifican P(X,, = —1/y/n) = P(X,, = 1/y/n) =p, P(X,, =0) =1 —2p
para todo n, y algtin p en el intervalo 0 < p < 1/2. jEs aplicable el teorema
central del limite a esta sucesion?

7. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tales
que, cada variable aleatoria X,,, tiene distribucién uniforme, en el intervalo
(—+/n,4/n). Demostrar que para esta sucesién, es aplicable el teorema
central del limite.

8. Sea p la cantidad de éxitos, en una serie n experimentos independien-
tes, con dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso). Sea py la pro-
babilidad de que ocurra un éxito en el k-ésimo experimento, y qx = 1 — px,
la probabilidad de que ocurra un fracaso (k = 1,2,...). Demostrar que si
> e Pk = 00, entonces, la funcién de distribucién de la variable alea-
toria (1 — Yop_y pk) (O p_; prar) "% (cantidad de éxitos, normalizados),
converge a la distribucién normal estandar, si n — oo.

9. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, que
verifica la condicién de Lindeberg. Demostrar que B,, — co. (Sugerencia:
Utilizar, que la condicién de Lindeberg implica la condicién (Z.§)).)

10. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con
esperanza matemadtica nula. Supongamos que se verifica

n n
Y EIXiP<Bn, > E[Xi*>An
k=1 k=1
para todo n, donde A y B son constantes positivas. ;Es aplicable el teo-
rema central del limite a esta sucesion?

11. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con
esperanza matematica nula. Supongamos que se verifica

STEINGE x| < Be, STEINGE > An,
k=1 k=1
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para todo n y algiin 6 > 0, donde A y B son constantes positivas. De-
mostrar que para esta sucesién es aplicable el teorema central del limite.
(Sugerencia: verificar la condicién de Lindeberg).

12. Consideremos una sucesiéon {X,,} de variables aleatorias independien-
tes, idénticamente distribuidas, con distribucién de Poisson con parametro

1. Hallar lim,,_,oo P <ﬁ<zzzl X — n) < :17)

13. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tal que
que para cada n = 1,2,..., la variable aleatoria X, tiene distribucion
normal, con E X,, = 0, y var X,, = 2?". (a); Es aplicable el teorema central
del limite a esta sucesién? (b);Se cumple la condicién de Lindeberg para
esta sucesion de variables aleatorias?

14. Sea ®(x) la distribucién normal estdndar. Demostrar la desigualdad

1 2
1—®(x) < e /2,
(z) T\ 2T

para todo z > 0.

15. Demostrar la férmula
1 2 1
_ _ - —a?)2 il
1—®(z) = xx/%e (1 + O<x2>> (x — 00). (7.18)

(Sugerencia: Utilizar la identidad [~° e P12t = [ %d(e‘tQ/Q) e integrar
por partes.)

16. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, idénti-
camente distribuidas, con esperanza nula y varianza o2 > 0. Designemos
F,(z)=P (U—\l/ﬁ S Xk < x) Demostrar que si se verifica
C
F.(x)—®(z)] < —
Fule) — 0(a)| < —-
para todo z real, y todo n natural, donde C es una constante positiva,
entonces, para 0 < € < 1, se verifica
1—F,(x)

=30 —1 (n— o0),

uniformemente, en el conjunto 0 < x < (1 —¢)VInn. (Sugerencia: utilizar

la férmula (7.18]).)
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Cadenas de Markov

Hasta el momento hemos considerado sucesiones de variables aleato-
rias independientes, casi exclusivamente. Comenzaremos el estudio de las
variables aleatorias dependientes considerando las cadenas de Markowv.

8.1. Definiciones

Consideremos un conjunto I, finito o numerable. Sea Xy, X1, X, ...
una sucesion de variables aleatorias que toman valores en I, definidas en
un espacio de probabilidad (€2, .4, P). El conjunto I se denomina espacio
de estados, y sus elementos, los estados, se designan mediante las letras
1,7, k, ¢, con indices o sin ellos. Si Xy, X7, Xo,... es una sucesion de varia-
bles aleatorias independientes, los sucesos

A. == {XO == io, .. -7Xn = ’Ln}, B = {Xn+1 == ’in+1, P ,Xn+m = Zn+m}

son independientes para cualquier n = 0,1,..., cualquier m = 1,2...,y
cualquier sucesion de estados i, . . . , 441m, como surge de aplicar la propo-
sicién [3.2] La dependencia que estudiaremos, llamada dependencia marko-
viana, consiste en que la probabilidad del suceso B depende tinicamente
del valor que toma la variable aleatoria X,,, y no de los valores que toman
las variables aleatorias X, ..., X,,_1. Si el indice de la sucesion representa
el tiempo y n es el instante presente en una cadena de Markov, podemos
decir: la probabilidad de un suceso en el futuro, que ocurre en los instantes
n—+1,...,n+m, depende solamente del estado en que se encuentra la su-
cesion en el instante presente n, y no de los estados en que se encontrd en
los instantes pasados 0,1,...,n — 1. La definicién formal es la siguiente.

171
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Definicién 8.1. Consideremos una sucesion X, X1, Xa,... de variables
aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (2, A, P), que toman
valores en un conjunto I, finito o numerable (que llamamos espacio de
estados ).

(a) Decimos que la sucesion dada es una cadena de Markov, si se verifica

P(Xni1 =tni1 | Xn =tn, ..., Xo = 1) = P(Xpp1 = tni1 | X0 = in),

(8.1)

para todo n = 1,2,..., y cualquier sucesion de estados 1g,...,%,11 en I,

siempre que P(X,, = i,,...,Xo = ip) > 0. La identidad &I)) se llama

propiedad de Markov.

(b) Decimos que una cadena de Markov es homogénea en el tiempo cuando

para todo par de estados i, j la probabilidad condicional P(X, 1 = j| X,, =

i) no depende de n. Es decir, cuando se verifica

:"':P(Xn—l-l:ﬂXn:i)'

En general, decimos cadena de Markov, para referirnos a una cadena de
Markov homogénea en el tiempo.

Consideremos una cadena de Markov X, X7, Xs,... con espacio de
estados I, y dos estados 7, j. Designamos

pm:P(Xl :]|X0:2), WZ:P(X():Z)

La matriz P = (p;;)ierjer (posiblemente infinita) se denomina matriz de
transicion, y el vector m = (m;);er distribucion inicial de la cadena de
Markov. Es sencillo de ver que la matriz de transicién verifica las siguientes
propiedade:

(M1) p;; > 0 para todo par de estados ¢, j en I;
(M2) > pi; = 1 para todo estado i en L
Por su parte, la distribucion inicial verifica las propiedades:

(D1) m; > 0 para todo estado i en I;

ICuando no sea estrictamente necesario omitiremos el espacio de estados I en la no-
tacién, escribiendo, por ejemplo, (7;) en lugar de (m;)ic1, 6 Y, pi; en lugar de >, pij-



8.1. Definiciones 173

(D2) >, m =1

Ejemplo 8.1. Cadenas de Markov finitas. Prestamos especial atencién a
las cadenas de Markov cuyo espacio de estados es un conjunto finito, que
denominamos cadenas de Markov finitas. Si por ejemplo tenemos I =

{0,1,...,d}, entonces, la matriz de transicién P es
Poo Por - DPod
p_ P'10 p.n p.ld
Pdo Pd1 - DPdd
y la distribucién inicial 7 = (7, ..., 7). En el caso particular en el que
pij = m; (i, = 1,...,d) obtenemos una sucesién de variables aleatorias

independientes como en el ejemplo B2, cuando el espacio de estados que
alli se considera es finito.

Ejemplo 8.2. Variables aleatorias independientes.

Consideremos una sucesion Xy, X1, X», ... de variables aleatorias inde-
pendientes, idénticamente distribuidas, que toman valores en el conjunto
de los nuimeros enteros Z = {0,+1,£2, ...}, con distribucién de probabi-
lidad dada por P(Xy =) = m; (i € Z). Observemos que esta sucesion es
una cadena de Markov, ya que tenemos

P(Xni1=tn1| Xn=tn,..., Xo=10) = P(Xpt1 = tns1)
=P(X,11 = in1 | Xn = 1p).
La distribucién inicial es 7 = (m;), y como P(X; = j| X, = 1) = 7}, la
matriz de transiciéon P = (p;;) estd dada por p;; =7 (i € Z,j € Z).
Ejemplo 8.3. Paseos al azar.
Consideremos ahora una sucesion Xi, Xs,... de variables aleatorias
independientes, idénticamente distribuidas, que toman valores enteros, con

probabilidades P(X; = i) = ¢; (i € Z). Las sumas parciales de la sucesion
considerada se definen mediante

So=0, S, =Xq1+--+X, (n=12,...).
La sucesién de sumas Sy, S1, S, . .. se llama paseo al azar. Como
P(Sn-i-l = in-‘,—l | Sp = Uy s So = 20)
:P(Sn+Xn+1 :Zn+1‘Sn:’Ln,,SO :’LO)
- P(Sn + Xn+1 - 7;n—l—l ‘ Sn - Zn) = Tipa1—in>
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un paseo al azar es una cadena de Markov, homogénea en el tiempo. Luego,
la sucesiéon Sy, S, So, . .. es una cadena de Markov con distribucién inicial
m = (m;) concentrada en el origen (es decir, mp = 1, m; = 0 si i # 0),
y matriz de transicion P = (p;;) dada por p;; = ;- (i € Z,j € Z).
Cuando las probabilidades de transicién de ¢ a j dependen, inicamente,
de la diferencia j — ¢ como en este caso, decimos que la cadena de Markov
es homogénea en el espacio.

En el caso particular en el que 6 = p (0 <p < 1),d1=1—-p, vy
0; =0, si i # £1, tenemos un paseo al azar simple.

Los ejemplos anteriores muestran que la definicién de cadena de Mar-
kov incluye, como caso particular, a las sucesiones de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas, y también a las sucesio-
nes formadas por sumas parciales de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, cuando las variables aleatorias toman valores
enteros.

Consideremos ahora las probabilidades de transicion de orden n de
una cadena de Markov Xy, X1, X5, ... con espacio de estados I, matriz de
transicion P, y distribucién inicial 7. Dados dos estados i, j, designando

Py =P(X, = j| Xo=1), = =P(X,=i).

se conforma una matriz P* = (p}};), que llamamos matriz de transicion de
orden n, y un vector " = (7?), que llamamos distribucion de probabili-
dad en el instante n de la cadena de Markov. Observemos que 7° es la
distribucién inicial de la cadena de Markov considerada, P! su matriz de
transicion, y P = (p{;) es la matriz identidad, es decir

ph=1, py=0,sii#j

Las probabilidades de transicién verifican la ecuacion de Kolmogorov—
Chapman:

prt =l (8:2)
k

para todo par de indices m,n y todo par de estados ¢,7; en notacion
matricial la ecuacién ([B.2) es

Pt = P P, (8.3)
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donde x designa el producto de matrices. En efecto, aplicando la férmula
de la probabilidad total y la propiedad de Markov (8.1]), se obtiene

p:?+n:P(Xm+n:j|X0_Z ZP mtn = J, Xm = k| Xo = i)

=Y P(Xpin=j| Xpn = k)P(Xm = k| Xo=1) =) pini;
L k

Analogamente se prueba para la distribucion de probabilidad en el instante
n, que tiene lugar la identidad

T = Z T Dkj» (8.4)

para todo par de indices m,n y todo estado 7; en notaciéon matricial,
escribimos

gt = ™ x P™,
En particular, de (8.3) resulta que P* = P x P"~1. Esta férmula aplicada
n veces, da como resultado

En conclusién, la matriz de transicion de orden n es la potencia n—ésima
de la matriz de transicion P, y es correcto interpretar el superindice n en
la notacién P™ como la potencia n—ésima de la matriz P. La distribucién
de probabilidad en el instante n se obtiene mediante la férmula

7 =7 x P, (8.5)
que también se escribe

= Z Tk Dij- (8.6)
3

Calculemos ahora, para una elecciéon de indices ny, .. ., ny arbitraria, la
distribucion del vector aleatorio (X, ..., X,, ), que llamamos distribucion
finito—dimensional de la cadena de Markov. Es claro que para este célculo
es suficiente conocer las probabilidades de la forma

P(Xoer,...,XneAn) (nzO,l,...),
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donde Ay, ..., A, son subconjuntos arbitrarios de I. A su vez, para calcular
estas ultimas probabilidades, es suficiente, dada una sucesién de estados
19, - - - , 1n, conocer las probabilidades

P(Xn :ina"'7X0 = ZQ)
= P(X, = i | Xomy = i) -+ P = i | Xo = i) P(Xo = o)
= pin—lin t 'pioilﬂ-iov (87)

Este tdltimo calculo muestra que las distribuciones finito—dimensionales
de una cadena de Markov se determinan una vez conocida su matriz de
transicién Py su distribucién inicial 7. Mas atin, es posible demostrar que
la probabilidad de un suceso, que depende de una cantidad arbitraria y
no necesariamente finita de variables aleatorias de la cadena de Markov,
estd determinada una vez conocidas P y 7, y que, reciprocamente, dado
un conjunto I finito o numerable, una matriz P = (p;;);erjer que verifica
las propiedades (M1) y (M2) (ver pagina[l70), y un vector m = (7;);er1, que
verifica las propiedades (D1) y (D2), existe un espacio de probabilidad y
una cadena de Markov homogénea con espacio de estados I, con variables
aleatorias definidas en este espacio de probabilidad, que tiene a P como
matriz de transiciéon y a m como distribucién iniciald. De aqui obtenemos
una conclusién importante: Las propiedades probabilisticas de una cadena
de Markov, es decir, las propiedades que se expresan a través de proba-
bilidades de sucesos, dependen tnicamente de la matriz de transicién y
de la distribucién inicial de la cadena de Markov. Por ésto, para estudiar
una cadena de Markov es suficiente determinar su espacio de estados, su
matriz de transicion, y su distribucién inicial.

Cuando es necesario explicitar la distribucién inicial 7 de una cadena
de Markov, escribimos P, en vez de P. En particular, si esta distribucion
inicial estd concentrada en un estado i, escribimos P; en vez de P, y
decimos que la cadena de Markov parte de i, ya que P;(Xq =1) = 1.

Consideremos un suceso arbitrario, de la forma

A={Xp, =in,s... X, =in}.

Observemos que las probabilidades P, y P; correspondientes a una cadena
de Markov con la misma matriz de transicion, verifican

Pr(A[ Xy =1) =Pi(A)

2Ver por ejemplo §VIIIL.1 en Shiryaev [7].
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como resulta de poner m;, = 1 en la férmula (8.7, verificindose también
P, ZP (A Xy =i)m = ZP )7,

como resulta de aplicar la formula de la probablhdad total.
Designamos mediante E,. v E; la esperanzas matematicas con respecto
de las probabilidades P, y P; respectivamente.

8.2. Clasificacion de estados. Estados esen-
ciales y peridodicos

Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados I, matriz
de transicion P, y distribucién inicial 7. Estamos interesados en estudiar el
comportamiento asintotico de esta cadena de Markov. Mas precisamente,
dados dos estados 7, 7, consideramos los limites

‘ n
lim pi’, lim 7",
n—oo n—oo

y nos plantemos las preguntas siguientes: (a);existen dichos limites?; (b)
en caso de existir json positivos o nulos?; (c) en caso de ser positivos
,como se calculan? Las respuestas a estas preguntas dependeran del tipo
de estados 7, j considerados, segun las clasificaciones que iremos introdu-
ciendo. Comenzamos considerando, en esta seccion, clasificaciones de los
estados de una cadena de Markov que dependen de las matrices de transi-
cién de orden n: estados esenciales, comunicacion entre estados, y periodo
de un estado. Dedicamos la siguiente seccién al estudio de la recurrencia.
En la ultima seccién concluimos el estudio, obteniendo condiciones que
permiten dar respuestas a las preguntas planteadas.

Consideremos nuevamente dos estados ¢, 7. Decimos que de i se llega a
j (o que de i se accede a j) y escribimos i — 7, si existe un natural n > 0
tal que se verifica pj; > 0. Observemos que esta relacion entre estados
cumple la propiedad transitiva:

Sii— jyj—k, entonces i — k. (8.8)

En efecto, como ¢ — j, existe r natural tal que pj; > 0; andlogamente, exis-
te s natural tal que pj; > 0. Aplicando la ecuacién ([R2) de Kolmogorov—-
Chapman, tenemos

Pt =" piwi = v > 0,
l
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obteniendo que i — k.

Estamos ahora en condiciones de introducir la primer clasificaciéon de
estados. Decimos que un estado i es esencial si para todo 7, tal que i — 7,
se verifica 7 — 4. En caso contrario, decimos que i es un estado no esencial.

Consideremos un estado esencial i de una cadena de Markov. Si para
algun estado j tenemos 7 — j, entonces j también es esencial. En efecto,
consideremos un estado k, tal que j — k. Aplicando la propiedad transitiva
(B-8]) tenemos i — k. Por ser i esencial se cumple k£ — 7, y podemos aplicar
nuevamente la propiedad transitiva para obtener £ — 7, concluyendo de
esta forma que j es esencial.

Como consecuencia de la proposicion anterior resulta que cada vez que
una cadena de Markov se encuentra en el conjunto de los estado esenciales,
no lo abandona. Por ésto, para el estudio del comportamiento asintotico
de una cadena de Markov, consideramos en primera instancia el conjunto
de los estados esenciales. El comportamiento asintético para los estados
no esenciales es sencillo, como se ve a continuaciéon de la proposicion [R.41

Consideremos el conjunto de los estados esenciales. Si para un par de
estados esenciales 7, j tenemos ¢ — j, entonces j — i. Decimos entonces
que i y j se comunican, y escribimos i <+ j. Como p% = 1 resulta que todo
estado verifica 7 <» i. Ademads, la definicién dada es simétrica: i <> j si y
solo si j «» 4. Por ultimo, en vista de la propiedad (8.8]), obtenemos que
la comunicacion entre estados también verifica la propiedad transitiva: si
1 <> Jy j < k, entonces ¢ <> k. En conclusion, la relacion <+ es una
relacién de equivalencia. Como consecuencia, el conjunto de los estados
esenciales de una cadena de Markov se descompone en una unién disjunta
de subconjuntos, que llamamos clases irreducibles o simplemente clases,
con la siguiente propiedad: ¢ y j estan en la misma clase si y solo si i <> j.
Si una clase irreducible esta formada por un tunico estado decimos que el
estado es absorbente.

Nos interesa destacar el caso en el que existe una tnica clase: si el
espacio de estados es la unica clase irreducible decimos que la cadena de
Markov es irreducible.

Ejemplo 8.4. Paseo al azar simple.

Consideremos un paseo al azar simple, es decir, una cadena de Markov
con espacio de estados Z = {0,+1,+2,...} (el conjunto de los nimeros
enteros), distribucién inicial 7 = (m;) concentrada en el origen, es decir,

71'0:1’ ﬂ-Z:O 817,750,
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y matriz de transicién P = (p;;), dada por
Piit1 =D, DPii1=¢, pi;=0, sii#jEl,

donde p+¢=1,y 0 <p<1 (ver ejemplo R3).

Calculemos las probabilidades de transiciéon de orden n. En cada ins-
tante pueden ocurrir inicamente dos sucesos: o bien la posiciéon aumenta
en una unidad con probabilidad p (y decimos que ocurre un éxito), o bien
disminuye en una unidad con probabilidad ¢ (y decimos que ocurre un fra-
caso). Estamos en presencia entonces de un esquema de Bernoulli, como
los considerados en el capitulo 2. Para llegar de ¢ a j en n pasos, tienen
que ocurrir r éxitos y s fracasos, con r +s=n, y r —s = j — i. De aqui,
2r=n+j—1i,ysin+j—1imnoes un nimero par, pj; =0. Sin+j—ies
par, tenemos

Py =Crp'q"", r=(n+j—14)/2 (8.9)

como resulta de aplicar la proposicién 2.1l Obtenemos entonces las si-
guientes conclusiones: si 7 — ¢ es par las probabilidades de transicion de
orden impar son nulas, si j — ¢ es impar son nulas las de orden par, pero
siempre tenemos ¢ — j y estamos en presencia de una cadena de Markov
irreducible.

En el ejemplo anterior se puede observar, que la cantidad de pasos
necesaria para retornar a un mismo estado es necesariamente un nimero
par. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 8.2 (Periodo de un estado). Decimos que un estado i tiene
periodo d, que designamos d(i), si el retorno a i es posible unicamente en
un numero de pasos multiplo de d, siendo éste el mayor niumero natural
que verifica esa propiedad. En otras palabras

d(i) =m.c.d{n>1:p} >0}

donde m.c.d. es la abreviatura de maximo comun divisor. Si d(i) > 1,
decimos que i es un estado periddico; si d(i) = 1, que es aperiddico.

La periodicidad es una propiedad de clase en el sentido siguiente.

Proposicién 8.1. Si dos estados se comunican tienen el mismo periodo.
Es decir, i <> j implica d(i) = d(j).
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Demostracion. Demostremos primero que cuando i <> j, se verifica:
Si pj; > 0 entonces n es miiltiplo de d(i). (8.10)

En efecto, como ¢ — j, existe r tal que p;; > 0; andlogamente, existe
s tal que pj; > 0. Luego, aplicando la ecuacion ([B2), obtenemos que
pie > pyp5: > 0. En conclusion 7 + s es miiltiplo de d(i). Aplicando

ahora dos veces la ecuacién (8.2), obtenemos

Pt > pppg > 0,

y r + s + n también es multiplo de d(i); luego n es miltiplo de d(i),
probando (8.10).

De la proposicién ([8.I0) resulta que d(i) < d(j). Para concluir la de-
mostracién observemos que d(j) < d(i) resulta de intercambiar ¢ con j.
]

En vista de la proposicion anterior obtenemos que todos los estados
de una clase irreducible tienen el mismo periodo. Decimos entonces, por
ejemplo, que una clase tiene periodo d, o que una clase es aperiodica. En
particular decimos cadena de Markov aperiddica, para referirnos a una
cadena de Markov irreducible con un estado aperiédico.

La siguiente proposicién simplifica el estudio de las cadenas de Markov
periddicas.

Proposicion 8.2. Consideremos una cadena de Markov irreducible, de
periodo d > 1, con espacio de estados I y matriz de transicion P = (p;;).
Entonces, existe una particion de I en conjuntos disjuntos Cy,...,Cy_1,
tales que pi; > 0 solo sii € Cq,j € Clat1),, donde [k]q designa el resto de
la division entera de k entre d.

Demostracion. Fijemos un estado ¢ € I. Con ayuda de este estado, cons-
truimos los conjuntos Cy, ..., Cy_1 de la siguiente forma:

j € O, si existe un natural n > 0 tal que pZ-dJro‘ > 0.

Como ejemplo, tenemos i € Cy. Para verificar que la asignacion es con-
sistente (porque el natural n no tiene por que ser inico), veamos que si
k € Cy N Cg, entonces o = f.

Como la cadena de Markov es irreducible, existe un natural m tal que

Py > 0. Como k € C,, existe n, tal que p?k“d“‘ > 0, y por esto predtatm >
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predtepm = 0. De aqui, por la definicién de periodo, obtenemos que [o +

ml]y = 0. Razonando andlogamente para /3 obtenemos que [5 + m]; = 0,
de donde a = £.

Sea ahora j € C,. Veamos que si pjr > 0 entonces k € Clo41),. Existe
n con p%dJra > (. Entonces

d+o+1 d+
P T 2o ok > 0,

de donde se obtiene que k € Cla41,, concluyendo la demostracion. O

Consideremos una cadena de Markov X, X1, Xs, ... irreducible y de
periodo d > 1. De la proposicién anterior obtenemos la siguiente conclu-
sion: Si P(Xy € C,) = 1, es decir, si la cadena de Markov parte de C,
(donde C, es como en la proposicién), entonces, la sucesiéon formada por
Xo, X4, Xa4,... es una cadena de Markov irreducible y aperiédica, con
espacio de estados C,, distribucién inicial (7;);ec,, y matriz de transicién

(pgj)z’eca JECK -

8.3. Recurrencia

Consideremos una cadena de Markov Xg, X1, Xs,..., con espacio de
estados I, matriz de transicién P, y distribucién inicial 7.

Introducimos la probabilidad de la primera transicion de ¢ a j en n
pasos, mediante

Z:PZ(XI #]77Xn—1 %j’X”:j)

Sii = g, fI' es la probabilidad del primer retorno a i en n pasos. De-
signemos A, = {X; # j,..., X1 # 5, Xn = j} (n = 1,2,...). Como
A, C {X, = j}, obtenemos que fi} = P;(A,) < Py(X, = j) = p};. Como
los sucesos A1, As, ... son incompatibles dos a dos, obtenemos que

o
fa=)_ 13
n=1

es la probabilidad la suma de estos sucesos, es decir, la probabilidad de
visitar j partiendo de 1. En el caso en el que i = j, fi; es la probabilidad
de retornar a 1.
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Definicién 8.3. Decimos que un estado i es recurrente cuando f; = 1.
De lo contrario, si fi; <1, decimos que i es un estado transitorio.

Consideremos para cada estado j la variable aleatoria
7; =inf{n > 1: X, = j}. (8.11)

Si el conjunto en (B.IT)) es vacio ponemos 7; = oo. La variable aleatoria
7; es el tiempo del primer pasaje por j cuando la distribucion inicial es
arbitraria, y es el tiempo del primer retorno a j cuando la cadena de
Markov parte del estado j. Observemos que A, = {X; # j,..., X, 1 #
J, Xn =7} = {r; =n}, de donde
5 =Pilr;=n), [y =Pi(r; <o0).

En conclusién, un estado ¢ es recurrente cuando f; = P;(7; < o0) = 1;
transitorio, cuando f; = P;(1; < 00) < 1.

Ejemplo 8.5. Problemas de barrera en el paseo al azar simple.
Consideremos una sucesion Xi, Xs,... de variables aleatorias inde-
pendientes, idénticamente distribuidas, con P(X; = 1) = p, P(X; =
—1) = ¢, donde 0 < p < 1, p+ g = 1. Definimos las sumas Sy = 0 y
S, =X1 4+ X, (n=1,2,...). Tenemos entonces un paseo al azar
simple (ver ejemplos B3]y [8.4]). Consideramos un ntimero entero b > 0 y
queremos calcular fq,, la probabilidad de visitar b partiendo del origen,
que también se denomina probabilidad de alcanzar la barrera b.
Consideremos otro nimero entero a < 0, y la probabilidad

a(i)=P;(In>0:S,=0b;S, >a,m=0,1,...,n—1).

Esta cantidad es la probabilidad de alcanzar la barrera de nivel b antes
que la de nivel a, y calcular esta probabilidad es resolver el problema de
dos barreras para el paseo al azar simple.

Interpretemos también este modelo como un juego de apuestas sucesi-
vas entre dos jugadores A y B, conocido como el problema de la ruina del
gugador. El jugador A tiene un capital —a; el jugador B, un capital b. Si en
la primer apuesta ocurre {X; = 1} gana A, y recibe una unidad de B; si
ocurre {X; = —1} pierde A, y entrega una unidad a B; y asi sucesivamente
paran = 2,3, .... Luego de la n—ésima apuesta el capital de A sera S,, —a,
y el capital de B sera b — S,,. El capital total S, —a+b— S, =b—a, es
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constante. La cantidad «(0) que queremos calcular es la probabilidad de
que el jugador B pierda el juego (se arruine).
Aplicando la férmula de la probabilidad total, tenemos

a(i)=P;(In>0:5,=b;S, >a,m=0,1,....n—1]S; =i+ 1)p
+P;(In>0:S5,=b;S, >a,m=0,1,....n—1]|5 =i—1)q
=pa(i+1) +qa(i—1).

Entonces la sucesién {«a(i)} verifica, si a < i < b, una ecuacién en diferen-
cias finitas. Como a(a) = 0y a(b) = 1 no es dificil resolver esta ecuacion,
obteniendo, si p # ¢, que

a(i) = (a/p)' = (a/p)*
(¢/p)* — (a/p)*’

Observemos ahora, para calcular fq,, que los sucesos C, = {In > 0: S, =
b; Sy > a,m = 0,1,...,n — 1} verifican C, C C,_1, y su suma, para
todos los valores negativos de a, es el suceso {in > 0: S,, = b}. Podemos
entonces calcular fp, tomando limite, si @ — —oo en (8.12). Supongamos
primero que p < q. Tenemos

it=a,a+1,...,0b. (8.12)

) 1—(q/p)° P\’
foo=Po(In >0: S, =b) = lim = <—> )
a>=o (q/p)’ — (¢/p)*  \q

Consideremos ahora el caso p > ¢. Si p = ¢ = 1/2, la solucién de la
ecuaciéon en diferencias finitas es
i1—a

) =  =a,a+1,...,b. 8.13

a(i) T, (T ®a (8.13)

Por ésto, si p > ¢, tomando limite si @ — —oo (en la férmula correspon-

diente, segun el caso), tenemos

foo=Po(In >0: 5, =b) = lim «(0) = 1.
a—r—00
Como conclusion obtenemos que si p < ¢, la probabilidad de visitar b > 0
es fo, = (p/q)’; mientras que si p > ¢, tenemos fo, = 1 y el estado b se
visita (o la barrera b se alcanza) con probabilidad 1.

Para el estudio de la recurrencia en una cadena de Markov la siguiente
formula sera de utilidad:

n

P = frpn. (8.14)

m=1
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Antes de su demostracion veamos una aplicacién, demostrando que:
fij > 0siysolosii—j. (8.15)

En efecto, si f;; > 0 existe n natural tal que 0 < f/; < pf’, obteniendo
i — j. Por su parte, si i — j, para algin natural n la suma en (814
es positiva, por lo que para algin natural m se tiene f/* > 0, de donde
fij > 0.

Veamos ahora la demostraciéon de (8I4]). Aplicando la férmula de la
probabilidad total, tenemos

py=PiX, =) =P (X =), U {m =m})
m=1
=Y PiXo=jimy=m) =) PiX,=j|r;=m)Pi(r; =m)
m=1 m=1
m=1 m=1

La férmula (8I4) nos permite demostrar los siguientes resultados.

Proposiciéon 8.3. Consideremos una cadena de Markov con espacio de
estados I, matriz de transicion P, y distribucion inicial .

(a) Criterio de recurrencia. Un estado i es recurrente si y solo si se verifica
> Dy = 00.

(b) Consideremos dos estados i,j que se comunican, es decir i <> j. Si i
es recurrente, entonces j es recurrente. En otras palabras, la recurrencia
es una propiedad de clase.

(c) Sij es un estado recurrente y ademds i — j, entonces y " | pfy = oo.
(d) Sij es un estado transitorio, entonces Y " pi; < oo para todo estado
i, y por €ésto limy, 00 pi; = 0.

Observemos que la parte (d) en la proposicién anterior da respuesta a

las preguntas formuladas al inicio de esta seccién, cuando el estado j es
transitorio.

Demostracion. Supongamos que a;; = » piy < oo. Aplicando la fér-
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mula (814 y cambiando el orden en la suma, obtenemos

n [e.e] [ee]
_pr Z(Z i P55 m)zzz il

n=1 m=1 m=1n=m

= Z pY = fii(1+aj;), (8.16)

dado que pf; = 1.
Veamos ahora la demostracién de (a). Supongamos primero que a; =
>0 pit < oo. Aplicando la férmula (8I6) con i = j, resulta

Qg
1 + (0773

fi =

<1,

de donde obtenemos que i es transitorio.
_ 6o n o __ .
Supongamos ahora que a; = Y| pl; = 00, ¥ veamos que i es recu-
rrente. Para cada natural N tenemos

n

N N N N
S =3 (X sy =33 m<Z Zpu

n=1 n=1 m=1 m=1n=m

De aqui, obtenemos la acotacion

3 S
fii 2 i > =t 51 (N = o0).

En conclusién f; = 1, y el estado ¢ es recurrente. Esto concluye la demos-
tracién de (a).
Veamos la demostracion de (b). Como i <> j existen r y s tales que

pi;pj; > 0. Luego, para cadan =1,2,..., tenemos
+r+
P = pLpipy

Como Y7 | pji = 00, de la desigualdad anterior resulta que Y, p; = oo,
y aplicando (a) obtenemos que j es recurrente.

Veamos la demostracién de (c¢). Como i — j, segun (BI3) fi; =
S ;i > 0, y existe ng tal que f/° > 0. Para n > ny, aplicando la

n=1

férmula (8.14), tenemos
ng . N—no

p’l]—f p]] Y
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de donde, sumando en los valores de n entre ng y N, obtenemos

N N
DR D DN (8.17)

n=ngo n=no

Como, en vista de (a), la serie a la derecha en (8I7) es divergente dado
que j es recurrente, lo es también la serie a la izquierda, concluyendo la
demostracion de (c).

Demostracién de (d). Como aj; = > > pf; < 00, ya que j es transi-
torio, aplicando la férmula (8.I6]) obtenemos

ai; = fij(1 4 a;;) < (1 +ag;) < oo,
concluyendo la demostracién de (d), y de toda la proposicién. O

Ejemplo 8.6. Recurrencia en el paseo al azar simple.

Consideremos un paseo al azar simple, es decir una cadena de Markov
con espacio de estados Z, distribucion inicial concentrada en el origen, y
matriz de transicion dada por

Piit1 =Ds Dii—1=1—p, py =0, sii#jE]1,

donde 0 < p < 1 (ver ejemplo [84]). Queremos estudiar la recurrencia de
esta cadena de Markov. Como la recurrencia es una propiedad de clase y
el paseo al azar simple es una cadena de Markov irreducible, estudiamos
la recurrencia en un estado, por ejemplo el origen ¢ = 0. Para ésto aplica-
mos el criterio de recurrencia (a) en la proposicién B3l En primer lugar,

tenemos pgott = 0, porque la cadena de Markov considerada tiene periodo
2. Aplicando la férmula (8.9) tenemos

(4p(1 —p))"
N

con g, — 0 (n — o0), donde aplicamos también la férmula de Stirling (ver
pégina[d0). Entonces, si p # 1/2 tenemos 4p(1 —p) < 1, y en consecuencia
Yoo pa < oo. En este caso el origen es un estado transitorio, y por
lo tanto, todos los estados son transitorios. Si p = 1/2 tenemos p =
(1/y/nm)(1+¢€,), de donde se obtiene que > 7 pat = oo y el origen, y en
consecuencia todos los estados, son recurrentes.

En conclusién el paseo al azar simple es recurrente tinicamente en el
caso simétrico en el que p = 1/2; siendo transitorio si p # 1/2.

pog = Cripq" = (1+¢,),
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Veamos ahora que los estados recurrentes son esenciales.

Proposiciéon 8.4. Sean i,j dos estados en una cadena de Markov. Supon-
gamos que i es recurrente y que 1 — j. Entonces j — 1. En otras palabras,
i es esencial. Ademds fj; = 1.

Demostracion. Como 1 es recurrente tenemos f; = 1. Entonces
o

:ZPi(Ti:oo,Tj:n)+Pi(Ti:oo,Tj:oo)
ZiPi(TizooaTj:n)

n=1
:iPi(Xl;éi,...,Xn_l%i,Tj:n,XnH;éi,...)

=1
:iPi(Xn+17Az,...|Xn=j)Pi(X1;Az',...,Xn_ﬁéi,Tj:n)
=Py( ZP (X1 #4,...,Xp1 #1,7;,=n)

=(1-f5) ZP (Xy #id,..., Xy 1 F# 0,75, =n).

Pero > Pi(X1 #4,...,X,-1 #i,7;, =n) > 0 ya que i — j. Entonces
f;i = 1. Por (810) tenemos j — i, concluyendo la demostracion. O

Como corolario de esta proposicién obtenemos, que si j es no esencial,
es transitorio. Aplicando entonces la parte (d) de la proposicién B3], resulta
que si j es no esencial, lim,,,o p;; = 0 para todo estado 7. Resta entonces
estudiar el comportamiento asintético de los estados recurrentes, lo que
haremos en la préxima seccién. Concluimos esta seccion estudiando otro
ejemplo de recurrencia.

Ejemplo 8.7. Paseos al azar simétricos en Z¢ y Teorema de Pdlya.

Un paseo al azar simétrico en Z* es una cadena de Markov con es-
pacio de estados ZZ, el conjunto de las d-—tplas de nimeros enteros i =
(z1,. .., 2q), distribucién inicial 7 = (m;) concentrada en el origen, es decir,



188 Capitulo 8. Cadenas de Markov

mo = 1, donde 0 = (0,...,0), y m; = 0 si @ # 0, y matriz de transicién
definida como sigue. Distinguimos los estados

er =(1,0,...,0), es=(0,1,...,0), ... eq=(0,0,...,1),

y definimos la matriz de transiciéon P = (p;;), mediante

{1/(2d), sij—i=de, (k=1,...,d),
Pij =
0, en otro caso.

En otras palabras, dado un estado 7 son posibles tinicamente las transi-
ciones a los estados j tales que j e i difieren en una coordenada, y en
esta coordenada difieren exactamente en una unidad, siendo todas las
transiciones posibles equiprobables. Visto de otra manera, la cadena de
Markov considerada, encontrandose en un estado i, elije con probabili-
dad 1/d que coordenada cambiar, y con probabilidad 1/2 si aumentar o
disminuir en una unidad esta coordenada (siendo ambos “sorteos” inde-
pendientes). Es posible también formular este ejemplo mediante sumas
S, =X14+--+ X, (n=1,2,...) de vectores aleatorios independientes
X1, X, ..., cada uno de los cuales toma el valor +e, (k= 1,...,d) con
probabilidad 1/(2d), y poner Sy = 0.

Esta cadena de Markov es homogénea en el tiempo y homogénea en el
espacio, como en el caso particular d = 1, en el que la cadena de Markov
considerada aqui es el paseo al azar simple del ejemploBAlcon p = ¢ = 1/2.

Queremos estudiar para cada d > 2 la recurrencia de esta cadena de
Markov. No es dificil verificar que cualquier par de estados se comunica,
resultando ser la cadena de Markov irreducible. Esto permite estudiar la
recurrencia en un unico estado, y elegimos el origen por simplicidad.

Calculemos la probabilidad de retornar al origen en n pasos, designa-
da pgy(d) = 0 (donde, por conveniencia, se indica la dimensién d en la
notacién). Para retornar al origen tenemos que elegir, digamos, m; veces
el vector e; y otras my veces el vector —eq; mo veces el vector es y otras
my el vector —es; ... ; my veces el vector e; y my veces el vector —ey. De
aqui obtenemos que se retorna al origen tinicamente en una cantidad par
de pasos, y en consecuencia, pag ' (d) = 0. Ademds, si retornamos en 2n
pasos, se verifica mqy + -+ -+ mg = n.

Como estas elecciones forman un conjunto de sucesos independientes,
(dado que los vectores aleatorios X, Xo, ... son independientes) tenemos
una distribucién multinomial con pardmetros (2n, p1, . . ., paq), donde p, =
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1/(2d) (k =1,...,2d). Entonces, como los naturales my (k= 1,...,d) son
arbitrarios, tenemos

om 2n)! 1\2n

donde sumamos en todos los naturales my,...,my que verifican mq +-- -+
mg = N.

Observemos que en el caso d = 1 se obtiene m; = n, la suma anterior
tiene un tnico sumando, y tenemos

i =0 (3) " = o= e (8.19)

con £, — 0 (n — 00), como vimos en el ejemplo B0
Consideremos el caso d = 2. Si m; = m tenemos my =n —m, y

5 =3 o () = () e S e’

m=

- (%)271(05”)2 = (s (1), (8.20)

donde en la ante tltima igualdadﬁ utilizamos la férmula " (C’ﬁb)2 =
C?". Por ésto, en vista de (8.19), tenemos

1
2n
2)=—(1+96
Poo( ) mr( n)

con 6, — 0 (n — o0). Luego > °°  pan(2) = oo y el origen, y en conse-
cuencia todos los estados, son recurrentes en el caso d = 2.

Consideremos nuevamente el caso general con d > 3. Es inmediato
verificar que la férmula (81I8)) se puede escribir, con m; = m, como

0 = 2o ()" ()RR G

" (2n — 2m)! 1 n=2m
e Cr A

3En el ejercicio[I4lse propone una método alternativo para obtener la férmula (8.20),
mediante un argumento de independencia.
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donde la segunda suma se realiza en los valores naturales de mo, ..., my
que verifican mo + - - - + mg = n — m. Entonce

ia(d) = io G ()" i@, s2)

Podemos ahora considerar el caso d = 3. Probaremos que

oo (3) < i/a (8.22)

resultando la serie Y | p2(3) convergente, y en consecuencia transitorio

el paseo al azar simétrico en Z3. En efecto, considerando d = 3 en (8.21)),
tenemos

n n n 1\ 2m /92N 2n—2m m 9,
e =Y cn(3) (5) e
m=0

En vista del estudio en los casos d = 1 y d = 2, existen constantes K; y

K5 tales que si m = 0,1,...,n, valen las acotaciones
2m v 2n 2n—2m 112
1 K )< —
poo (1) < Kagi= v oo ()_Qn—2m+1

Utilizando estas acotaciones, tenemos

i< 30 (3)" Q)" e s

2m+1)(2n —2m +1)
_ Ks\/n i (nt? <l>2m+1 <g>2n—2m+1
(2n +1)(2n +2) &= T3 3
2m+1 /9 K
2n+2
S Z iz G i
donde K es una constante, y utilizamos la acotacién

Z 02277;01‘:21< >2m+1< >2n 2m+1 < Z 02n+2< ) <§>2n+2—m _ L

4La férmula (821)) se puede obtener también directamente, calculando probabilida-
des condicionales.

2n—2m+1
) <
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Esto concluye la demostracién de (822), y la demostracién de que la
cadena de Markov es transitoria, si d = 3. Andlogamente se puede de-
mostrar que pan(4) < K/n% Més en general, es posible establecer que
p2r(d) < K/n%?. Asf se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 8.1 (Pélya). El paseo al azar simétrico en Z es recurrente para
d = 1,2 y transitorio para d > 3.

8.4. Probabilidades limites y distribuciones
estacionarias

En esta seccién estudiaremos el comportamiento asintotico de las pro-
babilidades de transicion para un estado recurrente, completando las res-
puestas a las preguntas (a) y (b) en la pagina [I70l

Consideremos una cadena de Markov Xy, X7, X5, ..., con espacio de
estados I, matriz de transicion P, y distribucién inicial 7. Definimos el
tiempo medio de retorno a un estado ¢, mediante

oo

n
M = E nfi = E; 7,

n=1

donde incluimos el caso p; = oo si la serie anterior diverge. Decimos que
un estado recurrente es positivo cuando p; < oo, decimos que un estado
recurrente es nulOﬁ, cuando p; = oo.

Teorema 8.2. Consideremos un estado i recurrente y aperiodico. Enton-
ces

n—oo

donde pi; = Y 2 nfl es el tiempo medio de retorno a i, y consideramos
1/p; =0 cuando p; = oo.

Antes de comenzar la demostracién verificamos que el periodo de un
estado se puede calcular a través de las probabilidades del primer re-
torno f!, en lugar de las probabilidades de retorno pf: (ver definicion [8.2).

i)

5El término nulo se debe a que las probablidades limites para estos estados es nula
(ver Teorema B3]).
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Designemos df(i) = m.c.d.{n: f! > 0}. Como tenemos la inclusién de

conjuntos {n: f > 0} C {n: pl; > 0}, porque f}} < pl, obtenemos que
d(i) < dg(1). (8.23)
El siguiente resultado establece la igualdad en la férmula anterior.

Lema 8.1. El periodo d(i) de un estado i es el mdzimo comin divisor del
congunto de los n naturales que verifican f} > 0. Es decir, d(i) = ds(i).

Demostracion. Sean tal que ply > 0. Si f? > 0 entonces ds(i) divide a n. Si

1 = 0, existe una sucesion de estados ¢, 7y, . .., ip—1,% CON Pi, * P, _,i > 0,
que necesariamente contiene a i entre los estados intermedios. Entonces
existen n; y ng que verifican ny +ny = n, y tales que p;;'p;> > 0. Si fi* =0
6 fi* = 0 se puede repetir el procedimiento anterior. Como n es finito,
la aplicaciéon del argumento anterior permite hallar naturales ny, ..., n,,
tales que

n:n1+.+nm7yfz7zl.f£m>0

Entonces d(¢) divide a n, concluyendo que ds(i) < d(i). En vista de (8.23)
concluimos la demostracion. O

Demostracion del del teorema[82. Como el estado ¢ es fijo abreviamos la
notacién, escribiendo f,, = f, p, = pl; paracadan =0,1,...;y p = p,.
Por ejemplo, la férmula (814]) con la notacién introducida, es

m=1

Tenemos que demostrar p, — 1/pu (n — o0), incluyendo el caso p, —
0 (n — 00) cuando p = oo. Dividimos la demostracion, por conveniencia,
en 5 etapas.

Etapa 1. Sea ap, = fo+ fos1+ = > fm (n=1,2,...). Para
estas cantidades, cambiando el orden en la suma, tenemos

n=1 n=1m=1 m=1n=m m=1

Ademads f, = a, — a1 (n=1,2,...), resultando de ([824)), que

Pn = (CL1 — a2)pn—1 + -+ (CLn - an—l—l)pOu



8.4. Probabilidades limites y distribuciones estacionarias 193

que reordenando, y teniendo en cuenta que a; = » -, f, = 1, dado que ¢
es recurrente, se escribe como

DPn@1 + Pp—1Q2 + +++ + Polnt1 = Pn—-101 + Pp—202 + -+ + Polp.

Como ademas py = 1, la aplicacion sucesiva de la formula anterior nos
permite obtener que para cada n = 1,2, ..., tiene lugar la identidad

Pn@1 + Pp_1G2 + - + Polpt1 = poar = 1, (8.25)

concluyendo la primer etapa de la demostracion.
FEtapa 2. Sea a = limsup,, p,,. Consideremos una subsucesion {n,,} tal
que a = lim,, p,,,. Eligiendo s arbitrario, que verifique f; > 0, tenemos

o =liminf py,, = lminf { fip, s+ D fbu, s

r=1,r#s

S fS lim lnf pnm—s + lim Sup { Z .f?“p?’lnn_r}
m r=1,r#s

[e.e]
< f. liminfpnm_s+{ ok limsuppnm_r}
m r=1,r#s m

< filiminfp,, .+ (1 - fJ)a,

donde hemos utilizado que Y >~ f. = 1, y que limsup,, pn,.—» < a, para
cualquier r =1, 2,.... De aqui obtenemos que

a <liminfp,,
m
y, segun la definicion de «, obtenemos que
limpnﬂn_s = Q. (826)
m

concluyendo la segunda etapa de la demostracion.
FEtapa 3. Veamos que existe un natural s’ tal que

lim p,,, _s = «, para todo s > s’ (8.27)

Sea {s1,...,$,} un subconjunto finito del conjunto {n: f, > 0}, elegido
de tal forma que se verifique la propiedad d(i) = m.c.d.{s,...,s,} = 1.
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Sea s = [ _, Sm. Cualquier natural s > s’ se puede representar de la
forma
5= sty + -+ Sty

donde t4,...,t, son numeros naturales. Como (8.26) vale para el primer
natural s = s; del subconjunto finito considerado, tenemos lim,, p,,,—s, =
«. Aplicando el razonamiento de la etapa 2 a la subsucesion {n,, — s }m>1
donde nuevamente tomamos s = s, obtenemos que lim,, p,,, 25, = a. Es
claro entonces que si repetimos el procedimiento anterior un total de t;
veces con s = s, obtenemos que lim,, p,, 4,5, = @. Razonando analoga-
mente para Ss, ..., S., obtenemos (8.27).
FEtapa 4. Consideremos un natural s > s'. De la férmula (8.25) obte-
nemos
P, —s' @1 +pnm—(s’+1)a2 + _'_pnm—(s’-‘,-s)as—i-l <1

Tomando limite cuando m — oo en ambos miembros de la desigualdad
anterior, resulta

Oé(CLl + -4 as—i—l) < 1,
y de aqui, en el caso en que u = Y 7 a, = oo, deducimos que o =
lim sup,, p, = 0. Esto concluye la demostracion en el caso en que el estado
i es recurrente nulo (es decir, u = o0). En el caso en que i < 0o, obtenemos
la desigualdad

a = limsupp, < 1/pu. (8.28)

n

Etapa 5. Consideremos el caso pu < oco. Sea ahora § = liminf, p,, y
consideremos una subsucesién {n,,} tal que lim,, p,,, = . Razonando en
forma analoga a como lo hicimos en las etapas 2, 3 y 4 para el limite
superior, obtenemos que existe un natural s” tal que

limp,, _, = 3, para todo s > s".
m

De la férmula (8.25) deducimos que para todo s > s” se verifica

1 S p?’lnn_s”a'l + pn7n_(8"+1)a'2 + T + poa’nm—s”—i-l

o0
S p?’lnn_s”a'l + pn7n_(8”+1)a'2 + T +pnm—(s”+s)a5+1 + Z a’k’
k=s+2

Tomando limite si m — oo en ambos miembros de la desigualdad anterior,
obtenemos

1<pB(ar+as+---+as1)+ Z ag
k=s+2
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Tomando limite ahora cuando s — oo, obtenemos que

g =liminf p, > 1/pu.

En vista de esta desigualdad y la desigualdad (828]), deducimos que existe
el limite lim,, p, = 1/u. Esto concluye la demostracién del teorema. O

Como primer consecuencia del teorema anterior, obtenemos que la cla-
sificacion de estados recurrentes en positivos y nulos es una propiedad de
clase.

Proposicién 8.5. Consideremos dos estados aperiodicos i,j de una ca-
dena de Markov que se comunican (es decir i <+ j). Sii es recurrente
positivo, j es recurrente positivo; si i es recurrente nulo, j es recurrente
nulo.

Demostracion. Como i <> j existen naturales r y s tales que pi;pj;, > 0.
Luego, para cada n = 1,2, ..., tenemos

Py Z Dby (8.29)
Supongamos que 7 es recurrente positivo. Entonces lim,, pft > 0y de (8:29)
obtenemos que lim, p}; > 0, concluyendo que j es recurrente positivo.

Andlogamente, si i es recurrente nulo, se tiene lim, pl: = 0, y como para
todon =1,2,... se cumple

Pyt > PP} (8.30)
obtenemos que lim, p?; = 0. En conclusiéon j es recurrente nulo. Esto
concluye la demostracion. O

Estamos ahora en condiciones de dar respuesta completa a las pre-
guntas (a) y (b) relativas al comportamiento asintético de una cadena de
Markov irreducible y aperiddica.

Teorema 8.3. Consideremos una cadena de Markov irreducible y aperio-
dica con espacio de estados I, matriz de transicion P, y distribucion inicial
m. Se dan unicamente las siguientes tres posibilidades:

(a) La cadena de Markov es transitoria. Para cada par de estados i, j
’ n __ 17 n __ e [e.e] n
tenemos limy, o pfy = limy, oo 77 = 0. Mas atin, )" | pf; < oo.
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(b) La cadena de Markov es recurrente nula. Para cada par de estados
i,j tenemos limy, o pjy = lim, oo 7} = 0, pero ahora )" | pj; = oo.

(¢) La cadena de Markov es recurrente positiva. Para cada par de es-
tados 1,7 tenemos lim,, . Py = lim,, oo o= 1/p; > 0, donde
pi=y.o.n 7. es el tiempo medio de retorno al estado j.

Demostracion. Consideremos un estado arbitrario k. Tenemos tres posibi-
lidades mutuamente excluyentes. O bien el estado es transitorio, o bien es
recurrente positivo, o bien recurrente nulo. Como estas tres propiedades
son de clase, y la cadena de Markov considerada es irreducible, resulta
que tenemos necesariamente alguna de las tres alternativas en la tesis del
teorema. Resta entonces demostrar que se verifican los limites en (a), (b)
y (¢).

Comencemos por (a). En la parte (d) de la proposicién B3 obtuvimos
la convergencia de la serie, y el resultado lim,, pj; = 0. Veamos que ocurre
con la distribuciéon en el instante n. Tomando limite si n — oo en la
férmula (8.6]), obtenemos

lim 77 = lim g TPy = g T lim pp; =0,

donde cambiamos el orden entre la suma y el limite, porque los coeficientes
(m) suman 1, y las probabilidades py; estdn acotadas.

Consideremos ahora el caso (b). En la parte (c) de la proposicion
B3l obtuvimos la divergencia de la serie; en el teorema [82] el resultado
lim,, p;; = 0. Si convenimos que p7: = 0 si m < 0, en vista de la férmula

(814), podemos escribir

o
n o __ m, n—m
Py =2 fiei
m=1
Tomando limite a ambos lados de esta igualdad si n — oo, obtenemos
(o] (o @]
lim pfy =M Y 7w = 3 Lt (8:31)
m=1 m=1
donde cambiamos ahora el orden entre la suma y el limite, porque los coefi-
cientes (f;7') suman 1 (como vimos en la proposicién[8.4)), y las probabilida-

n , . _ . 9 . n
des pj; estan acotadas. Luego lim,, pj; = 0. La verificacion de lim,, 7' = 0,
es andloga a la realizada en (a).



8.4. Probabilidades limites y distribuciones estacionarias 197

Consideremos finalmente el caso (c). La férmula (831]) es vélida, y co-
mo ahora lim,, pj; = 1/p; > 0 (por el teorema 8.2), resulta que lim,, pj; =
1/p;. Finalmente, la obtencién del limite lfm,, 7} = 1/4; es también andlo-
ga al caso (a). O

Cuando el espacio de estados I es finito el comportamiento asintético
en una cadena de Markov irreducible y aperiédica es sencillo: siempre
encontramos la alternativa (c).

Corolario 8.1. Una cadena de Markov finita irreducible y aperiédica es
recurrente positiva.

Demostracion. Si algin estado es transitorio, o recurrente nulo, lo son
todos. Como siempre es posible intercambiar el orden entre un limite y
una suma finita, tenemos

obteniendo una contradiccion. Entonces estamos en el caso (c) del teorema
anterior, concluyendo la demostracion. O

Como conclusion del capitulo estudiamos como calcular los limites de
las probabilidades de transicién (que coinciden con los limites de las dis-
tribuciones de probabilidad), cuando consideramos una cadena de Markov
irreducible y aperiédica con estados recurrentes positivos (es decir, el caso
(c) en el teorema [R.3] y la pregunta (c) en la pagina [I75]).

Para este fin son de suma utilidad las distribuciones estacionarias, que
definimos a continuacion.

Definicién 8.4. Un wvector v = (v;)ier con coordenadas no negativas,
es una distribucién estacionaria de una cadena de Markov con espacio
de estados I o de su matriz de transicion P = (p;;), si se verifican la
condiciones:

(El) ZZ Vv, = 1,
(E2) v; =), vipij para todo estado j.

En notaciéon matricial, si designamos 1 = (1,1,...), tenemos que v es
una distribucion estacionaria si se verifican las condiciones:
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(Bl) v x 1t =1,
(E2) v=v xP.

Supongamos ahora que la distribucién inicial de una cadena de Markov es
una distribucién estacionaria. La distribucion de probabilidad en tiempo
n verifica (83]), por lo que

" =vXxP'=UxP)xP"l'=uxP"=...=uyxP=v

y resulta constante, o invariante en el tiempo. Esta férmula se escribe
también, como

v = Z Vipgs- (8.32)

La existencia de una distribucién estacionaria para una cierta cadena de
Markov da informacién sobre su comportamiento asintotico, en particular,
si la cadena es irreducible y aperiddica.

Teorema 8.4. Consideremos una cadena de Markov irreducible y ape-
riodica con espacio de estados 1 y matriz de transicion P. Entonces, la
cadena de Markov es recurrente positiva si y solo si existe una distribucion
estacionaria v = (v;) de la matriz de transicion P.

Ademds, en este caso, v; = 1/u; > 0 (i € I), donde p; < oo es el
tiempo medio de retorno a i, y por lo tanto, la distribucion estacionaria
es unica.

Demostracion. Supongamos que la cadena de Markov irreducible y aperio-
. e . o N .

dica es recurrente positiva. Designemos v; = lim, pj; = 1/p; >0 (j € I) y

veamos que v = (v;);er es una distribucién estacionaria. Primero, tenemos

Zuj = Zliglp% < lin}lianp?j =1,
j j j

donde aplicamos el lema de Fatou, y obtenemos ;v < 1. Veamos que
v verifica (E2). Con un argumento similar, tenemos

Z ViDij = Z h’gnpzz-pij < li%ianpZipij = limninfpz;fl = vj.

Si para algun jy tenemos » . v;p;j, < Vj,, entonces

ZV]' >ZZVipz’j:ZViZPij:ZVu
J VA J i

i
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lo que es una contradiccién. Entonces v cumple (E2). Veamos que el vector
v verifica la condicién (E1). Como vale (E2), tomando limite si n — oo
en la férmula (832), obtenemos

— 11 M — A {— . .
v = hqgn g vipi; = g v; hgnpij = ( g 1/2> Vi,
i i

)

donde utilizamos que Y ;7j < 1y que las probabilidades estan acota-
das. Como v; > 0 deducimos que ), ; = 1, demostrando que v es una
distribucion estacionaria.

Supongamos ahora que existe una distribucién estacionaria v = (1;).
Por el teorema sabemos que existe lim, pj’, y que no depende de 1.
Debemos verificar que lim, pi; = v; > 0. Tomando limite si n — oo en
([R32)) y aplicando la propiedad (E1), tenemos

v; = lim g vpt = g v; lim p* = lim p%.
J N—00 4— iPij - ' nSoo Pij n—00 Pij
(3 (3

Si lim,, p;; = 0 para algun estado j, lo mismo ocurre para todos los estados,
contradiciendo Zj v; = 1. Luego lim, pjs = v; > 0 para todo j, y la
cadena de Markov es recurrente positiva. En vista de (c¢) en el teorema
B3 v; = 1/u; (j € I). Esto concluye la demostracion. O

Este teorema es una herramienta de suma utilidad practica, dado que
siempre es posible verificar la existencia de distribuciones estacionarias
en cadenas de Markov finitas (se trata de resolver un sistema de ecuacio-
nes lineales), y muchas veces esto también se puede hacer en cadenas de
Markov con espacio de estados infinito, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.8. Paseo al azar con barrera reflejante. Consideremos una ca-
dena de Markov con espacio de estados N = {0,1,...}, el conjunto de los
numeros naturales, y matriz de transicion P, dada por

po=1—=7r, pu=r piit1=p Pii-1=1—p, parai=12,....

con 0 < p <1y 0 < r < 1. Es sencillo de verificar que la cadena
de Markov es irreducible y aperiédica, porque r > 0. Nos proponemos
estudiar la recurrencia y calcular la distribucién estacionaria, en los casos
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que corresponda. El sistema de ecuaciones v = vP es

(I=r)vo+ (1 —p)y =1y
rvg+ (1 —plre =11
prv1+ (1 —prvs = 1y

Pp—1+ (1 = D)ni1 = vy

Entonces, una vez fijado vy = « arbitrario, se verifica

Vp = e <L>n 1, n=12....
(I1=p)\l—p

Luego, para que exista una distribucion estacionaria debe cumplirse v; > 0
(esto se verifica sia > 0) y Yo" (v, = 1. Esto, en particular, implica que
la serie > 7 (p/(l —p))n es convergente, lo que implica que p < 1/2. En
este caso, si « = (1 —2p)/(r+1—2p), v es distribucion estacionaria de la
cadena de Markov considerada. Luego, en este caso, el paseo al azar con
barrera reflejante es recurrente positivo.

Consideremos el caso 1/2 < p < 1. Observemos que fi9 < 1, dado que
esta probabilidad coincide con la probabilidad del mismo suceso para el
paseo al azar simple del ejemplo Luego, segin la proposicién B4 la
cadena de Markov es transitoria.

Consideremos ahora el caso p = 1/2. Aplicando la férmula de la pro-
babilidad total, tenemos

fu=P(Fn: X, =1)=P(3n: X, =1|X, =2)/2
—|—P1(E|7LZ Xn =1 |X1 = 0)/2 == (f21 + f01)/2.
Sabemos que fy1 = 1, porque esta probabilidad coincide con la probabili-

dad del mismo suceso en el paseo al azar simple, calculada en el ejemplo
Para calcular fo;, tenemos

1—f01:P0(Xm7£1,Vm:1,2,...)
= lim Py(X,, #1,Vm=1,....,n) = lim (1 —r)" =0,
n—oo

n— o0

porque r > 0. Entonces fy; = 1, y de aqui resulta f;; = 1. Luego, la cadena
de Markov es recurrente en el caso p = 1/2. Como no existe distribucién
estacionaria, la cadena de Markov es recurrente nula.
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8.5. Ejercicios

1. Sea Xy, X1, Xs,... una cadena de Markov homogénea en el tiempo.
Demostrar que

P(X,=7|Xn=1)=P(Xy =j|Xo=1).

2. Sea X, X,,... una sucesion de variables aleatorias independientes,
idénticamente distribuidas, con distribucién latice (ver ejercicio[d, capitulo
6). Demostrar que la sucesién Sy =0, S, = X;+---+ X, (n=1,2,...)
es una cadena de Markov.

3. Se considera una cadena de Markov con matriz de transicién

SEx

y con distribucién inicial m = (4/5,1/5). Demostrar que 7", la distribucién
de probabilidad en el instante n, verifica 7" = 7, para cadan =1,2,....

4. Sea X, X,,... una sucesion de variables aleatorias independientes
con distribucion comun de Poisson con parametro A = 1. Sea Sy = 0,
Sp, = X1+ -+ X,. (a) Observar que Sp, S1, ... es una cadena de Markov,
y hallar su matriz de transicién P. (b) Hallar P™ (Sugerencia: determinar
la distribucién de S,,.) (c¢) Determinar estados esenciales y no esenciales.
(d) Hallar el limite cuando n — oo de las probabilidades de transicién pg ;.

5. Consideremos una sucesién de variables aleatorias Xy, X1, Xo,... que
toma valores en el conjunto de los niimeros enteros. (a) Decimos que la
sucesion tiene incrementos independientes, cuando para cualquier elec-
cién de indices 0 < m; < n; < --- < m, < n,, las variables aleatorias
Xy — Xoyy - oo, X, — X5, son mutuamente independientes. Decimos que
la sucesion tiene ncrementos estacionarios, cuando la distribucion de la
variable aleatoria X, ,,, — X, no depende de n. (a) Demostrar que si
la sucesiéon dada tiene incrementos independientes, entonces verifica las
condicién (a) en la definicién Bl (b) Demostrar que si la sucesién tie-
ne incrementos independientes y estacionarios, entonces es una cadena de
Markov homdgenea en el tiempo.
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6. Calcular las matrices de transicion de orden m, en una cadena de
Markov con matriz de transicion

0 0 01
p_| 0 0 01

“l1/2 12 0 0|
0 0 10

y determinar el periodo de sus estados.

7. Demostrar que una cadena de Markov irreducible, para la cual un
elemento pj;; de la diagonal de la matriz de transiciéon es positivo, no
puede tener estados periddicos.

8. Demostrar que una cadena de Markov con matriz de transiciéon P =
(pij) y distribuciones en el instante n dadas por 7" = (77'), verifica

m4+n __ m,n
T = E Tk Pj-
k

(Férmula (84) de la pagina [I73])

9. Procesos de ramificacion. Una poblacién integrada inicialmente (n =
0) por un individuo (X, = 1) se reproduce de acuerdo a la siguiente
regla: cada individuo que integre la poblacion en el instante n tiene, en
el instante n + 1, una cantidad £ = 0,1,2,... de hijos con probabilidad
pi, donde pp > 0y > 0" pr = 1, y él desaparece. (Alternativamente,
se puede suponer que un objeto se parte en k pedazos con probabilidad
pr (k= 1,2,...), o desaparece con probabilidad pg, y luego cada uno
de esos pedazos se parte o desaparece con las mismas probabilidades, y
asi sucesivamente.) Sea X,, la cantidad de individuos de la poblacién en
tiempo n. (a) Demostrar que X, es una cadena de Markov, identificar su
espacio de estados I, hallar la distribucién inicial y la matriz de transicion.
(b) Suponiendo que pr > 0 para todo k = 0,1,..., determinar si hay
estados no esenciales y estados absorbentes.

10. En el ejercicio anterior: (a) Sea ¢ = f19p = P(X,, = 0 para algtin n)
la probabilidad de extincién de la poblacién. Encontrar la ecuacion que
cumple ¢. (b) Encontrar la probabilidad de extincién para la poblacién
si pop = p1 = 1/4, py = 1/2. (Este modelo se utiliza para determinar la
probabilidad de que un cierto apellido desaparezca, contando los varones
de una poblacién.)



8.5. Ejercicios 203

11. Estados recurrentes. Sea X, X1, Xs,... una cadena de Markov con
espacio de estados I. Demostrar que si ¢ — 7, entonces

ZP (X1 #4,...,Xp1 #1,7;=n) >0,

donde 7; = inf{n > 1: X,, = j}.

12. En el contexto del ejercicio anterior, se considera

gi; = P;(X,, = j infinitas veces ) < ﬂ U {X, = j})
m=1n=m
(a) Demostrar que P (|{n: X,, = i}| > m) = (fu)™, donde [A] es la
cantidad de elementos de un conjunto A. (b) Concluir que si ¢ es recurrente,
entonces g; = 1, mientras que en otro caso, g;; = 0.

13. En el contexto de los dos ultimos ejercicios, demostrar que si j es
recurrente y se cumple ¢ <+ j, entonces g;; = 1. Sugerencia: demostrar la
férmula

1—ZP i =n)+Pj(r; =00) = figij + 1 — fi.

14. Paseo al azar simple en Z2. Consideremos una cadena de Markov
con espacio de estados Z?, definida mediante Sy = (0,0), S,, = X; +---+
X, (n=1,2,...),donde Xi, Xy, ... es una sucesién de vectores aleatorios
independientes, cada una de los cuales toma uno de los cuatro valores
(£1,0), (0,£1), con probabilidad 1/4. (a) Si X, = (A, By), demostrar
que las variables aleatorias A, + B, v A, — B, son independientes, y
determinar su distribucién. (b) Observando que P(X,, = 0) = P(A; +
-+ As, = 0,By + -+, By, = 0), calcular la probabilidad de retorno al
origen en 2n pasos. (c¢) Estudiar la recurrencia para la cadena de Marko

15. Considérese el paseo al azar simétrico en Z* (ver ejemplo 8.7, donde
d = 4). Demostrar que existe una constante K positiva tal que

pio(d) < K/n?.

Concluir que el paseo al azar es recurrente.

6Aqui se presenta una forma alternativa para estudiar la recurrencia del paseo al
ot simétri i .
azar simétrico en Z? visto en el ejemplo [B.71
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16. Paseo al azar en un tetraedro. Consideremos una particula que pa-
sea por los vértices de un tetraedro eligiendo, con equiprobabilidad, a que
vértice ir: (i) entre los tres vértices accesibles desde el vértice en que se
encuentra; (ii) entre los dos vértices accesibles, para no volver al vérti-
ce en que se encontraba. (a) Determinar en cual de los casos anteriores
estamos en presencia de una cadena de Markov, determinar el conjunto
de estados y la matriz de transicién P. (b) Discutir periodicidad, en el
caso que corresponda. (c) Verificar que el vector de distribucién uniforme
discreta u = (1/n,...,1/n) con n el nimero de estados, es invariante, es
decir u = uP, y determinar el limite de las probabilidades de transicion,
asi como el limite de las distribuciones de probabilidad.

17. Una matriz P con entradas no negativas se dice estocdstica (o de
Markov) si la suma de los elementos de cada fila es la unidad. Una matriz
P se dice doblemente estocdstica si ademas de ser estocastica, la suma de
los elementos de cada columna también es la unidad. Si se trata de una
matriz finita n X n, sea u = (1/n,...,1/n) el vector de probabilidades
uniformes. Verificar, que si P es doblemente estocastica, entonces u = uP.
Encontrar el vector limite 7 de las probabilidades de transicién, para una
cadena de Markov finita, irreducible y aperiédica, con matriz doblemente
estocastica.

18. Paseo al azar simétrico en el plano con barreras reflejantes. Consi-
deremos un paseo al azar simétrico en Z? (como en el ejercicio [[4], o en
la pégina [I8H). Restringimos el espacio de estados a un subconjunto de
72, que denominamos region. Decimos que la frontera de esta regién es
reflejante si cada vez que en un paseo al azar sin restricciones hubiese
abandonado la region, éste es forzado a volver a la ultima posicion. Pro-
bar que, si cada punto de la regién es alcanzable desde cualquier otro,
y si la region tiene una cantidad finita de puntos, entonces existe una
distribucion estacionaria. Hallarla.



Capitulo 9

Martingalas

Continuamos con el estudio de las sucesiones de variables aleatorias
dependientes considerando las martingalas. Esta nocién, proveniente de
los juegos de azar secuenciales, utiliza para su definicién la esperanza con-
dicional, que estudiamos a continuacion.

9.1. Esperanza condicional

Definicién 9.1 (Esperanza condicional). Consideremos un espacio de
probabilidad (2, A, P), una variable aleatoria X, y otra variable aleato-
ria Y con esperanza EY . La esperanza condicional de Y dada X, que
designamos E(Y | X), es una variable aleatoria g(X), donde la funcion
g(x) verifica la propiedad

E]-{XEI}Y:E]-{XGI}Q(X) (91)
para todo intervalo I = (a,b] de la recta real.

La propiedad (@) exige que las esperanzas de las variables aleatorias
Y y g(X) coincidan en los sucesos generados por X, es decir, en los sucesos
de la forma {w: X(:ui € (a,b]}. En este sentido E(Y'| X) es la funcién de X
que mejor aprozimal a Y. En estadistica matematica se dice que E(Y | X)
es un estimador de la variable aleatoria Y, cuando observamos la variable
aleatoria X.

'Es posible demostrar cuando EY? < oo, que E(Y | X) es la variable aleatoria que

minimiza la distancia [E (Y — k(X ))2] '/2 entre las variables aleatorias Y, h(X), donde
h(z) una funcién boreliana arbitraria.

205
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Calcular la esperanza condicional es, segin la definicién, determinar
una funcién g(x). Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 9.1. Variables aleatorias degeneradas. Consideremos un espacio
de probabilidad (£2,.4, P), una variable aleatoria X, y otra variable alea-
toria Y con esperanza EY.

(a) Si se verifica X (w) = ¢ (w € ), entonces

E(Y|X)=EY, (9.2)

es decir, la esperanza condicional es una constante. En efecto, la funcion
constante g(z) = EY verifica (@) porque, si ¢ € I = (a,b] tenemos
]-{XEI} =1 (w c Q), de donde E]-{XeI}Y = EY = E(]-{XeI}EY>7
mientras que si ¢ ¢ [ ambos términos en (0.1)) se anulan.

(b) Si se verifica Y(w) = a (w € Q) también vale (9.2)). En este caso
tenemos ElyxcnY =P(X € [Ja=E (1{X€1}a), para cualquier intervalo
I.

Ejemplo 9.2. Variables independientes. Dadas dos variables aleatorias in-
dependientes X e Y tales que existe EY’, también vale (9.2)). En este caso,
para cualquier intervalo I = (a, b], tenemos

ElixenY =Elxen EY = E (1ixep EY),

y se verifica (@.)).

Ejemplo 9.3. Dadas una variable aleatoria X y una funcién h(x), tales
que existe la esperanza E h(X), se tiene

E (h(X)| X) = h(X), (9.3)

dado que la funcién h(z) verifica ([Q.1]).

Determinemos ahora la funcién g(z) en los casos en que el vector alea-
torio (X,Y") tiene distribucién discreta o absolutamente continua.

Esperanza condicional para variables aleatorias con
distribucion discreta

Consideremos un vector aleatorio (X,Y’) con distribucién discreta,
que toma los valores (xy,y;) con probabilidades py; = P(X = x4, Y =

y;) (k,7=1,2,...),y tal que ZZ}ZI lyjlpr; < oo.
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Definimos la funcién g(z) para los valores x = z, (k = 1,2,...),
mediante .
g(x) =) 4 P(Y =y;| X =), (9.4)
j=1

y vemos que verifica (0.I)): Dado I = (a, b], tenemos

El(xcnY = Z Zyj P(Y =y; | X =2) P(X = 2y)
k:a<xp<b j=1

= Z g(zp) P(X = 23) = Elixeng(X).

k:a<zp<b

Tomando conjuntos de la forma {X = x;} es sencillo ver, que cualquier
otra funcién h(x) que verifique (@1 verifica h(xy) = g(x) (k=1,2,...),
resultando que P (¢(X) = h(X)) = 1. Cuando dos variables aleatorias
X e Y verifican P(X = Y) = 1, decimos que X e Y son iguales casi
sequramente, y escribimos X =Y c.s. Entonces, la esperanza condicional
g(X) = E(Y|X) en el caso discreto es unica, en el sentido anterior. (Si
otra variable aleatoria h(X) verifica ([O.1I), se cumple h(X) = g(X) c.s.)

Esperanza condicional para variables aleatorias con
distribucion absolutamente continua

Consideremos un vector aleatorio (X,Y) con distribucién absoluta-
mente continua, densidad p(x,y), y tal que [7 [*_|y|p(z,y)dzdy < oo.
Dada pi(z) = ffooop(m,y)dy, la densidad de la variable aleatoria X, la
densidad condicional de Y dada X es r(y|x) = p(z,y)/pi(x), definida
para los x reales que verifican p;(z) > 0.

Definimos la funcién g(z) para los z reales que verifican p;(z) > 0,
mediante

oa) = [ eyl 2)dy, (9.5)

oo

y vemos que verifica (O.1]): Dado I = (a, b], tenemos

El(xcnY = /ab </_OO yr(y|x)dy)p1(x)dx = /abg(x)pl(x)dx

[e.e]

= El{XeI}g(X)'
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Aligual que en el caso discreto se puede ver que dada otra funcién h(x)
que verifique (@), tenemos h(z) = g(z) para los x reales que verifican
p1(z) > 0, resultando que P (g(X) = h(X)) = 1. Entonces, la esperanza
condicional g(X) = E(Y | X) en el caso absolutamente continuo es tnica,
en el mismo sentido que en el caso discreto.

Ejemplo 9.4. Probabilidad condicional. Consideremos un espacio de pro-
babilidad (€2, .4, P), dos sucesos A y B con P(A) > 0, y las variables
aleatorias X = 14, Y = 1p. El vector aleatorio (X,Y) tiene distribucién
discreta. Aplicando la férmula (9.4]), tenemos

gx)=1xPY =1|X=2)+0xPY =0|X =2x),
de donde ¢g(1) = P(B|A), g(0) = P(B|A). En conclusién,

PB|A), siweA,

E(Y|X)=g(1a) = {P(B|A) siw € A.

En otras palabras: si ocurre A tenemos E(1p|1a) = P(B|A), si no,
E(1g|1a) = P(B|A). En este sentido, la esperanza condicional es una
generalizacién de la probabilidad condicional (.6]).

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicién: consideremos un
espacio de probabilidad (£2,.4, P), una variable aleatoria X y un suceso
B. La probabilidad condicional de B dada X, que designamos P(B|X),
es la esperanza condicional de la variable aleatoria 1g dada X, es decir

P(B|X) = E(15] X). (9.6)

Ejemplo 9.5. Consideremos un vector aleatorio (X,Y’) con densidad nor-
mal bidimensional p(z,y) dada en ([B:22]). El vector aleatorio considerado
tiene distribucién absolutamente continua. La variable aleatoria X tiene
distribucién normal con parametros (aq,01) (ver ejemplo B.I5]), por lo que
la densidad condicional de Y dada X esta dada por

r(y]e) = ———exp { oy (y— 4 — poa(a — a1)/on)’}
oor/27(1 — p?) 205(1 = p?) ’ ’ Rl
Esta funcién de y es la densidad de una variable aleatoria con distribucién

normal, con esperanza as+ pos(x—ay) /o1 y varianza o3(1—p?). Aplicando
([@.5) obtenemos que g(z) = as + poa(x — ay)/oy. De aqui

EY|X)=g(X)=ax+ poa(X —ay)/o;.
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Recordemos que si p = 0, las variables aleatorias X e Y son independientes
(ejemplo B.16]). En este caso E(Y | X) = a; = EY, como resulta también
del ejemplo 0.2

Ejemplo 9.6. Consideremos dos variables aleatorias independientes X, Y

con densidades respectivas p; (), p2(y) y una funcién h(zx), tales que existe
la esperanza Eh(X +Y). Entonces E (h(X +Y)|X) = g(X), donde

@) =Bhe+Y) = | hla+ pma(w)dy.
En efecto, dado un intervalo I = (a, b], tenemos
b b 00
Elpxeng(X) = [ glom@de= [ ([ e+ vm)dy)p(is

b [e's)
- / / Wz + y)p1 (@)ps(y)dedy = ELpcenh(X +Y),

de acuerdo a la férmula (ZI0), verificando (O.1)).

La definicion de martingala emplea la esperanza condicional de una
variable aleatoria dado un vector aleatorio, que vemos a continuacién.

Definicién 9.2. Consideremos un vector aleatorio F' = (Xq,...,X,),
y una variable aleatoria Y con esperanza EY | definidos en un espacio
de probabilidad (2, A,P). La esperanza condicional de Y dado F, que
designamos mediante BE(Y | F), y también E(Y | X1,...,X,), es una va-
riable aleatoria g(F'), donde la funcion g(x) (z € R™) verifica la propiedad

E 1{FeI}Y =E 1{FeI}9(F) (9-7)

para todo I = (ay,by] X -+ X (an, by).
Si en la definicién tenemos n = 1, obtenemos la definicién En
los casos en los que el vector aleatorio (Xi,...,X,,Y) tiene distribucién

discreta o absolutamente continua, es sencillo obtener férmulas para la
funcién g(x) (x € R™) similares a (9.4]) y (O.5]), respectivamente.

Ejemplo 9.7. Sean X,..., Xy variables aleatorias independientes, idén-
ticamente distribuidas, con esperanzas E X, ..., E Xy. Veamos que para
las sumas S, = X; +---+ X, (n=1,2,..., N), se verifica

Sn—i—l
n+1

Sh
E(;\Snﬂ,...,SN): (m=1,...,N—1).  (98)
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En primer lugar, la variable aleatoria S,41/(n + 1) es funcién del vector

aleatorio F' = (5,11, ..., Sn). Resta entonces verificar (9.7)). Considerando
I =1,,1 x---x Iy, tenemos
E1l & = l En E1l Xy=E1 X
{Fel} n - n k:1 {Fel}k — {Fel}X1
n+1
1 Sn+1
= E E1l Xy=E1 —
n+1 e {Fel}\k {Fel}n_'_ 1’

dado que E1;pey Xy = Elpen Xy para k =1,...,n+ 1, concluyendo la
demostracién de (O.8)).

Como conclusion de esta seccién vemos que la esperanza condicional
de la definicion existe y es unica, cuando el vector aleatorio (X,Y")
tiene distribucion arbitraria.

Teorema 9.1. Consideremos un espacio de probabilidad (22, A, P), una
variable aleatoria X, y otra variable aleatoria Y con esperanza EY . Fxiste
una funcion boreliana g(x) que verifica la propiedad (O.1). Ademds, esta

funcion es unica en el siguiente sentido: si existe otra funcion boreliana
h(z) que verifica (Qd]), entonces g(X) = h(X) c.s.

Una consecuencia importante que resulta de la unicidad de la funcién
g(z) en el teorema anterior es la siguiente: para demostrar que una variable
aleatoria g(X) es la esperanza condicional de Y dada X, es suficiente veri-
ficar que g(z) verifica la propiedad (@), es decir, que las esperanzas de Y’
y g(X) coinciden en los sucesos generados por X . Un teorema analogo vale
para la esperanza condicional dado un vector aleatorio, correspondiente a
la definicién .

Demostracion. Sea F'(z,y) la funcién de distribucién del vector aleatorio
(X,Y). Consideremos dos medidas p y Py, definidas en los conjuntos
borelianos B de la recta real, mediante

u(B) = / ydF(z,y) = El{xenY,
BxR

Px(B) = . RdF({L’,y) = E]-{XEB} = P(CL <X < b)

2El lector que no se encuentre familiarizado con la teoria de la medida puede res-
tringirse a la consideracién de variables aleatorias que tengan distribucién discreta o
absolutamente continua, y pasar a la seccién siguiente.
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Como existe EY', tenemos [, |y|dF(x,y) < oo, por lo que y es una medida
finita con signo, mientras que Px es una medida de probabilidad (ver
seccién 4.1). Ademas, si para algin B se verifica Px(B) = El{xcp =0,
se verifica también u(B) = Elyxep Y = 0. En otras palabras, la medida
1 es absolutamente continua con respecto de la medida Px y, mediante
la aplicacién del teorema de RadoanykodymEL obtenemos que existe una
funcién boreliana g(z), llamada derivada de Radon—Nikodym, que verifica
1(B) = [5g9(x)dPx para todo conjunto boreliano B de la recta real. En
consecuencia, dado un intervalo I = (a, b], tenemos

ElixenY =/ ydF(z,y) = p(I) = /g(fv)dPX

IxR I
= El{XEI}g(X)7

es decir, la funcién g(z) verifica ([O.]). (La ultima igualdad es la férmula

(@.3) aplicada a la funcién 1geng(x).)
Si otra funcién boreliana h(x) verifica (O.1]), tenemos

El(xep9(X) = E1lxepyh(X)

para todo boreliano B de la recta real. En particular, si C' = {z: g(x) >
h(z)}, tenemos Py (C') = 0, de lo contrario, E 1ixecy (9(X) — k(X)) > 0,
lo que es una contradiccién; andlogamente, si D = {x: g(z) < h(z)},
tenemos Py (D) = 0. De aqui obtenemos, que

P (9(X) # f(X)) = Px (9(x) # f(2))
= Px(C) +Px(D) =0,

obteniendo la unicidad de la funcién g(x) (en el sentido del enunciado), y
concluyendo la demostracion. O

9.2. Propiedades de la esperanza condicio-
nal

Consideramos, por simplicidad, las propiedades de la esperanza con-
dicional dada una variable aleatoria correspondiente a la definicién Q.11
Son validas las mismas propiedades para la esperanza condicional dado
un vector aleatorio de la definicién [9.2]

3Ver Apéndice 3.5 en Borovkov [I].
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Propiedad 1 (Linealidad). Consideremos dos variables aleatorias Y1, Ys
con esperanzas respectivas Y1, EYs, una variable aleatoria X, y dos cons-
tantes a,b. Entonces

E(aYy +bY; | X) = a E(Y; | X) + bE(Y2 | X).

Demostracion. Verifiquemos que la funcién h(x) = agi(x)+bgs(x) verifica
@1), donde E(Y;|X) = gx(X) (kK = 1,2). En efecto, dado I = (a,b,

tenemos

E 1{Xel}(aY1 + bY2) =ak 1{XeI}Y1 +bE 1{XeI}Yz
= CLEl{XGI}gl(X) + bE ].{Xej}gg(X) == El{XeI}h(X)

Entonces
E(aY] +bY2| X) = h(X) = agi1(X) + bga(X) = a E(Y1| X) + bE(Y2 | X),
concluyendo la demostracion. O

Ejemplo 9.8. Sumas de variables aleatorias independientes. Consideremos
la sucesiéon S, = X;+---+X,, (n=1,2,...),donde {X,} es una sucesion
de variables aleatorias independientes con esperanzas respectivas {E X, }.
Sea Sy = Xo = 0, y designemos F,, = (Xy,...,X,) (n =0,1,...). Como
existen las esperanzas {E S, }, podemos calcular

E(Sn—l-l |Fn) - E(Sn + Xn-i-l | Fn) = E(Sn | Fn) + E(Xn-i-l | Fn)
- Sn + EXn+1.

donde utilizamos la linealidad de la esperanza condicional, la férmula (9.3]),
y la independencia.

Propiedad 2 (Monotonia). Consideremos una variable aleatoria X, y
otra variable aleatoria’Y con esperanza EY . SitenemosY > 0, se verifica

E(Y |X) > 0.

Demostracion. Si el vector aleatorio (X,Y") tiene distribucién discreta, y
toma los valores (xy,y;) (k,j = 1,2,...), tenemos y; > 0, por lo que
g(x) > 0 (ver (@) y B(Y | X) = g(X) > 0.

Si el vector aleatorio (X, Y) tiene distribucién absolutamente continua
con densidad p(zx,y), la condicién Y > 0 implica que p(x,y) =0, si y < 0.
Entonces g(z) > 0 (ver (@5)) y E(Y | X) = g(X) > 0.
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En el caso general, si el lector considera posible analizar la demostra-
cién del teorema[9.1], observamos que la medida p que alli se define es una
medida positiva, y también lo es la derivada de Radon—Nikodym g(x);
concluyendo que E(Y | X) = ¢g(X) > 0 c.s. O

Combinando las propiedades[ly Blobtenemos, que si X, Y7, Y5 son como
en la propiedad [Il y ademés Y7 < Y3, entonces E(Y; | X) < E(Y,| X).

Propiedad 3. Consideremos una variable aleatoria X, y otra variable
aleatoria Y con esperanza EY . Entonces

EEY|X)=EY. (9.9)
La igualdad (Q9) se denomina férmula de la esperanza total.
Demostracion. Sea g(z) tal que E(Y |X) = g(X) y consideremos I =
(—o0,00) en la propiedad ([@.I). Como {w: X(w) € I} = €, tenemos
lixen =1 (weQ),y
EY = El{XeI}Y =E ]-{XGI}Q(X) = EE(Y‘X),
lo que demuestra la propiedad. O

Ejemplo 9.9. Consideremos sucesos Ay, ..., A, incompatibles dos a dos,
con probabilidades positivas, y tales que alguno de ellos ocurre. Sea B un
suceso arbitrario. A partir de los sucesos dados construimos las variables
aleatorias X =, kla,, Y =1g.
El vector aleatorio (X,Y") tiene distribucién discreta, y la funcién g(x)
en ([9.4) vale
gx)=P(Y =1|X=2) (x=1,...,n).

Entonces, tenemos g(k) = P(B|Ag) (k=1,...,n), porlo que E(Y | X) =
9(X)=P(B|Ay), siocurre Ay, (k=1,...,n). Aplicando la férmula (@.9)
de la esperanza total, obtenemos

PB)=EY =EE(Y|X) =) g(k)P(X =k)

= ZP(B|Ak>P(Ak>7

que es la férmula de la probabilidad total (L.7)). Este ejemplo muestra que
la férmula de la esperanza total (0.9) es una generalizacién de la férmula
de la probabilidad total (7).
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Ejemplo 9.10. Sean N, X1, ..., Xk variables aleatorias independientes, ta-
les que X7i, ..., Xk son idénticamente distribuidas y existe E X; = a. Su-
pongamos ademas que la variable aleatoria N tiene distribucion discreta,
y toma una cantidad finita de valores k =1, ..., K. Queremos calcular la
esperanza de la variable aleatoria

N
S=> Xp=X;+ -+ Xy, (9.10)
k=1

que es la suma de una cantidad aleatoria de sumandos. Es sencillo ver
que E|S| < co. Veamos entonces que E(S|N) = aN, verificando que la
funcion g(z) = ax verifica (O.1)). En efecto, si I = (a, b, tenemos

E]-{NGI}S: Z El{N:n}(Xl—i-"'-i-Xn): Z naEl{N:n}

n: a<n<b n: a<n<b
= Y. E(lv-maN) =E (LiyenaN),
n: a<n<b

donde, en la segunda igualdad utilizamos la independencia y la equidistri-
bucién. Aplicando la férmula ([@.9) de la esperanza total, tenemos

ES=EE(S|N)=«EN=EX,;EN.

Propiedad 4. Consideremos dos variables aleatorias X,Y y una funcion
h(z). Supongamos que existen las esperanzas EY E (h(X)Y). Entonces,

E (h(X)Y | X) = h(X)E(Y | X). (9.11)

Si ponemos Y(w) =1 (w € Q) en (O.I1) obtenemos la férmula (@.3)
(ver ejemplo [0.11 (b)). Por ésto, la férmula ([O.IT]) es una generalizacién de
la féormula (@.3).

Demostracion. Consideremos primero un vector aleatorio (X,Y') con dis-
tribucién discreta que toma los valores (zx,y;) (k,j =1,2,...), la funcién
g(x) en (@4), y veamos que la funcién h(x)g(x) verifica (O.1]). En efecto,
si I = (a,b], tenemos

Elxenh(X)Y = > hla) Y g PY =y X = 1) P(X = )

k:a<xp<b j=

= > h(zp)glar) P(X = z) = Elxenh(X)g(X).

k:a<zp<b
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Entonces E (h(X)Y | X) = h(X)g(X) = h(X) E(Y | X), que es la férmula

Si el vector aleatorio (X, Y) tiene densidad p(z,y), la funcién h(z)g(z)
verifica (@) con g(z) definida en (@.H). En efecto, si I = (a,b], tenemos

81 b0V = [ ([ el @

—0o0

b
- / h(z)g(x)pi(z)dr = Elixenh(X)g(X).

y vale (O.11)).

Consideremos finalmente el caso general, y sea E(Y | X) = ¢g(X). Co-
mo la propiedad (@) se verifica para todo conjunto boreliano B de la
recta real, la propiedad (II1) se verifica si h(z) = Y1 crl{zep,} es una
funcién simple, donde ¢y, ..., cx son reales arbitrarios y By, ..., Bg son
conjuntos borelianos arbitrarios. La demostracion concluye, considerando
una sucesion de funciénes simples {h"(x)} que verifica |h"(x)| < |h(x)
y h"(X) — h(X) (n — o0) c.s., y aplicando el teorema de convergencia
dominada. 0J

Ejemplo 9.11. Productos de variables aleatorias independientes. Conside-
remos la sucesion P, = X; x -+ x X, (n = 1,2,...), donde {X,} es
una sucesion de variables aleatorias independientes y no negativas con
esperanzas respectivas {E X, }. Sea Py = X, = 1, y designemos F,, =
(Xo,...,Xn) (n=10,1,...). Como existen las esperanzas {E P, }, pode-
mos calcular

E(Pn+1 |Fn) - E(Pn X Xn+1 ‘ Fn) - Pn E(Xn+1 |Fn) - PnEXn+1.

donde aplicamos la propiedad 4] y la independencia.

La ultima propiedad que consideramos es especifica para la esperanza
condicional dados vectores aleatorios.

Propiedad 5 (Telescépica). Consideremos los vectores aleatorios F,, =
(X1, X0), Foom = (X1,..., X0, ..., Xntm), Yy una variable aleatoria
Y con esperanza EY . Se verifican las igualdades:

(2) E(E(Y|F)| Farm) = EY[F,),
(b) E (E(Y|Fn+m)‘Fn) =E(Y|F,).



216 Capitulo 9. Martingalas

Demostracion. (a) Sea g(z) (r € R™) tal que E(Y | F,,) = g(F},). Consi-
derando ¢(F,) funcién del vector aleatorio F,, ., y aplicando la férmula

[@3), tenemos
E (E(Y|F,)|Foim) = E (9(F) | Form) = 9(F,) = E(Y | F,),

lo que concluye la demostracién de (a).

Demostremos (b). Consideremos la funcién h(z) (z € R™™™) tal que
E(Y | Foim) = MFyym), v sea k(z) (z € R") tal que E (h(Foym) | F,) =
k(F,). Veamos que la funcién k(z) verifica (7). En efecto, dado I =
(ay,b1] X -+ X (an, by), tenemos {F,, € I} = {F,+,, € I x R™}, y entonces

=EE (1{Xn61}h(Fn+m) |Fn) =EE (1{Xn+m€IXRm}h(Fn+m> |Fn)
= E 1{X7L+WEIXR"L}h(FTL+m) = E 1{X7L+m€IXR"L}Y = E 1{Xn€[}Y

Esto concluye la demostracién de (b). O

Consideramos finalmente la desigualdad de Jensen, relativa a inter-
cambiar el orden de la esperanza condicional con la composiciéon con una
funcién convexaly.

Teorema 9.2. Consideremos dos variables aleatorias X,Y , y una funcion
real ¢(y), convera. Supongamos que existen las esperanzas EY , E¢(Y).
Se verifica

6(E(Y | X)) < E(6(Y)|X). (9.12)
La férmula (O.12) se denomina desigualdad de Jensen (para la esperanza
condicional).

Demostracion. Consideremos un conjunto {yi, ys, . .. } denso y numerable
de puntos de la recta real. Para cadan = 1,2,..., definimos
. 0(y) — Ayn)
ap = ¢/(yn> = lim - bn = ¢(yn> — GpYn-

Y=yt Y — Yn

La constante a, es la derivada por la derecha de la funcién ¢(y) en el
punto ¥, (que siempre existe, dado que ¢(y) es convexa). Como la funcién
es convexa, obtenemos que

any + b, < ¢(y) para y,n arbitrarios, (9.13)

*Decimos que una funcién real ¢(x) es conveza, cuando ¢(Az+ (1 —A)y) < Ag(z) +
(1 —X)¢(y) para z,y reales y A € (0,1), arbitrarios. Una funcién convexa es continua.
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y como es continua, no es dificil verificar que

Ply) = s%p(any + bn)- (9.14)

Si sustituimos y = Y en la desigualdad (9.13]), aplicando la monotonia y
la linealidad de la esperanza condicional, obtenemos

a, B(Y | X)+b, <E(s(Y)] X).

Para concluir la demostraciéon tomamos supremo al variar n = 1,2,... en
la desigualdad anterior, y nos referimos a (Q0.14)). O

Con el mismo esquema de demostracién (tomando esperanza en vez de
esperanza condicional en la férmula ([@.13))), se obtiene la desigualdad de
Jensen: dadas una variable aleatoria Y y una funcién convexa ¢(y), tales
que existen las esperanzas EY, E¢(Y), se verifica

d(EY) <EgY). (9.15)

Alternativamente, la desigualdad (O.15)) se puede obtener, visto el ejemplo
9.1 (a), como un caso particular de la desigualdad (@.12) en el que X (w) =
1 (we).

9.3. Martingalas

A lo largo de esta seccién suponemos dada una sucesion Xg, Xi, ...
de variables aleatorias, cuyas propiedades especificamos en cada situacion
cuando es necesario, y consideramos la sucesién de vectores aleatorios
F,=(Xo,..., X)) (n=0,1,...).

Una sucesiéon Yy, Y7, ... es adaptada a Fy, FY, ... cuando cada variable
aleatoria Y,, es funcién del vector aleatorio F), para cadan =0,1,.... (Es
decir, para cadan = 0,1, ... existe una funcién f,(z) (x € R*™), tal que
Y, = fu(F,).) Decimos también que las variables aleatorias Y, ..., Yy son
adaptadas a {Fy, ..., Fx} cuando cada Y,, es funcién de F,, (n =0,..., N).

Definicién 9.3 (Martingala, submartingala y supermartingala).

Decimos que una sucesion Yy, Y1, ... de variables aleatorias con esperanzas
respectivas EYy, EY), ... y adaptada a {F,} es una martingala, cuando
se verifica

E(Y,.1|F,) = Y,, (9.16)
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paran =0,1,.... La condicion (Q.I6]) se llama propiedad de martingala.
Decimos que {Y,} es: una submartingala si vale E(Y, 1| F,) > Y, en
lugar de (@.10), una supermartingala si vale E(Y, 41| F,) <Y, en lugar

de (O.I6).

Observemos que si {Y,,} es una submartingala, entonces {—Y,,} es una
supermartingala, y que una martingala verifica EY, = EYy (n =1,2,...),
como resulta de tomar esperanza en (O.I6]) y aplicar la férmula de la
esperanza total (@Q.9). Es facil ver, aplicando la propiedad telescépica [l
que la propiedad de martingala (O.I6]) es equivalente a

EY,im|Fo) =Y, (9.17)

paratodon =0,1,... ytodom =1,2,....

Ejemplo 9.12. Sumas y productos de variables aleatorias independientes.
Consideremos las sumas de variables aleatorias independientes {S,,} del
ejemplo 9.8 que verifican

E(Sn+1 |Fn) - Sn + EXn+1.

Segtn la definicion [0.3] la sucesién {S,,} es una martingala cuando E X, =
0 (n =1,2,...); una submartingala cuando EX,, > 0 (n = 1,2,...); y
una supermartingala cuando EX,, <0 (n=1,2,...).

A su vez, como los productos de variables aleatorias independientes y
no negativas { P, } del ejemplo verifican

E(Pn—i-l |Fn) =P, E X1,

obtenemos que {P,} es una martingala cuando EX,, =1 (n = 1,2,...),
una submartingala cuando EX,, > 1 (n = 1,2,...), y una supermartin-
gala cuando EX, <1 (n=1,2,...).

Ejemplo 9.13. Martingalas y funciones converas. Consideremos una su-
cesion Yy, Y7, ... de variables aleatorias adaptadas a {F,,}, y una funcién
real ¢(y), tales que existen las esperanzas {E ¢(Y,,)}.

(a) Si {Y,} es una martingala y la funcién ¢(y) es convexa, la sucesién
{¢(Y,)} es una submartingala. En efecto, aplicando la desigualdad de
Jensen (0.12)), tenemos

E (¢(Yni1) | Fn) = ¢(E(Vair| Fn)) = ¢(Ya),
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y se verifica la definicién de submartingala. Consideremos por ejemplo,
la sucesién {S,} del ejemplo 0.8, y supongamos ademds que se verifica
EX, =0, EX? < oo (n = 1,2,...). Entonces, existe ES? = var S,
(propiedad [), y como la funcién ¢(y) = y? es convexa, obtenemos que
{52} es una submartingala.

(b) Si {Y,,} es una submartingala y la funcién ¢(y) es convexa y no de-
creciente, entonces la sucesion {¢(Y;,)} también es una submartingala. En
efecto, aplicando nuevamente la desigualdad de Jensen (@.12) y la mono-
tonfa de ¢(x), tenemos

E (¢(Yni1) | Fn) = ¢(E(Vair| Fn)) = ¢(Ya),

y se verifica la definicién de submartingala. Considerando, por ejemplo,
la funcién ¢(y) = max(y — a,0) = (y — a)™, que para cualquier a real
es convexa y no decreciente, resulta que la sucesién {(Y,, — a)™} es una
submartingala. (Es facil ver que existe E(Y,, —a)™.)

El siguiente ejemplo relaciona las martingalas con los juegos de azar.

Ejemplo 9.14. Martingalas y apuestas. Sea X, X5,... una sucesién de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, cada una
de las cuales toma el valor 1 con probabilidad p (0 < p < 1), y el valor —1
con probabilidad 1 — p.

Supongamos que un jugador que apuesta un monto b a la ocurrencia
del suceso {X,, = 1} (n = 1,2,...) recibe 2b si acierta el resultado. En
otras palabras, su capital aumenta en b si acierta y disminuye en b si no
acierta.

Supongamos ademés que en el instante n, el jugador apuesta de acuer-
do a una regla que tiene en cuenta los resultados anteriored’, es decir,
el monto de su apuesta al suceso {X, ;1 = 1} es b, = b, (X1, ..., X,).
Pongamos Xy = 0. Si el jugador comienza a apostar con un capital inicial
Yo = yo (constante), e Y,, representa su capital luego del n—ésimo resultado
(n=1,2,...), se cumple la relacién

Yn+1 :Yn+Xn+1bn(X1,...,Xn) (’I’L:O,l,...),

de donde obtenemos, que

n—1 n—1
Yo=t0+ > Yeri—Yi) =90+ Y Xepba( X1, .., Xi),
k=0 k=0

5Este parece ser el uso corriente de la palabra “martingala”.
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que es una funcion de Xy, ..., X,,. Como la variable aleatoria Y,,.; toma
una cantidad finita de valores, su esperanza estd dada por (4.5]), y podemos
calcular el capital esperado por el jugador para el turno n + 1, mediante

E(Y, 1 |F,) =Y, +0.(Xy,..., X0) EX,, 1

donde F,, = (Xy,...,X,). En el caso p = 1/2 resulta que la sucesién
Yo, Y1, ... es una martingala, y decimos que el juego es justo; sip > 1/2 es
una submartingla, y decimos que el juego es favorable; si p < 1/2 es una
supermartingala, y decimos que el juego es desfavorable. Es interesante
remarcar que ninguna sucesién de reglas {b,} permite, en un juego justo,
aumentar el capital esperado.

Una resultado clave en la teoria de las martingalas es la posibilidad
de sustituir los tiempos habituales (n,n+ 1,...) por una la clase tiempos
aleatorios, que definimos a continuacion.

Definicién 9.4 (Tiempo de parada). Una variable aleatoria T que toma
los wvalores 0,1,...,00 es un tiempo de paradaﬁ con respecto de {F,},
cuando el suceso {T = n} se expresa a través de las variables aleatorias
Xo, ..., Xy, es decir, cuando la variable aleatoria 1;—,) es una funcion
de F,, = (Xo,...,X,) para cadan =0,1,....

Dado un natural n, la variable aleatoria 7(w) = n (w € Q) verifica la
definicién anterior, por lo que los tiempos de parada son una generalizacién
de los tiempos habituales. El ejemplo fundamental de tiempo de parada
es el siguiente.

Ejemplo 9.15. Consideremos una sucesién de variables aleatorias {X,,} vy
un intervalo arbitrario I de la recta real. La variable aleatoria

T=mf{n >0: X, € I},

con 7 = o0 si el conjunto anterior es vacio, es un tiempo de parada, porque

{r=ny={Xo¢I, .. X, 1¢IX,¢elI}

Consideremos una sucesién Yy, Y7, ... adaptada a {F,} y un tiempo de
parada 7 con respecto de { F}, }. Supongamos que 0 < 7 < N. Introducimos

60bsérvese que la variable aleatoria 7 puede tomar el valor co. Estrictamente ha-
blando, se trata de una variable aleatoria generalizada.
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la variable aleatoria N
Y:r = ZYnl{T:n}a
n=0

que representa el valor de la sucesion {Y,,} en el instante 7. Si designamos
F, = (Xo, X;n1, - - -, X;an), descomponiendo el conjunto €2 en los sucesos
{r =k} (k=0,...,N), obtenemos que la variable aleatoria Y, es una
funcién del vector aleatorio F...

9.4. Teorema del muestreo opcional

En esta seccion, al igual que en la anterior, suponemos dada una su-
cesién Xy, X1,... de variables aleatorias, cuyas propiedades especificamos
cuando es necesario; y consideramos la sucesiéon de vectores aleatorios
F, = (Xo,...,X,) (n=0,1,...). El siguiente teorema explica como se
sustituye un tiempo habitual por un tiempo de parada en la definicién de
martingala.

Teorema 9.3 (Teorema del muestreo opcional).
Consideremos una martingala Yy, Y1, ... adaptada a {F,} y un tiempo de
parada T con respecto de {F,,}, que verifica 0 <7 < N (w € Q). Entonces

(a) E(Yy|F,) =Y;,
(b) EYy =EY, =EY,.

Observacion. El teorema del muestreo opcional [0.3]es valido también para
submartingalas (supermartingalas), escribiendo > (<) en (a) y en (b), en
vez de =.

Demostracion. Como vimos que la variable aleatoria Y, es funcién del
vector aleatorio F, para demostrar (a) tenemos que verificar ([Q.7]). Sea

entonces I = (ag,bo] X -+ X (an,b,]. Observando que el suceso {F, €
I} N {7t = k} se expresa mediante las variables aleatorias Xy, ..., Xk,
tenemos

N
El(pcnYy = Z Elr cnnpr=rYn

k=0
N

- Z E (1ipenng=r E(Yn | Fy)) =
k=0
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N
=Y Elmennp=nYe = ElgpenY
k=0

donde aplicamos la la férmula de la esperanza total ([@.9]), la propiedad
@3), y la propiedad de martingala en la forma (@.I7)). Esto prueba enton-
ces (a). La propiedad (b) se obtiene tomando esperanza en (a) y aplicando
la féormula de la esperanza total (0.9). O

La extension de este resultado para tiempos de parada generales, no
acotados, exige hipodtesis adicionales como muestra el siguiente ejemplo:
consideremos las sumas de variables aleatorias independientes {S,} del
ejemplo 0.8, donde ademds suponemos que P(X,, = 1) =P(X,, = —-1) =
1/2 (n =1,2,...) de forma que {S,} es una martingala. Para el tiempo
de parada

7 =1inf{n >0: 5, =1},

se verifica P(7 < 00) =1 (como vimos en el ejemplo B.6]), pero tenemos
0=ES;#ES, =1,

y la condicién (b) en el teorema [0.3] del muestreo opcional no se verifica.

Ejemplo 9.16. Problemas de barrera en el paseo al azar simple I1.

Consideremos el paseo al azar simple {S,,} del ejemplo BH Queremos
resolver, aplicando ahora el teorema [@.3] el problema de dos barreras.
Dados los enteros a, b, que verifican a < 0 < b, consideramos los tiempos
de parada

7, =mf{n >0: S, =a}, m=mf{n>0:85,=>b}

En nuestro contexto, resolver el problema de dos barreras consiste en
calcular P(7, < 7,), la probabilidad de que el paseo al azar alcance la
barrera de nivel b antes que la de nivel a.

Sea 7 = min(7,, ) = 7, A 7,. Comencemos verificando que P(7 <
o0) = 1, es decir, que alguna de las dos barreras se alcanza. La varia-
ble aleatoria u = (S, + n)/2 es la cantidad de éxitos en un esquema de
Bernoulli (ver capitulo 2). Tenemos la igualdad de los sucesos

An:{a<Sn<b}:{a;n<u<b;n}

:{a—n(p—Q) b b—n(p—q)}
2\/npq VPq 2ympq )
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Ademaés

P(r=o00) =P(a < S, <b, para todo n) < P(a < S, <b) =P(A,),
_g(b=nr—9 a—n(p—q)

()

>—>0 (n — 00).

(Para obtener el tltimo limite, hay que analizar por separado los casos
p=qyp+#q.) Como la convergencia en el teorema limite integral de De
Moivre-Laplace 2.2 es uniforme, obtenemos que | P(A,,) — d,| — 0 (n —
o0), de donde resulta, que P(t = o) < P(A,) — 0 (n — o0). En
conclusion

Pir<oo)=P(r,<m)+P(n<7) =1 (9.18)

Consideremos primero el caso p # ¢. Como E(¢/p)*» =1 (n =
1,2,...), lasucesién {Y, = (¢/p)°"} es una martingala (ver ejemplo [0.12).
Aplicando el teorema del muestreo opcional con el tiempo de parada
7 AN =min(7,, 7, N) (con N > 1 natural fijo), tenemos

1=EY, =EY, v = E(¢/p)"Lrucnany + E(@/D)" L <ronny
+E(q/p)* 1 r>ny. (9.19)

La variable aleatoria (q/p)* 1>y — 0 (N — o0) c.s. y estd uniforme-
mente acotada, por lo que el ultimo sumando en ([@.I9) tiende a cero si
N — oco. Tomando limite en la igualdad anterior, obtenemos

(¢/p)*P(ra < 7)) + (¢/p)" P < 70) = 1. (9.20)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones lineales (0.18)) y (@.20),
obtenemos la probabilidad buscada:

1—(q/p)"
(a/p)* — (q/p)*

que es el mismo resultado obtenido en (8.12)), si i = 0.

Consideremos ahora el caso p = ¢ = 1/2. Segtin vimos en el ejemplo
(@12), como EX; = 0 la sucesién {S,} es una martingala, y obtene-
mos mediante la aplicacion del teorema del muestreo opcional, en forma
analoga a como lo hicimos en el caso p # ¢, que

P(n <7,) = (9.21)

aP(r, <)+ bP(n<7,) =1. (9.22)
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Resolviendo ahora el sistema formado por (O.18) y (9.22), obtenemos
—a

Pn<m) = —

que es el mismo resultado obtenido en (813)), si i = 0.
La solucién del problema de una barrera, es decir, el calculo de la
probabilidad P (7, < 00), se obtiene como en el ejemplo

Otra aplicacién del teorema del muestreo opcional es el siguiente re-
sultado, que da informacién sobre la distribucién del maximo de una sub-
martingala.

Teorema 9.4. Consideremos una submartingala {Y,}. Para todo A\ > 0
vale la desigualdad

AP ( méx Y, > >\> <EYY. (9.23)

0<n<N
La formula (9.23) se denomina desigualdad maximal de Doob.

Demostracion. Consideremos el suceso

A:{ méx Ynzx}.

0<n<N

Aplicando el teorema del muestreo opcional a la submartingala {Y,,} y al
tiempo de parada 7 = inf{n > 0: Y,, > A} A N, obtenemos

EYN>EY, =E1,Y, + E1AY, > AP(A) + E1x:Yy,
dado que si w € A, tenemos Y, > A. Entonces
AP(A) < E1.Yy <E1,Yy <EY},
lo que concluye la demostracion. O

Como caso particular de la desigualdad maximal ([@.23]) obtenemos la
desigualdad de Kolmogorov (9.24)).

Corolario 9.1. Sean X, ..., Xy variables aleatorias independientes, que
verifican EX,, = 0, EX? < oo, para cadan =0,...,N. Sea S, = Xy +
4+ X, (n=0,...,N). Para todo \ > 0, se verifica la desigualdad

P( méx [S,| > A) %ZEXQ (9.24)

0<n<N
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Es interesante destacar que si N = 0 en (9.24]) obtenemos la desigual-
dad de Chebishev (£.21]), siendo entonces la desigualdad de Kolmogorov
una generalizacion de la desigualdad de Chebishev.

Demostracion. Como EX,, = 0 (n = 0,...,N), aplicando la férmula
([ETIJ) obtenemos E S% = var Sy = 3. E X?2. Segtin vimos en el ejem-
plo[@.T3] (a) la sucesién {S?} es una submartingala, y aplicando el teorema
0.4] obtenemos

1
P< méx [S,| > A) :P( méx §? > >\2> < ZES2,
0<n<N 0<n<N " A2
lo que concluye la demostracién. O

9.5. Convergencia de martingalas

Al igual que en la secciones anteriores, suponemos dada una sucesion
Xo, X1, ... de variables aleatorias, cuyas propiedades especificamos cuan-
do es necesario, y designamos F,, = (Xo,..., X,) (n=0,1,...).

Teorema 9.5 (Convergencia de submartingalas de Doob).
Consideremos una submartingala {Y,} adaptada a {F,}, que verifica la
condicion sup,, E|Y,| < C, donde C' es una constante. Entonces, eziste el
limite casi sequro lim,, Y,, =Y c.s., y se verifica E|Y| < C.

La demostracion de este teorema se basa en la desigualdad de cruces,
también debida a Doob, que controla la oscilacién de una submartingala.
Consideremos dos reales a < b, y definamos las variables aleatorias

auxiliares:
1, si Xy <a,
Po =
0, en otro caso,
1, si¢g,1=0y X, <a,
=11 sig,1=1yX,<b,
0, en otro caso,
paran = 1,..., N. En la figura se indican los valores que toma esta

sucesion para una trayectoria.
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A
[BPA
1 \'1

1 2 3 4 5 -+ N

Y

Figura 9.1: Se indica ¢; = 1, ¢y = 1,03 = 0,4 = 0, b5 = 1.

Definimos la cantidad de cruces del intervalo [a, b] hasta N, que desig-
namos Uy (a, b), mediante

N-1
UN(CL, b) = Z 1{¢n_¢n+1:1} (925)
n=0
que cuenta la cantidad de veces que cruzamos, en forma ascendente, el
intervalo [a, b], es decir, la cantidad de veces que la sucesién ¢y, ..., dyx
pasa de 1 a 0.

Lema 9.1 (Desigualdad de cruces). Consideremos las variables aleatorias
Yo, ..., YN adaptadas a Fy, ..., Fy, y dos reales a < b. Supongamos que
se verifica la propiedad de submartingala

E(Y,1|F) > Y, (n=0,...,N—1).

Entonces, se verifica

EUN(CL, b) <

donde Uy (a,b) estd definido en (9.23]).

Demostracién. Consideremos las variables aleatorias Z, = (Y,, — a)".Ob-
servemos que para cadan =0,..., N — 1 se verifica Z,11(¢, — ppnr1) # 0
solamente cuando ¢, — ¢,.1 = 1, porque si ¢, — ¢, 1 = —1 tenemos
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Gn =0y ¢py1 =1, por lo que Z,,1 = 0. Ademas, si Z,1(¢, — ¢ns1) # 0
se tiene 7,1 > b — a. Consideremos

N-1 N-1

Y ulZnsa = Z0) = oxn = 020 = Y Zus1(dns1 — dn) (9.26)
n=0

n=0

=

NZN + Zps1(pn, — Ops1)

n

N-1
Z Z Z”+11{¢n_¢n+1:1}
n=0

l
-

Il
o

N—1
> (b—a) Z Lign—nire1) = (b — a)Un(a,b). (9.27)
n=0

(La igualdad (9.26]) es la férmula de sumacién por partes de Abel.) Las
variables aleatorias Zj, ..., Zxy verifican la propiedad de submartingala,
como vimos en el ejemplo (b). Como ademas, cada variable aleatoria
¢n, depende del vector F,,, aplicando la férmula de la esperanza total (0.9])
y la propiedad  para cada n =0,..., N — 1, tenemos

Tomando entonces esperanza en los extremos de las desigualdades (@.26+

[0.27)) obtenemos

P

(b—a)EUx(a,b) < S E(Zuis — Z,) = E Zy = B(Yy — a)™,

N
Il
o

lo que concluye la demostracién. O

Para continuar la demostracion del teorema utilizamos el siguiente
resultado.

Lema 9.2. Consideremos una sucesion Yy, Y1, ... de variables aleatorias,
tales que para cada par de nimeros racionales a < b y para cada N natural,
se verifica EUy(a,b) < Ky, donde Ky, es una constante independiente
de N. Entonces, existe Y = lim, Y, c.s.
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Demostracion. Dados a < b racionales, consideremos el suceso
D, = {liminf Y, <a < b <limsupV,}
n—00 n—o00
= {U,(a,b) = oo (n — 00)},
que verifica

{w: lim Y, (w) no existe} = U {Dg: a < bracionales}. (9.28)

Aplicando la desigualdad de Chebishev (£21]) para N y L arbitrarios,

tenemos

P (D) =P (Uy(a,b) — 00) <P (Un(a,b) > L)
< %EUN(a,b) < f%" S0 (L - o),

Entonces se verifica P (Dy,) = 0, y como la suma de sucesos en (0.28)
es numerable, tenemos P(w: lim, Y, (w) no existe) = 0, concluyendo que
existe Y (w) = lim,, Y,,(w) casi seguramente. O

Demostracion del teoremal[2.3. De la aplicacién de los lemas 0.1 y [9.2] ob-
tenemos la existencia de Y = lim, Y, c.s. Aplicando el lema de Fatou
obtenemos E |Y| = Elim,, |Y,| < liminf,, E|Y,,| < C, concluyendo la de-
mostracién del teorema. O

Observemos que la convergencia en media de una submartingala exige
hipétesis adicionales, como se ve a continuacién.

Ejemplo 9.17. Consideremos los productos de variables aleatorias inde-
pendientes {P,} del ejemplo 0.1 donde suponemos ademds que P(X,, =
0)=PX,=2)=1/2(n=1,2,...). Como EX,, =1 la sucesiéon {P,}
es una martingala, que verifica sup,, E|P,| = 1. Aplicando el teorema [9.5]
obtenemos que existe la variable aleatoria P = lim,, P,, c.s. En este caso
particular podemos conocer la distribucién de la variable aleatoria P. En
efecto,

P(P>0)=P(P,=2paratodok=1,2...)
= lim P(P,=2parak=1,...,n)= lim 27" = 0.
n—oo

n— o0

Es decir, la variable aleatoria P tiene distribucién degenerada, con P(P =
0) = 1. Por ésto, E|P, — P| = E P, = 1 y no hay convergencia en media.
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Para estudiar la convergencia en media introducimos el siguiente con-
cepto.

Definicién 9.5 (Integrabilidad uniforme). Decimos que una sucesion de
variables aleatorias Yy, Y1, ... es uniformemente integrable, si

Aim sup B 1y, >y [Ya] = 0.

Es inmediato verificar que si Yp, Y7,... es uniformemente integrable,
entonces sup,, E|Y,,| < co. En efecto, dado € = 1 existe Hy, tal que se
verifica E 1y, |>u0}|Yn| < 1 para todo n, por lo que

supE |Yn| S H() + supE1{|yn‘>HO}|Yn| S HQ + 1.

(El reciproco de este resultado no es cierto.)

Ejemplo 9.18. Consideremos una sucesién {Y,,} de variables aleatorias y
otra variable aleatoria Y > 0 con esperanza EY, tales que se verifica
V.| <Y (n=0,1,...). Entonces

Elgyv,>mlYal < Eyomy Y. (9.29)

Como la acotacién que obtenemos en (9.29) no depende del valor de n, y
converge a cero si H — 00, resulta que la sucesién {Y;,} es uniformemente
integrable.

Concluimos el estudio de la convergencia de submartingalas con el
siguiente resultado.

Teorema 9.6. Una submartingala {Y,} uniformemente integrable con-
verge casi sequramente y en media. Es decir

(a) Eziste Y =lim, Y, c.s.
(b) Se wverifica E|Y, — Y| — 0, si n — oo.

Demostracién. Como la sucesién {Y,} es uniformemente integrable, exis-
te una constante C' tal que sup, E|Y,,| < C. Aplicando el teorema 0.5
obtenemos que existe Y = lim, Y, ¢.s. y que se verifica E|Y| < C.

Veamos (b). Sea € > 0 arbitrario. Como existe EY y la sucesién {Y,,}
es uniformemente integrable, existe H tal que

SlipEl{mL‘>H}|Yn| < 8/3, E 1{|y|>H}|Y| < 8/3. (9.30)
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Consideremos la funcién
hy) = —Hly< my +yl-ney<my + Hlgncy,
que es continua, verifica |h(y)| < H, y ademds
ly = h(W)] < lygyzmy- (9.31)
Para todo n suficientemente grande tenemos
E|n(Y,) —h(Y)| <e/3, (9.32)

dado que h(Y,) —h(Y) = 0 (n = 00) c.s., vy |h(Y,) — h(Y)| < 2H (n =
1,2,...). Podemos ahora concluir que, si n es suficientemente grande,
tenemos

E|Y, —Y|<EY, - h(Y,)|+E|h(Y,) —h(Y)|+EY —h(Y)| <k,
en vista de (@.31)), ([@.30), y (@.32)). Hemos demostrado el teorema. O

Observemos que en la demostracién de la condicién (b) no se utilizé la
propiedad de submartingala.

9.6. Ley fuerte de los grandes ntimeros

Dedicamos esta seccién a demostrar el siguiente resultado, obtenido
por Kolmogorov.

Teorema 9.7 (Ley fuerte de los grandes nimeros).

Consideremos una sucesion Xy, Xa,... de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, y tales que existe la esperanza E X, =
a. Entonces, tiene lugar la convergencia

1 n
- E X, —a c.s.
n

k=1

Demostracion. Designemos S, = X1 +---+ X, (n=1,2,...). La igual-
dad (O.8)) del ejemplo es la propiedad de martingala, con el tiempo
invertido. En efecto, designando Y,, = Sy_,,/(N —n) (n =0,...,N —1)
y F, = (Sn_n,...,SnN), se verifica

E(Y,|F) =Y, (n=0,...,N—2).
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Estamos entonces en condiciones de aplicar el lema de cruces Si
Vn_1(a,b) designa la cantidad de cruces ascendentes de Y7,...,Yy_; del
intervalo [a,b], tenemos EVy_1(a,b) < E(Yy_1 —a)*/(b—a) = E(X; —
a)t/(b—a). Consideremos ahora los cruces ascendentes Uy (a, b) del vector
aleatorio (S1,52/2,...,Sy/N) para el mismo intervalo [a,b]. Como este
vector se obtiene a partir de Yy, ..., Yy_1 invirtiendo el tiempo, tenemos
Un(a,b) < Vy_1(a,b) + 2. Entonces,
EUy(a,b) <2+ BV 1(a,b) <2+ ﬁ E(Yy — a)*
:2+LE(X1—CL)+ §2+M
b—a b—a

Estamos entonces en condiciones de aplicar el lema 0.2 de donde resul-
ta que existe lim,, S, /n casi seguramente. Para concluir la demostracién

aplicamos el teorema [0.0] de donde obtenemos que S, /n 2 4. Como la
convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad, y el limi-
te en probabilidad es tinico, hemos concluido la demostracion. O

9.7. Ejercicios

En los ejercicios suponemos dada una sucesion Xy, Xi,... de varia-
bles aleatorias, cuyas propiedades especificamos cuando es necesario; y
consideramos la sucesién de vectores aleatorios F,, = (Xo,...,X,) (n =
0,1,...).

1. Consideremos una variable aleatoria X con distribucién discreta, que
toma los valores x1, x5 ...; y otra variable aleatoria Y con esperanza EY .
Demostrar que la funcién g(z) definida para los valores © = z, (k =
1,2,...) mediante

- _EYli,
9(x) PX = 1) {X=x)

verifica la propiedad (O.1]).

2. Varianza condicional. Consideremos una variable aleatoria X, y otra
variable aleatoria Y con varianza var Y. Definimos la varianza condicional
de Y dada X, que designamos var(Y | X), mediante

var(Y|X)=E (Y —EY)*| X).
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(a) Demostrar la férmula varY = var E(Y | X) + Evar(Y | X). (b) Con-
sideremos la suma de una cantidad aleatoria de sumandos (0.10) del ejem-
plo @10, donde suponemos ademdas que existe var X;. Demostrar que
var S = a’var N + E N var X;.

3. Sean X,Y variables aleatorias independientes, con esperanza nula,
cada una de las cuales tiene distribucién normal. (a) Demostrar que

E(X-Y)|X*+Y?)=E((X -Y)’|X*Y?) = X*>+Y>

(b) ;Es vélido el mismo resultado cuando las variables X e Y son inde-
pendientes, simétricas, y tienen densidad?

4. Consideremos un vector aleatorio F' = (X,...,X,,), y una variable
aleatoria Y con esperanza EY. Escribir férmulas anédlogas a (0.4)) y (Q.5]),
en los casos en los que el vector aleatorio (X1, ..., X,,,Y) tiene distribucién
discreta o absolutamente continua.

5. La esperanza condicional permite definir cadenas de Markov en espa-
cios de estados no necesariamente numerables. Consideremos una sucesion
{X,} de variables aleatorias, que verifica

P(Xoi1 €1 X0, ..., Xo) = P(Xpi1 € I|X,), (9.33)

paratodon = 1,2,..., y todo intervalo I = [a, b]. Demostrar que si las va-
riables aleatorias {X,,} toman valores en un conjunto I finito o numerable,
la definicién ([0.33)) es equivalente a la defincién B] (a).

6. Consideremos variables aleatorias X, Y, tales que existe EY. Demos-
trar la desigualdad E|E(Y | X)| < E|Y], de dos formas: (a) sin utilizar
la desigualdad de Jensen; (b) utilizandola.

7. (a) Demostrar la desigualdad de Jensen (9.I7]). (b) Obtener, a partir
de la desigualdad de Jensen, la desigualdad de Lyapunov: Dada una va-
riable aleatoria X con momento absoluto ., = E|X]|" finito, se verifica

B < B si0< s <7

8. Funcion caracteristica de una variable de Poisson compuesta. Consi-
deremos una sucesion N, X1, X5, ... de variables aleatorias independien-
tes, tales que X7, Xo,... son idénticamente distribuidas, la variable alea-
toria N tiene distribucion de Poisson con parametro A > 0. Demostrar
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que la funcién caracteristica de la variable aleatoria S = Z]kvz1 X, =
X1+ -+ Xy, estd dada por

f(t) =E" =exp {AE(e"™* — 1)}
9. Definicidn de martingala. Verificar que las propiedades (O.16) y (9.17)

son equivalentes, para los indices m,n considerados. Demostrar que si
{Y,} es martingala, se verifica EY,, = EY, (n =0,1,...); que si {Y,,} es

submartingala, se verifica EY,, < EY,,; (n = 0,1,...); que si {Y,} es
supermartingala, se verifica EY,, > EY,;; (n=0,1,...)
10. Consideremos una sucesion Xy, X1, ... de variables aleatorias que ve-

rifican EX,, =0 (n=0,1,...), y tales que existe Eexp X,, (n =0,1,...).
(a) Demostrar que la sucesién {exp(Xo+---+X,,)} es una submartingala.
(b) Encontrar constantes a,, tales que {exp(Xo+---+ X,, — a,,)} sea una
martingala.

11. Descomposicion de Doob. Sea Yy, Y7, ... una submartingala adaptada
a {F,}. (a) Demostrar que

M,=Yo+Y (Vi —EYi|F1) (n=12,...)
k=1

es una martingala, y que la sucesion A,, =Y, — M,, (n =1,2,...) verifica
0 <A <Ay, <..., siendo la variable A, funcién del vector F,,_; (n =
2,3,...). La sucesién {A,} se llama compensador de {Y, }.

(b) Calcular el compensador de {S?}, donde Sy = 0, S, = X; + -+ +
X, (n=1,2,...),cuando X, Xy, ... son variables aleatorias independien-
tes, con esperanzas nulas, y tales que existe EX%, paratodon =1,2,....

12. Sea Xy, X,,... una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con densidad p(x). Consideremos una funcién
h(x) que verifica

/ h(z + y)p(y)dy = h(x) para todo x real. (9.34)

Definamos Sy = Xg =2y S, =2+ X1+ -+ X, (n =1,2,...) Demostrar
(suponiendo que existen {E h(S,)}) que {h(S,)} es una martingala. La
identidad ([@.34) se llama ecuacion de Wiener—Hopf.
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13. Sean 7 y o tiempos de parada con respecto de {F,}; N un natu-
ral positivo. Determinar si son tiempos de parada las variables aleatorias
siguientes: (a) 7+ N; (b) 7 — N; (¢) méx(7,0); (d) min(7,0); (e) 7 + 0.

14. Demostrar la siguiente variante del teorema del muestreo opcional:
Sea Xy, X1,... una martingala adaptada a {F,}. Sean o y 7 tiempos de
parada tales que se verifica 0 < 0 < 7 < N, con N un natural fijo. Se
verifica: (a) E(X,|F,) =X,; (b) EXo=EX,=EX, =EXy.

15. Desigualdades mazimales. Sea {Y,} una submartingala. Para todo
A > 0 valen la desigualdades:

a) A\P( min ¥, <-)\) <EYy - EY,.
N

0<n<N

(b) >\P< méx [V,| > >\> <3 mix E|Y,].
0<n<N 0<n<N

16. Desigualdad mazimal para supermartingalas. Demostrar que si {Y,,}
es una supermartingala, vale la desigualdad (b) en el ejercicio anterior.

17. (a) Demostrar que si Yy, Y7,... es una supermartingala no negativa
(es decir, Y,, >0 (n=0,1,...)), entonces existe su limite casi seguro. (b)
. Existe el limite en media?

18. Consideremos una variable aleatoria Z con esperanza E Z y definamos
Y, =E(Z|F,) (n=0,1,...). Demostrar que {Y,,} es una martingala, que
converge casi seguramente, y en media.

19. Integrabilidad Uniforme. Consideremos una sucesion Yy, Yy, ... de va-
riables aleatorias.

(a) Se sabe que si la sucesién {Y,,} es uniformemente integrable, entonces
sup,, E|Y,| < co. (El reciproco es cierto?.

(b) Supongamos que Y,, =Y (n =0,1,...). Verificar que {Y,,} es unifor-
memente integrable si y solo si existe EY'.

(c) Sabemos que si existe una variable aleatoria nonegativa Y, con EY <
00, y tal que |Y,| <Y para todo n, la sucesién {Y,,} es uniformemente
integrable. ; El reciproco es cierto?

(d) Supongamos que sup, E |Y,|'*° < L, donde § > 0 y L son constantes.
Demostrar que la sucesion {Y,,} es uniformemente integrable. ;Es cierto
el reciproco de esta proposicion?
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(e) Criterio de La Vallée Pussin: Si existe una funcion ®: [0, c0) — [0, 00)
mondtona creciente, tal que lim, . ®(x)/z = oo, y sup,, E ®(|Y,]) < oo,
entonces, la sucesiéon {Y,,} es uniformemente integrable. (El reciproco de
esta proposicién es ciertd]: dada {Y,,} uniformemente integrable, existe
una tal funcién ®.)

20. Consideremos el espacio de sucesos elementales Q = (0, 1], la o—dlge-
bra de Borel B, junto con P la medida de Lebesgue en 2. Sea Z una
variable aleatoria con esperanza matematica definida en este espacio de

probabilidad. Para cada n =0, 1,... introducimos la variable aleatoria
on_1
Xp(w) = Z kliko—ncw<(kr1)2-n1,
k=0

y los vectores F,, = (Xo,...,X,) (n =0,1,...). Calcular Y,, = E(Z | F},)
para n = 0,1,.... (a) jExiste el limite casi seguro de {Y,}7; (b) ;v el
limite en media?

21. Consideremos una sucesion X1, Xo, ..., de variables aleatorias inde-
pendientes dos a dos, y que verifican la siguiente propiedad:

Para cadan = 1,2,..., y para cada j,k = 1,...,n, la distribucion del
vector aleatorio (Xi,..., X, ..., X}, ..., X,) coindice con la del vector
aleatorio (X1,..., Xk, ..., Xj, ..., Xp).

(a) Demostrar que la sucesion { X, } esta formada por variables aleatorias
idénticamente distribuidas. (b) Si existe E X; = a, demostrar

1 n
— ZXk —a c.s.,
(L

es decir, se verifica la ley fuerte de los grandes nimeros.

"Ver Dellacherie, C; Meyer, P.A. Probabilities and potential. North Holland: Ams-
terdam New York, 1978.






Capitulo 10

Proceso de Poisson y proceso
de Wiener

En este capitulo estudiamos procesos aleatorios con tiempo continuo,
es decir, familias de variables aleatorias {X;} definidas en un espacio de
probabilidad comin (2, A4, P), cuyo indice ¢, el tiempo, toma valores en el
conjunto [0,00) o en un intervalo [0, 7], donde 7" > 0. Una manera alter-
nativa de ver un proceso aleatorio con tiempo continuo, es considerar fijo
cada punto w del espacio de sucesos elementales €2, obteniéndose una fun-
cién X;(w) al variar t. Cada una de estas funciones es una trayectoria del
proceso aleatorio. Decimos que un proceso aleatorio tiene trayectorias con-
tinuas, cuando estas funciones son continuas para todo w, con excepcion
de un conjunto de probabilidad nula. Decimos que un proceso aleatorio
{X:} parte del origen, cunando P(X, = 0) = 1. A lo largo de este capitulo,
por simplicidad, consderamos tinicamente procesos que parten del origen.

Decimos que un proceso aleatorio { X;} tiene incrementos independien-
tes, cuando para cualquier eleccién de indices 0 < 51 < t] < 89 < 1y <
.- < 8, < t,, las variables aleatorias

Xy — Xy, Xy, — Xoyy oo, Xy, — X,

son mutuamente independientes. Decimos que un proceso aleatorio {X;}
tiene incrementos estacionarios (o también incrementos homogéneos en el
tiempo), cuando para dos tiempos 0 < t < ¢+ h arbitrarios, la distribucién
de la variable aleatoria X;,, — X; no depende de t. Como el proceso
parte del origen, la distribucion de las variables aleatorias X;,, — X; y X},
coinciden.

237
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En el presente capitulo consideramos el proceso de Poisson y el proceso
de Wiener, ejemplos basicos de procesos con incrementos independientes
y estacionarios, también denominados procesos de Lévy@.

10.1. Proceso de Poisson. Definiciéon y ca-
racterizaciones

El proceso de Poisson es el ejemplo mas sencillo de un proceso con
incrementos independientes y estacionarios. Consideremos una sucesién
Ty,T5, ... de variables aleatorias estrictamente positivas, definidas en un
espacio de probabilidad (2, A, P). Si la variable aleatoria Ty, (k =1,2,...)
representa la duracién de un cierto evento en una serie de eventos conse-
cutivos, entonces, las variables aleatorias

Sp=Ty+-+T, (n=1,2,...), So=0 (10.1)

representan el tiempo total transcurrido hasta la finalizacién del n—ésimo
evento. El proceso aleatorio {/V;} definido mediante

Ny =méx{n >0: 5, <t} (t>0), (10.2)

se denomina proceso de conteo, ya que la variable aleatoria N, cuenta
la cantidad de eventos ocurridos hasta el instante t. Observemos que las
trayectorias de un proceso de conteo son no decrecientes, constantes en
intervalos, toman Unicamente valores naturales, y presentan discontinui-
dades con saltos de amplitud uno en cada uno de los instantes ¢t = .S,,.
Siempre suponemos que N; — 0o (t — 00) c.s.

Definicién 10.1 (Proceso de Poisson). El proceso de conteo {N,} dado
en ([I0:2) es un proceso de Poisson de pardmetro a > 0, cuando {T,} es
una sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente distri-
buidas, con distribucion exponencial de pardmetro a.

!Un tratamiento general de los procesos de Lévy puede verse en: J. Bertoin, Léuvy
Processes, Cambridge University Press: Cambridge 1996; K. Sato, Lévy processes and
infinitely divisible distributions. Cambridge University Press: Cambridge, 1999. A. Ky-
prianou, Introductory lectures on fluctuations of Lévy processes with applications. Sprin-
ger: Berlin, 2006.
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Una variable aleatoria T' con distribucion exponencial de parametro
a > 0 tiene densidad p(t) = ae™ (t > 0), p(t) =0 (¢t < 0) (ejemplo B.J).
Veamos otra caracterizacion de su distribucién.

Lema 10.1 (Exponencial). (a) Consideremos una funcion G: [0,00) —
[0,00) no creciente, no constante, que verifica G(0) = 1, tal que existe t
con G(t) > 0, y que verifica

G(t+ h) = G(t)G(h) para todo t > 0, h > 0. (10.3)

Entonces, existe o > 0 tal que G(t) = e " (t > 0).
(b) Una variable aleatoria T > 0 tiene distribucion exponencial si y solo
st para todo t > 0, h > 0, verifica

P(T >t+h|T>t)=P(T > h). (10.4)
La propiedad (I0.4) se denomina pérdida de memoria.

Demostracion. (a) Supongamos que G(1) > 0 (si se trata de otro punto, la
demostracion se adapta sin dificultad). Consideremos un ntimero racional
t =p/q > 0 (p,q naturales). Aplicando ¢ veces la propiedad (I0.3]), tene-
mos G(1) = G(q/q) = G(1/q)?. Aplicando p veces la misma propiedad,
obtenemos

G(t) = G(p/q) = G(1/q)" = G(1)/* = G(1)".

Sabemos que 0 < G(1) < 1. Si G(1) = 1, como la funcién es monétona
(no creciente), obtenemos que es constante; luego @« = —InG(1) > 0, y se
verifica G(t) = e~* para todo t > 0 racional. La propiedad de monotonia
permite obtener que G(t) = e~ para todo real ¢ > 0, concluyendo la
demostracién de (a).

Veamos (b). Si una variable aleatoria T" tiene distribucién exponencial,
la férmula (I0.4]) es inmediata. Por otra parte, si una variable aleatoria
verifica (I0.4]), la funcién G(t) = P(T > t) verifica (I0.3) y las demés
hipétesis de la parte (a), concluyendo que existe a > 0 tal que G(t) =
e " (t > 0). Esto equivale a decir que T tiene distribucién exponencial.
U

Volvamos al proceso de Poisson. Es claro que del conocimiento de una
de las familias de variables aleatorias {7},}, {S,}, 6 {IV;}, se determinan
completamente las otras dos. Comenzamos estudiando la relacion entre

{Tn} vy {Sa}-
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Proposicion 10.1. Las variables aleatorias Ty, ..., T, son independientes
e tdénticamente distributdas, con distribucion exponencial de pardametro

a > 0, siy solo si el vector aleatorio (Si,...,S,), definido en (I0.T]),
tiene densidad dada por

Ne—Qsn ) Ce
p(sl,...,sn):{ae , s10<s < < Sp, (10.5)
0, en otro caso.
Demostracion. Supongamos primero que 17, ...,7, son variables aleato-
rias independientes, con distribucién comun exponencial de parametro
a > 0. Esto equivale a decir que el vector aleatorio (Ti,...,T,) tiene
densidad r(tq,...,t,) = a™exp (—a(t1+- . -+tn)), sity, >0(k=1,...,n),
r(t1,...,t,) = 0 en otro caso (proposicion B.3). Sean ay,...,a, reales

positivos arbitrarios. Tenemos

P(Sl §a1,...,Sn San) :P(Tl Sal,...,T1+"'+Tn §an)
— / ane—a(tl-l-----i—tn)dtl . dtn
{t1<ai,...ti++tn<an}

al an
n_—aoas
:/ / Liocs <ocsy@e *mdsy - - - dsp,
0 0

donde en la primer integral mﬁltipl&ﬁ hicimos el cambio de variables s; =

ti,...,8, = t; +---+t,. Las condiciones que definen los respectivos do-
minios de integracién verifican {t; < ay,...,t1 + - +t, < a,} = {51 <
Aty ..oy Sy < apty{t1 >0,...,t, >0} ={0 <51 < -+ < s}, el jaco-

biano del cambio de variable es igual a uno. La identidad obtenida indica
que la densidad del vector (S, ...,S,) es la dada en (I0.5), de acuerdo a
B.18).

Veamos el reciproco. Supongamos que el vector aleatorio (Si,...,S,)
tiene densidad dada por (I0.5]), y sean by, ..., b, reales arbitrarios. Tene-
mos

P(Tlgbl,.. T<b Sl<b1,52 Slgbg...,Sn—Sn_lgbn>
by 31+b2 Sn—1+bn
/ dsy / / ae **ds,
Sn—1
_abl . (1 _ 6—abn>’

2Abreviamos [ - -- fooo 1pf(ty, ... tn)dty---dt, por [5 f(tr, ... ty)dts---dty,
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donde, para obtener la tltima igualdad, calculamos la integral iterada. De
aqui, tomando b; — oo (j # k,j7 = 1,...,n) resulta que P(T} < b;) =
1 —e % (k =1,...,n), y las variables aleatorias tienen distribucién
exponencial de parametro «. Entonces, se verifica también la propiedad
([B:24)) que define su independencia. Esto concluye la demostracién. O

Antes de seguir es 1til calcular la siguiente integral multiple. Conside-
rando dos reales 0 < a < b, tenemos

b Sn 52 b _ n
/ d81"'d8n:/ dsn/ dsn_l.../ d81 = %’
{a<s1<-<sp<b} a a a n:

(10.6)
donde calculamos, una a una, las n integrales simples que componen la
integral iterada. El mismo resultado se obtiene también, observando que
la integral multiple en (I0.0]) es la n!-ésima parte del hipercubo [a, b]" en
R™.

La proposicion [[0.Jlnos permite obtener la distribucién de las variables
aleatorias S, (n =1,2,...) y N; (t > 0), en un proceso de Poisson.

Corolario 10.1. Consideremos un proceso de Poisson {N;} de pardmetro
a > 0.

(a) Para cadan =1,2,... la variable aleatoria S, = Ty + - -+ + T, tiene
densidad dada por

xn—l
— n —Qox 1 .
(o) = " e (o> 0) (10.7)
q(x) =0 (x <0), y funcion de distribucion dada por
_ o (ax)? (ax)"
Fle)=1—e (14+ar+ 4+ (n—1)!>’ (10.8)

denominada distribucién de Erlang de pardmetros (a,n).
(b) Para cadat > 0 la variable aleatoria Ny tiene distribucion de Poisson
de pardametro at, es decir

P(N;=n)=¢e *(at)"/n! (n=0,1,...).

Observacion. La distribucién de Erlang con pardmetros (o, n) es un caso
particular de la distribucién Gama con parametros (a, A) (introducida en
el ejemplo B.12), cuando el que el pardmetro A toma valores naturales y
positivos.
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Demostracion. (a) Utilizando la formula (I0.5), tenemos

t Sn S92
P(S, <t)= / e~ ¥ [/ dSy_1 -+ / dsl] ds,,
0 0 0

t n—1
sy
= e M1 dsn,
e

donde en la integral multiple (n — 1)—dimensional entre paréntesis rectos
utilizamos el célculo en (I0.6]). Esto demuestra (10.7]).

Una demostracién alternativa de (a) se basa en el teorema [6.2] de uni-
cidad de la funcion caracteristica. Por un lado tenemos

Eemsn _ Eezu (T1+-+Tn) HEewTk — (a fZIu)n, (109)

donde utilizamos la independencia y la férmula de la funcién caracteristica
de una variable aleatoria con distribucién exponencial, calculada en el
ejemplo Por otra parte, mediante el cambio de variable y = (o —ipu)x,
obtenemos

00 n—1 o0 n—1
E eiuSn _ / 6zuxane—ax x dr — Oén/ e—(a—iu)x xr dr
0 (n—1)! 0 (n—1)!

([ yyid - (=) 10.10
<a—z'/,z> /0 c (n—1)! 4 a—ip/ (10.10)
donde la dltima integral se calcula a partir de la funcién Gama (ver ejem-

plo B12). En conclusién, la igualdad de resultados en (I0.9) y (I0.10)
nos permite concluir la férmula de la densidad (I0.7). Para verificar la

férmula (I0.8), la derivamos con respecto de x, obteniendo la férmula de

la densidad (I0.7).

Veamos (b). Tenemos la igualdad de sucesos {N; = n} = {5, <t <
Spi1}. Como las variables aleatorias S,, y 1,11 son independientes, utili-
zando la férmula de la densidad (I0.7), tenemos

P(N,=n)=P(S, <t < S, +Th1)
t Sn 1 e’}
= / ae” Y ——— ds/ ae” “du
0 (TL - 1) t—s

t gn—1
:/ oz"(ie_atds =e “(at)"/n!,
0

n—1)!

concluyendo la demostracion. O
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Consideremos un proceso de Poisson {N;}. Queremos ahora calcular,
dados indices arbitrarios 0 < t; < --- < tg, la distribuciéon del vector
aleatorio (N, ..., Ny, ), que denominamos distribucion finito—dimensio-
nal de proceso aleatorio. Como la distribucion de este vector es discreta
(v el proceso tiene trayectorias no decrecientes), es claro que es suficiente
determinar, dados naturales arbitrarios 0 = mg < m; < --- < my, la
probabilidad

P(Nt1 = ml,Nt2 = mMa, .. .,Ntk = mk)
= P(Ntl = nl,NtQ — Ntl = Ng, .. .,Ntk — Ntk,1 = nk),

donde designamos n; = m;—m;_; (j = 1,..., k). Para calcular esta tltima
probabilidad demostramos que los incrementos de un proceso de Poisson
son independientes y estacionarios, y calculamos su distribucion.

Teorema 10.1. Un proceso de conteo {N;} es un proceso de Poisson de
parametro o > 0, si y solo si se verifican las siguientes propiedades:

(a) Dados k > 1, tiempos 0 = tog < t; < --- <ty y naturales nq, ..., ng,
todos arbitrarios, se verifica

k
P(Ny, = n1,..., Ny, — Ny, =) = [[ PNy, = Ny, =),

=1
(b) Dados tiempos 0 < t <t + h arbitrarios, se verifica
P(Nyyn — Ny =n) =e " (ah)"/n! (n=0,1,...).

Observacidon. La propiedad (a) es equivalente a la independencia de incre-
mentos, como resulta de la aplicacién de la proposiciéon 3.2

Demostracion. Designemos m; = ny +---+n; (j = 1,...,k). De las
proposiciones (a) y (b), obtenemos la propiedad

nj

P <ﬁ {th - th—l = nﬂ}) - f[ e_a(tj_tj_l) (a(tj — tj_1>) ' (10'11)

j=1 j=1

Veamos también que esta propiedad implica (a) y (b). Tomando en (I0.1T])
k =2, ylosvalores t|; = t, to = t+h, ny = n, y sumando paran; = 0,1, ...,
obtenemos la férmula en (b); que sustituida en (I0.IT]) nos permite obtener
(a). Hemos entonces demostrado que (a) y (b) son equivalentes a (I0.1T]).
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Supongamos ahora que {N;} es un proceso de Poisson de pardametro
a > 0, y verifiquemos ([I[0.I1). Tenemos que calcular la probabilidad del
SuCceso

k k k
A= ﬂ {th - Ny, = nj} - ﬂ {th - mj} - ﬂ {Smj <t < Smj+1}'
j=1 j=1 j=1

El cdlculo es similar al de la demostraciéon de (b) en el corolario [0l Si
designamos B; = {tj—1 < Spm,_ 141 < -++ < Sy, < tj} (j =1,...,k),
tenemos A = {(S1,...,Sm,) € N5_ B} N {tx < Sm, + Trn,41} y podemos,
como las variables aleatorias S,,, y T;,,+1 son independientes, calcular la
probabilidad

=],

j=17-7J

o0

q(S1, .-, Smy)dsy -+ - dsp, / ae” “du

tk—smk
k n;

— oMot / dsy---ds,, = He_a(tj_tj_l) (a(t; —tj-1))
nk_, B, * 7

j=1"J j=1

donde q(s1,...,Sm,) es la densidad del vector (Si,...,Sn, ), v la dltima
integral es el producto de k integrales (en los conjuntos B;, j=1,...,k)
cada una de las cuales se calcula mediante la férmula (I0.6]). Esto concluye
la demostracion de la primera parte.

Veamos la demostracién del reciproco, suponiendo que un proceso de
conteo {V;} verifica (I0.I11]). Consideremos los puntos 0 < r; <t} < --- <
rp < tn, y los intervalos I; = (r;,t;] (j =1,...,n). Tenemos

P(’l“l <51 Stl,...,’f’n<5n§tn)
=P(N,, =0,N,—-N,,=1,....N.. — N, ., =0,N, —N,, >1)

_ Oén_l(tl _ 7,1) . (tn—l — Tn—l) (1 — e_a(tn—rn))e_am

= / p(S1, ...y Sp)dsy - dsy. (10.12)
I X X1y

donde p(s1,...,$,) es la densidad dada en (I0.5), y la ultima igualdad se
obtiene calculando la integral multiple. Esta igualdad implica la validez de
(BI8) para la densidad del vector (S, ..., S,). En vista de la proposicién
[M0.1l como n es arbitrario, concluimos la demostracién. O
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Veremos a continuacién otra caracterizacién del proceso de Poisson,
que ademas de su relevancia matematica, explica porque este proceso es
adecuado para modelar la ocurrencia de eventos consecutivos en diversas
aplicaciones. Comencemos observando que un proceso de Poisson {N;}
verifica

P(Nt22):1—P(Nt_O) P(N, = 1)
—1— e —ate™ =o(t) (t—0).

Esta sencilla propiedad en un proceso de conteo con incrementos indepen-
dientes y estacionarios, lo caracteriza como un proceso de Poisson.

Teorema 10.2. Consideremos un proceso de conteo {N;}. El proceso alea-
torio { Ny} es un proceso de Poisson, si y solo si tiene incrementos inde-
pendientes y estacionarios, y verifica la propiedad:

P(N,>2) =o(t) (t—0). (10.13)

Demostracion. Hemos visto que el proceso de Poisson verifica la propiedad
(I0.13). Supongamos entonces que un proceso de conteo {V;} tiene incre-
mentos independientes y estacionarios, y verifica (I0.I3)). Segin el teorema
M0.1l dado que los incrementos son estacionarios, para obtener que {V;}
es un proceso de Poisson, es suficiente demostrar que existe o > 0 tal que
se verifica P(N; = n) = e *(at)"/n! (n = 0,1,...). Veamos primero que
existe a > 0 tal que P(N; = 0) = e~*'. En efecto, tenemos

P(Nt+s — 0) — P(Nt+s - Nt — 0, Nt — 0) — P(NS — 0) P(Nt - 0),

dado que los incrementos son independientes y estacionarios. Como la
funcién G(t) = P(N; = 0) = P(T1 > t) es no creciente, no constante
(porque G(t) — 0 sit — o0), y P(T7 > t) es positivo para algin ¢ > 0
(si P(T} > t) = 0 para todo t > 0, entonces P(T; = 0) = 1), aplicando el
lema [I0.1] obtenemos, que existe un real a > 0 tal que P(NV; = 0) = e~ .
Sabemos ademas, que

P(N,=1)=1-P(N, =0) — P(N, > 2)
=1—e*+o(t)=at+o(t) (t—0).

Consideremos ahora para cada z € (0, 1) la funcién H(t) (t > 0), definida
mediante

Ht)=EzNM =P(N,=0)+2P(N, =1) + 22P(N, =2) + - - -
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En vista de la independencia y la estacionariedad de los incrementos de
{N,}, obtenemos

H(t+s)=EZNts = ENNE 2N = H(t)H(s).

Es sencillo de ver, dado que los procesos de conteo verifican N; — oo (t —
o0) ¢.s., que la funcién H (t) verifica las hipdtesis del lema [[0.], de donde
obtenemos que para cada z existe una constante h(z), tal que se verifica

H(t) = ")t (10.14)

Determinemos ahora h(z) calculando la derivada de la funcién H(t) en el
punto ¢ = 0. Tenemos

Ht)—HO0)=e -1+ 2PN, =1) + E2V1y,59.

Como |E2M1gn,50| < P(N; > 2) = o(t), y P(N; = 1) = at + o(t), se
verifica
H(t) — H(0)
— 170 — I - _
h(z) = H'(0) = 11_1}01 ; a+ oz
Obtenemos finalmente, desarrollando la funcién e®** en serie de potencias,

la identidad

[eS) o0 Hn
EZNt — Z Zn P(Nt — n) — e—at-l—atz — Z e—at (O;l') Zn.
n=0 n=0 :

Identificando los coeficientes de igual grado en las dos series de poten-
cias, obtenemos que N; tiene distribucion de Poisson con parametro at,
concluyendo la demostracion. O

10.2. Proceso de Poisson compuesto y apli-
caciones

Consideremos una sucesion T4, 21,15, Zs,... de variables aleatorias
independientes. Supongamos que las variables aleatorias {7},} son idénti-
camente distribuidas, con distribucion exponencial de parametro a > 0, y
sea { N} el proceso de Poisson definido en (I0.2)). Por su parte, las variables
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aleatorias {Z,} son también idénticamente distribuidas. Consideremos,
para cada t > 0, la variable aleatoria

Ny
Yyt = Z Zk7
k=1

donde entendemos Y; = 0 si N; = 0, que es la suma de una cantidad alea-
toria de sumandos. El proceso aleatorio {Y;} se llama proceso de Poisson
compuesto. Sus trayectorias son constantes en los intervalos en los que
{N,} es constante, y si S,, denota el n—ésimo salto de proceso de Poisson,
la magnitud del salto de {Y;} en el instante t = S, es Z,,.

En matematica actuarial se considera el siguiente modelo para para la
evolucion del capital de una compania de seguros. Definimos, para cada
t > 0, la variable aleatoria

N
Xi=xtct—Y Z (10.15)

k=1

El proceso aleatorio {X;}, que modela el capital de la compania, se de-
nomina proceso de riesgo. El capital inicial Xg = z es un real positivo,
la constante ¢ > 0 es la tasa de pago de los seguros, es decir, suponemos
que la compania recibe un monto ch en cada intervalo de tiempo [¢,t + h].
En cada uno de los instantes S, (n = 1,2,...) esta compania debe pa-
gar un reclamo de un monto Z,, (que suponemos positivo). Es importante
entonces, conocer la magnitud

P(3t > 0: X, <0),

la probabilidad de que la compania tenga un capital “negativo”, que lla-
mamos probabilidad de ruina.

En general no es posible calcular explicitamente esta magnitud. Sin
embargo, en el caso particular en el que los reclamos {Z,,} tienen distri-
bucién exponencial, la probabilidad de ruina se calcula en forma exacta,
como vemos a continuacion.

Teorema 10.3. Consideremos el proceso de riesgo {X;} en (I0.I5]), con
reclamos {Z,} con distribucion exponencial de parametro > 0, que ve-
rifica a < ¢f. Entonces, la probabilidad de ruina estd dada por

P(3t > 0: X, <0) = —e B0/ ;5
C
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Demostracion. Como las trayectorias del proceso {X;} son crecientes en
los intervalos entre los instantes de salto, el primer ¢ tal que X; < 0 es un
instante t = S,,, es decir, un instante un salto de la trayectoria. Tenemos
entonces

P(3t>0: X;<0)=P(In>1: X5, <0). (10.16)

El valor del proceso en estos instantes, es

Xgn:flf—FCSn—iZk

k=1

=1+ (Tp— Z) =z + Uy, (10.17)

k=1

donde introdujimos la notacién U, = > 7, Vi (n = 1,2,...), y designa-
mos Vi =Ty — Z (k=1,2,...). La sucesién {U,} se denomina paseo al
azar asociado al proceso de riesgo {X;}, y en vista de (I016) y (I0.17),

tenemos

P(3t>0: X, <0)=P@En>1:2+U, <0).

Esto significa que calcular la probabilidad de ruina es equivalente a resolver
un problema de barrera para el paseo al azar asociado. Aplicando la ley
fuerte de los grandes ntumeros (teorema [9.7)), obtenemos que U,/n —
EVi=c/a—1/8>0 (n — o0) c.s. Por eso U, — o0 (n = o) c.s., y
el problema de calcular la probabilidad de ruina consiste en cuantificar la
proporcion de trayectorias del paseo al azar que alcanzan el nivel y = 0,
antes de tomar valores grandes.

No es dificil ver que las variables aleatorias ¢Ty (k = 1,2,...) tienen
distribucién exponencial de pardmetro v = a/c. Ademads, en el ejemplo
vimos, que las variables aleatorias Vj (k = 1,2,...) tienen densidad
dada por

BBy siy <O0.

By =y ;
e, siy >0,
p(y) = {B“

By 7

Consideremos ahora la funcién auxiliar

@ o—(B—a/c)z iz>0
R(z) = { #° o = (10.18)
1, six <O0.
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Veamos que para x > 0, se verifica la siguiente ecuacio'nﬁ:

-z 2 0
/ R(z +y)p(y)dy = B7 / Py dy + 7_/ e~ BN+ By gy

B+v B+
i / e~ B=@+Y) o=y 0y — T —(B-mz _
+ e Wdy = —e = R(z). (10.19
CE E - (1019
(Esta igualdad es equivalente a E R(x + V) = R(z), con = > 0.)
Consideremos los vectores aleatorios F,, = (Vi,...,V,,) (n=1,2,...),

y el tiempo de parada respecto de {F,} definido mediante
T=mf{n>0: 2+ U, <0},

y veamos que la sucesion {R(x + U,r,)} es una martingala, adaptada a
{F.,}. En efecto,

E (R(x -+ U’r/\(n—‘,—l)) ‘ Fn)

= R(z+U;)1ir<ny + Lirsny / R(z + U, +y)p(y)dy

Aqui nos hemos basado en los siguientes hechos: (a) las variables aleato-
rias R(x + Ur)1{r<n} ¥ 1{z>n} son funciones del vector aleatorio F; (b)
calculamos la tercer esperanza condicional como en el ejemplo 0.6} (c) en
el suceso {1 > n}, vale x+ U, > 0, y podemos aplicar aplicar la identidad
(I0.19) para obtener la dltima igualdad. Estamos en condiciones de apli-
car el teorema del muestreo opcional, con el tiempo de parada 7 A n.
Observando que R(x + U;)1{;<n} = 1{r<p}, tenemos

R(x) =ER(x 4+ U:pn) =P(7 <n) + ER(x + Up)lirsn). (10.20)
Como U,, — o0 (n — o0) c.s., y R(z) — 0 (x — 00), se verifica R(z +
U,) = 0 (n = 00), c.s. Obtenemos entonces E R(z+U,)1{r>ny — 0 (n —

o0), porque la funcién R(z) es acotada. Al tomar limite si n — oo en la
formula (I0.20), para = > 0, obtenemos

Rz)=P(r<o0)=P(En>1:2+U, <0).

En vista de la definicién de R(x) en (I0.I8)), esto concluye la demostracion.
U

3La ecuacién integral (I0LI9) se llama ecuacion de Wiener—Hopf, ver ejercicio 2] del
capitulo 9.
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10.3. Proceso de Wiener. Definicion y pri-
meras propiedades

En esta seccion estudiamos el proceso de Wiener, también denominado
movimiento Browniano. Este proceso aleatorio es el ejemplo basico de
diversas familias de procesos aleatorios (entre ellas: procesos de Markov y
martingalas con tiempo continuo, procesos de Lévy), y es frecuentemente
utilizado en la modelizacién matemética en las més diversas ciencias (por
ejemplo: fisica, biologia, finanzas), jugando también un importante rol en
la estadistica matematica.

Su primera denominacion se debe a las investigaciones del botanico
inglés Robert Brown, que en 1828 observé y describié el movimiento caoti-
co de una particula de polen suspendida en agua, destacando la naturaleza
fisica (y no biolégica) del movimiento observado. Luego de las contribu-
ciones de L. Bachelier (1900), quién propuso este modelo para las fluctua-
ciones de la bolsa de Paris, y de A. Einstein (1905) y M. Smoluchowski
(1906), que lo propusieron en el marco de la teoria molecular de la materia;
Norbert Wiener, en 1923, construyo el proceso aleatorio con trayectorias
continuas correspondiente a la dindmica observada, y a la definicion que
presentamos a continuacion.

Definicién 10.2. Un proceso aleatorio {W,} es un proceso de Wiener, si
se verifican las siguientes propiedades:

(a) El proceso parte del origen, es decir, P(Wy =0) = 1.

(b) Las trayectorias de {W;} son funciones continuas.

(c) El proceso aleatorio {W;} tiene incrementos independientes.
)

(d) Dados 0 <t < t+h, la variable aleatoria Wy, — Wy tiene distribu-
cion normal, con esperanza nula, y varianza var(Wyy, — Wy) = h.

Una de las caracteristicas mas interesantes del proceso de Wiener es
la naturaleza de sus trayectorias. Consideramos un intervalo [0, 7], y una
sucesion de particiones

NM={0=ty <ty <---<tp,,y=T} (n=12,...), (10.21)

cuya norma |\"| = max{t}—t} ;: k=1,...,k(n)} tiende a cero sin — oo,
y tales que se verifica A" C A" (n =1,2,...) es decir, cada particién se
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obtiene de la anterior agregando puntos. Para una funcién f: [0,7] — R
con derivada f'(¢) continua en [0, 7], cuando n — oo, tenemos

k(n) k(n) T
SO lr - ) = SO ren| -6y — / 7/(0)|dt.

(Aqui aplicamos el teorema del valor medio, 07 € [t} ,t}] para cada n y
cada k.) El limite obtenido es la variacion de la funcion f(t) en el intervalo
[0, 7). En forma similar, si |f'(t)| < M (0 <t <T), tenemos

x5

(n) k(n)
n n 2 n n n
() = ftiy)” < Z M?(ty —tp_1)* < MPT|A\"| — 0,

1 k=1

e
Il

si n — 0o, y decimos, que la variacion cuadrdtica de la funcién f(t) en el
intervalo [0, 7] es nula.

El siguiente teorema muestra que las trayectorias de un proceso de
Wiener presentan un comportamiento diferente: su variaciéon en un inter-
valo [0, 7] no existe, es infinita; y su variacién cuadritica en un intervalo
[0,7] es igual a T'.

Teorema 10.4 (Propiedades de las trayectorias).

Consideremos un proceso de Wiener {W;} y una sucesion creciente de
particiones {\"} como en ([I0.21)), cuyas normas {|\"|} tienden a cero si
n — co. Se verifica

k(n)
Vo= Wy =Wy | 200 (n—00) cs. (10.22)
k=1
k(n) ,
Qn = Z (Wtk - Wtz,l) —T (n— o) en media cuadratica.
k=1

(10.23)

Ademds, sty - |\"] < oo, la convergencia en ([I0.23)) es casi segura.

Demostracion. Comencemos con la demostracién de ([0.22). En primer
lugar observemos que como las particiones son crecientes, aplicando la
propiedad triangular, se obtiene que V,, < V,41 (n =1,2,...), es decir, la
sucesion {V,,} es no decreciente, casi seguramente. Queremos demostrar
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que P(V,, — o0) = 1. Esto es equivalente a demostrar que dado K > 0
arbitrario, se verifica P (U2, NX_, {Vin(w) > K}) = 1. Esta igualdad,
tomando complementos, es equivalente a P (N5, U_ {V;,(w) < K}) = 0.
Como la sucesién {V,,} es no decreciente, tenemos

(N Ut <K})<P(U{v ) < K}) = P(V(w) < K).

n=1m=n

En conclusién, para demostrar (10.22)), verificamos que P(V,(w) < K) —
0 (n — 00). Como {W,} tiene incrementos independientes, aplicando la
férmula (£.19), obtenemos

k(n) k(n)
varV,, = Zvar\VVtz — W}zil\ < ZE|WtZ — Wi 1|2 =T.
k=1 k=1

Por otra parte, tenemos E [Win — Wi | = \/tp — 17 | E[Z|, donde Z es
una variable aleatoria con distribucién normal estdndar, y E |Z| = \/2/7.

Entonces, como /tf — &7 | > (t} —t}_1)/+/|A\"|, tenemos

_TE|Z| |

EV,=Y E|Wy —Wy |=E|1Z|S V-, >
; ‘ b th } Z k— /—| "

sin — oo. Para n suficientemente grande se verifica EV,, > K, y aplicando
la desigualdad de Chebishev (4.21]), obtenemos

1

S mvarvnﬁo (n—>oo),

concluyendo la demostracién de (I0.22)).
Veamos ahora la demostracién de (I0.23]). Las variables aleatorias Y,, =
(Wi =W )?=(tg—tp_)) (k= 1,...,k(n)) son independientes, y verifican

EY,=0, varY, = (t{ —t} )*E(Z* - 1)

si Z designa una variable aleatoria con distribucién normal estdandar. Apli-
cando la férmula (£I9) (los momentos de orden dos coinciden con las
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varianzas), tenemos

k(n) 5 k() k(n)
EQ, - T)?=E ( Yn) N EW)2 =Y () - 1) E(Z? - 1)
k=1 k=1 k=1
<TIN'|E(Z? =12 =0 (n— o), (10.24)

obteniendo la convergencia en media cuadratica.

La convergencia casi segura, bajo el supuesto » - |A\"| < oo, se obtie-
ne de la siguiente forma. Sabemos que P(Q,, — T') = 1 si (y solo si) para
todo € > 0, se cumple P (N2, U2, {|Q, — T| > ¢}) = 0 (ver férmula

(510)). Tenemos
P(ﬁ G{|QH—T| >g}) §P< D {1Q. - T >€}>

m=1n=m

<3S P(IQ. - T > <)

1 o o .
gg—QZE\Qn—T|2§tE(Z2—1)Z|>\ | =0,

si m — oo, donde utilizamos la acotacién obtenida en ([I0.24]). De aqui se
obtiene la convergencia casi segura@, concluyendo la demostracion. O

10.4. Problemas de barrera para el proceso
de Wiener

En esta seccién consideramos un proceso de Wiener con tendencia, que
designamos {X;}, y definimos mediante

X, =W, 4at (t>0). (10.25)

En (I0.:25) tenemos un proceso de Wiener {W,}, definido en un espacio
de probabilidad (€2, .4, P), y un real arbitrario a.

Es sencillo de ver que el proceso aleatorio {X,} tiene incrementos in-
dependientes y estacionarios, y cumple la siguiente propiedad de Markov:

“Hemos demostrado que Y o~ P(A,,) < oo implica P(N5_; U, A,) =0, que es
la primer parte del llamado lema de Borel-Cantelli.
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Dados 0 < t; < --+ < t, =t < t+ h y una funcién h(zx) tal que existe
E h(Xyyp), se verifica

E(h(Xeen) | X0 X)) = E(h(Xp4n) | X0) = g(X)), (10.26)

donde g(x) = Eh(x + Xy — X;). La segunda igualdad fue obtenida
en el ejemplo [0.6] dado que las variables aleatorias X; y X;;, — X; son
independientes; por su parte, la primer igualdad se obtiene basandose en
la independencia del vector aleatorio (X, ..., Xy,) y la variable aleatoria
Xivn — X

Dado zp > 0 decimos que la trayectoria X;(w) alcanza la barrera de
nivel z en el intervalo [0, T, si existe t € [0, 7] tal que Xy (w) > x¢, hecho
que equivale a que se verifique maxo<i<r Xi(w) > 9. Denominamos en-
tonces problema de barrera con tiempo finito, al calculo de la probabilidad

P mix X,(w) > z0) = P(3t € [0,T]: X, > o),
0<t<T

es decir, al cdlculo de la probabilidad de que el proceso {X;} alcance
la barrera de nivel xy en el intervalo [0,7]. Anédlogamente se define el
problema de barrera con tiempo infinito, consistente en el calculo de la

probabilidad

P <meiXXt(w) > :170> =PE3t >0: X; > xg).

>0

Teorema 10.5 (Problema de barrera con tiempo finito).
Consideremos el proceso aleatorio {X,;} definido en (I0.28). Entonces

. o (—xo+aT 2ao <—x0 — aT>
donde ®(x) es la distribucion normal estandar.

La demostracion de este teorema se basa en el teorema[9.3] del muestreo
opcional de Doob, mediante el siguiente resultado.

Lema 10.2. Consideremos el proceso aleatorio {X;} definido en (I0.25),
y las funciones de dos variables

m—xo—a(T—t))

VT —t ’

x—xo—l—a(T—t)
—t

Ay (z,t) = e2@0-2)g

Y

Ay(z,t) = <I><

~



10.4. Problemas de barrera para el proceso de Wiener 255

definidas para x real y t en el intervalo [0,T). Entonces, dados 0 < s <
t < T, se verifica

E (Ak(Xtat) | Xs) = Ak(Xs> 3) (ki =1, 2)'

Demostracion. Segun hemos visto en el ejemplo 0.6 como las variables
aleatorias Y = X; — X, y X, son independientes, se verifica

E (Ak:(Xtat) |Xs> = gk(Xs) (ki =1, 2)7

donde gi(x) = E Ag(x + Y, t). El lema estarda demostrado, si verificamos
que gi(x) = Ar(x,s) (k= 1,2). Designemos h =t — s, y ¢(z) la densidad
normal estandar. La variable aleatoria Y tiene distribucién normal con
pardmetros (ah,v/h). Entonces,

gi(z) = /_Z 62“(“‘””‘@/’@(‘76 Y- x_;__z(T — t>>%¢<y \_/gh>dy

_ e2a(xo—x)|:/_(:>q><x+y_ ; a(T_t)>%g0<_y\/_ﬁah>dy}dv

— eQG(IO‘I)cb(x il n Ci_(s S)> Ai(z,s),
donde utilizamos que e ¥y ((y — ah)/Vh) = ¢((—y — ah)/V'h), y cal-
culamos la integral entre paréntesis rectos de acuerdo a la férmula (B.33)),
para la convolucion de dos distribuciones, en el caso en que estas son nor-
males. Esto concluye la demostracion para el caso k = 1. El caso k = 2 es
andlogo (y mas sencillo). O

Demostracion del teorema. Consideremos la funcién P(z,t) = Aj(x,t) +
Ay(x,t) (z real, t € [0,7)), donde Ag(x,t) (k= 1,2) son las funciones del
lema [I0.2l Se verfica

P(0,0) = @(L\/;CLT) + e2am0q><L\/_T“T), (10.28)

que es el término a la derecha en ([I0.27). Para construir una martingala,
con valor inicial P(0,0), consideramos un natural N > 1, y designamos
t, = (n/2MT, F, = (X4,,...,Xs,), para cada n = 0,...,2Y — 1. En
vista del lema y de la propiedad de Markov ([I[0.26) obtenemos, que
se verifica la propiedad de martingala

E (P(Xtpiistas1) | Fr) = P(X,,tn), n=0,...,2%7 =2,
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Consideremos el tiempo de paradaﬁ
7(N) = inf{t,: X, > 20} A (1 —2"T,
y la variable aleatoria
T =1inf{t: X; > x0,t € [0,T]} ANT. (10.29)

Tomemos limite si N — co. En primer lugar, cuando 7(w) < 7T, tenemos
T(N) = 7, Xr(wv) = Xr = 2y (dado que las trayectorias son continuas), y,
en consecuencia, P(XT(N),T(N)) — P(x¢,7) = 1, dado que P(xo,t) =1,
si t < T. En segundo lugar, cuando 7(w) = T, tenemos 7(N) = (1 —
2T — T, X vy = Xr (dado que las trayectorias son continuas), y, en
este caso, P (X (n),7(N)) = P(Xy,T) =0 c.s., dado que P(z,T) =0, si
x < x9. En conclusién, obtenemos que

P(XT(N)’T(N)) = 1pery (N = 00) c.s.

Ademas, es sencillo verificar que

Y

0 S P(XT(N),T(N)) S 2+ 62a(:co—Xt2N_1)

por lo que la sucesién {P(XT(N),T(N ))} es uniformemente integrable.
Aplicamos ahora el teorema del muestreo opcional de Doob, y to-
mamos limite si N — 0o, para obtener

P(0,0) = E P(X(x), 7(N)) = Elgery = P mix X, > ),

0<t<T
lo que, en vista de (I0.2]), concluye la demostracion. O

Es de particular interés el caso a = 0. La férmula (I0.27)) en este caso

es

VT
Una demostracién alternativa de la férmula (I0.30) se obtiene mediante

el principio de reflexiénd a partir del cual resulta, que el proceso {V;}
definido mediante

Vi(w) = {Wt(w), si s < 7(w),

2z — Wi(w)  en caso contrario,

P<maxm>xo>:2c1><

0<t<T

) — 2P (Wr > 10). (10.30)

5Si bien 7(NN) toma los valores k2~NT, los resultados del capitulo 9 se extienden
sin dificultad a esta situacion.

6No veremos aqui la demostracién de este principio, que se basa en la denominada
propiedad fuerte de Markov.
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es un proceso de Wiener (en el intervalo [0,77), con 7 definido en (10.29).
Bajo este supuesto

P(maxm>xo)=P<maxm>x0,Wsz)

0<t<T 0<t<T

—|—P<méXVVt>x0,WT<x)

0<t<T

— P(Wy > a0) + P (Om'xTv; > 20, Vip > x)

<t<

= P(WT Z xo) + P(VT Z xo) = QP(WT Z xo).

Una segunda consecuencia de (I0.27) es la resolucién del problema de
barrera con tiempo infinito. Los sucesos {w: X; > zy para algin ¢ <
N} (N = 1,2,...) forman una sucesién creciente con N, que tiene co-
mo limite cuando N — oo al suceso {w: 3t > 0: X; > x0}. Tenemos
entonces

P(3t>0: X; >x) = Nlim P(3t < N: X; > ).
—00

Para el calculo del limite anterior, consideremos primero el caso a > 0. Si
T — oo en ([I0.27), se obtiene

Esto quiere decir que si a > 0 el proceso {X;} alcanza cualquier barrera
con probabilidad uno. El caso a < 0 es diferente, y del calculo del limite
si T — oo en (I0.27)), obtenemos

P <r£1;é0XXt(w) > a:()) =P(3t>0: X; > ) = >, (10.31)

es decir, la variable aleatoria max;>o(W; + at) tiene distribucién exponen-
cial con parametro —2a.
Consideremos ahora el problema de dos barreras con tiempo infinito pa-

ra el proceso {X,} definido en (I0.25)), donde a # 0. Dadas las constantes
Yo < 0 < x¢, consideramos las variables aleatorias

7 =1nf{t >0: X; > 0}, T =1nf{t >0: X; <yo}. (10.32)

El problema de dos barreras consiste en determinar P(my < 73), es de-
cir, la probabilidad de alcanzar la barrera positiva antes que la negativa.
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(Consideramos el problema andlogo para el paseo al azar simple, en los
ejemplos R.H y [0.16)

Segun hemos visto, si a > 0 se tiene P(7; < 00) = 1, mientras que si
a < 0, un razonamiento anélogolj conduce a obtener que P(m < 00) = 1.
En conclusién, alguna de las dos barreras se alcanza, por lo que se verifica

la ecuacién
P <m)+P(n >mn) =1 (10.33)

Por otra parte, la variable aleatoria ¥ = X;,; — X, tiene distribucién
normal con parametros (ah,vh), y la funcion auxiliar de una variable
P(x) = e72%®_ verifica la propiedad

E (P(Xih) — P(Xy) | Xy) = P(X,)E (e —1) = 0.

Es posible verificar que el argumento de aproximacion de la demostracion
del teorema [10.5] se puede aplicar en esta situacion. La férmula que se
obtiene, en este caso, es

1= P(0) = BP(X,) = Be ™11, ppor)
+Ee ™ s ony + EP(X7) 1 r<r amy-
Como P(X7)1lir<rnmy — 0 (T' — o00) c.s. (ya que alguna de las dos
barreras se alcanza), y se trata de una variable aleatoria acotada, el dltimo

término en la férmula anterior se anula, si 7' — oo. Al tomar limite si
T — o0, tenemos

1 =e 2 P(r < 7y) +e 2 P(ry > 7). (10.34)

De la resolucién del sistema lineal formado por (I0.33)) y (I0.34]) se obtiene

1 — e 20

P(Tl < 7'2) = (1035)

6—2a:c0 _ e—2ay0 :

que es el resultado buscaddl. Como consecuencia de este resultado po-
demos obtener también la férmula (I031I). En efecto, como el suceso
{1 < 7} es creciente con y, — —oo, se obtiene la identidad (I0.31))
tomando limite en (I0.35), cuando yy — —oo.

"Esta segunda afirmacién puede también obtenerse de la primera observando que el
proceso {—W;} es un proceso de Wiener.
8Comparar con la férmula (@.21)).
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10.5. Ejercicios

1. Sea {X;} un proceso aleatorio que parte del origen, con incrementos
independientes y estacionarios. Supongamos que la variable aleatoria X,
tiene densidad p;(x) (¢t > 0). Consideremos los tiempos 0 < t; < -+ <
tn < tpy1, y los reales ay,...,a,,b, todos arbitrarios. (a) Demostrar la
formula

P(th S a’l? ctt 7th S an)

P (1) - Prp—tn s (Tn)day - - - da,.

Ax1<a17...,xl+"'+xn<an}

(b) Demostrar que el vector aleatorio (Xy,, ..., X;,) y la variable aleatoria

Y = X;,,, — X, son independientes, es decir, se verifica

P(th S CLl,...,th S an,Y S b)
= P(th S ag, ... ,th S an)P(Y S b)

(c) Demostrar la propiedad de Markov (I0.26]).

2. Consideremos un proceso aleatorio {X;} que parte del origen, con
incrementos independientes y estacionarios. Supongamos que existe E X.
(a) Demostrar que existe E X}, para todo t racional. (b) Demostrar que si
existe E X, para algun h > 0, entonces, X,,,/n — E X}, (n — o0) c.s.

3. Consideremos un proceso aleatorio {X;} con incrementos indepen-
dientes y estacionarios, tal que existe E X7, para algin h > 0. Determinar
sucesiones numéricas {a,} y {b,}, tales que

th — Qp
P (=
bn,

para todo z real, donde ®(z) es la distribucién normal estandar.

< x) S d(z) (n— o0),

4. FEcuacion de Cauchy. Consideremos una funcion real f: (0,00) — R,
que verifica la ecuacion de Cauchy:

flx+vy) = f(z) + f(y) para todo z > 0, y > 0.

Demostrar que f(x) = zf(1) para todo x > 0, suponiendo que: (a) existe
f'(x) (x > 0); (b) f(x) es mondtona (creciente o decreciente); (c) existe
un intervalo, en el que f(z) estd acotada. (Sin hipdtesis adicionales, el
resultado f(z) =z f(1) (x > 0) no es cierto.)
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5. Consideremos un proceso de conteo {NV;}, definido como en (I0.2)),
a partir de una sucesién de sumas {S,,}. Teniendo en cuenta que N, —
o0 ¢.s., demostrar que S,, — 00 c.s.

6. Consideremos un proceso de Poisson de parametro o > 0. Dados
0 < a1 < ag, demostrar que P(S; < a1, S < ay) =1 — e " — aaje” 2,
de dos maneras: (a) a partir de la densidad del vector (S, S2), (b) a partir
de la independencia y la estacionariedad de los incrementos de { N, }, y la
distribucién de N;. (Esto darfa una demostracién alternativa del reciproco
del teorema [T0.11)

7. Consideremos una sucesion 17, Uy, Ts, Us, ... de variables aleatorias
independientes. Supongamos que las variables aleatorias {7,,} tienen dis-
tribucién comtn exponencial de pardmetro a > 0; {U,} tienen distribu-
cién comun exponencial de parametro g > 0. Consideremos los procesos
de Poisson {N?} y {NF}, definidos como en (I0.2). Demostrar que el pro-
ceso aleatorio { N + N, } es un proceso de Poisson, con parametro que se
determinara.

8. Consideremos una sucesion T, X, Ts, Xo, ... de variables aleatorias
independientes. Supongamos que {7} tienen distribucién comin expo-
nencial de parametro o > 0, y que para cada n = 1,2,..., se tiene
PX,=1 =p, P(X, =0 =1—-p (0 <p < 1). Se define S, =
X+ -+ X, T, (n=1,2,...), y el proceso de conteo {N;} como en
(I02). Demostrar que {/N;} es un proceso de Poisson, con pardmetro que
se determinara.

9. Transformaciones del proceso de Wiener. Sea {W;} un proceso de
Wiener. Demostrar que los siguientes procesos aleatorios son procesos de
Wiener: (a) {=W;}; (b) {/cW4/.}, donde ¢ > 0; (c) {Wpyy — Wr}, donde
T > 0.

10. Puente browniano. Sea considera el proceso aleatorio definido median-
te
By =W, —tW; (0<t<1), (10.36)

denominado puente browniano, donde {W,} es un proceso de Wiener. De-
mostrar que P(By=0)=P(B;=0)=1, EB, =0, EB;B; = s(1 — 1) si
0 < s <t < 1. Demostrar que el proceso {B_;}o<i<1 €s un puente Brow-
niano, es decir, existe un proceso de Wiener tal que se verifica (I0.36]).
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11. Sean {W;} un proceso de Wiener, y 0 < 51 < t; < --- < s, < t,,
tiempos arbitrarios.

(a) Demostrar que |Ws, |, Wy, — W, |, ..., |Ws, — W, | son variables alea-
torias independientes.
(b) Demostrar que W2,
leatorias independientes.

(Wi, — Wy,)?, ..., (W, — W, )? son variables a-

12. Sea {IW;} un proceso de Wiener. Calcular las siguientes esperanzas
condicionales, dado 0 < s < t. (a) E(W;|W,) = W,; (b) E (W2 —t|W,) =
W2 —s.

13. (a) Demostrar que el proceso de Wiener con tendencia {X;} definido
en ([I0.27]) tiene incrementos independientes y estacionarios. (b) Calcular
la densidad de la variable aleatoria Mp = maxo<i<r X;.

14. Consideremos un proceso de Wiener {WW;}. (a) Demostrar que si
A(z,t) = ®((x — x9)/VT —t) (x real, t € [0,T)), se verifica la propie-
dad E (A(W,,t)|W;) = A(W,,s), donde 0 < s < t < T. (b) Dar una
demostracion directa de la férmula (I0.30).

15. Verificar la segunda parte del lema [I0.2] correspondiente a la funcién
A2 (l’, t) .

16. Consideremos el proceso aleatorio { X;}, donde X; = cW;+at (t > 0),
con a y 0 > 0 constantes reales. La constante o se llama coeficiente de
difusion. Obtener férmulas para P (méXogth Xi(w) > xo), y para P(m <
T), para este proceso aleatorio, donde 71 y 5 se definen en (I0.32]).

17. Consideremos un proceso de Wiener {W;}, y dos constantes yy < 0 <
xg. Definimos 7 = inf{t > 0: W, > 0}, 7 = Wnf{t > 0: W; < yo}.
Calcular P(1y < 7).






Soluciones de algunos
ejercicios

Capitulo 1. 1. B acertar en el blanco; C acertar en el circulo de radio rq;
D acertar en el anillo entre los radios 71 y 7. 3. (a) (j—; Ax = Uj_, As;
(D)Up—; Ak; () (A1Ag- - A, ) U(A1ALAs - AU -U(A--- A A,,).
12. (a) C3/C3 = 1/21; (b) C3/CY = 5/42; (c) C}C5/CY = 10/21. 13.
1/C# = 1/1.906.884 ~ 5,24 x 1077. 15. (a) 1/9, (b) 5/18. 16. 5/108.
17. (C55 + C3C15)/CR0 ~ 0,18. 18. P(AUB) = 2/3, P(AB) = 5/36,
P(AB) = 13/36, P(AB) = 31/36. 20. (m® — (m — 1)X)/n*. 23. 11/24.
24. (a) C¥/C2° = 91/228; (b) (15/20)(14/19)(13/18) = 91/228. 25. (a)
0,375; (b) 0,4. 26. 4/25. 27. 0,82; 0,36. 31. (a) 0,729; (b) 0,999. 32.
0,9975. 33. 1/2.

Capitulo 2. 1. (a) 63/64; (b) 57/64; (c) 41/64. 2. 125/3888 ~ 0,032. 3.
(a) 0,006; (b) 0,00427. 4. (a) 0,6561; (b) 0,2916; (c) 0,3439. 5. p*(1 —
p)". 6. (a) C3(1/3)2(2/3)* = 80/243 ~ 0,329; (b) 131/243 ~ 0,539. 7.
C2n7(1/2)27. 8. (a) 0,384; (b) 0,992. 9. C5~1p¢(1 —p)F~~. 10. Tenemos
C?(1/2n)?™ ~ 1//7n (n — o0o) por la férmula de Stirling. 11. (a) 0,012;
(b) 0,683. 14. (a) La probabilidad es menor que 10~°; (b) 0,98983; (c) La
probabilidad es menor que 3 x 1074, 15. 0,9426. 16. 0,9817. 17. 0, 9596.

Capitulo 3. 3. 1/2. 4. (a) 0,25; (b) 0,66; (c) 0,75; (d) 0,72. 5. (a) 1/2;
(b) e =1/2; (¢) (1 —e71)/2. 6. (a) 0,23; 0,31; (b) x = 12,32. 7. Resulta
c=3;F(lx)=0,siz<0; Fla) =2%,si0<2<1; F(z)=1,si z > 1;
P(0,1 < X < 0,4) = 0,063. 10. P(X = 0) = 0,3; P(X = 1) = 0,4;
P(X =2) =0,3. 12. (a) La constante ¢ = 3/2; (d) Tenemos px(x) = x/2
Si0<z<2px(x)=0siz<0, 6siz>2 pyly) =3y?si0<y<2;
py(y) =0siy <06siy >2.13. 51, no. 15. (a) c=2; (b) Si. 17. F(x) =0
para x < 3; F(x) = 1/20 para 3 < z < 4; F(z) = 1/5 para 4 < z < b;

263
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F(zx) =1/2 parab < x < 6; F(x) = 1 para x > 6; P(X > 5) = 4/5.
18. Se tiene P(Y < z) = F((z — b)/a); py(z) = (1/a)p((z — b)/a). 23.
PY<2)=F@/);P(Z<x)=1-F(z—).26.px,y = 2,510 < 2 < 1;
Pxiy =2—x,8si 1l <2 <2, pxiy=0,six<06x>2

Capitulo 4. 1. (a+b)/2; (b—a)?/12; (a®*+b*)(a+b)/4. 3. E (X*) = 0si k
es impar; E (X*) =1-3-5--- (k—1) = (k—1)!! si k es par; E(e"Y) = e’/
para todo h € R. 4. 1/a; 1/a? 6/a3. 12. EX = q; var X = 2b%. 13.
Tenemos EX = 2a/y/myvar X = (3/2—4/m)a. 15. (a) EX = (n+1)/2;
var X = (n? — 1)/12; (b) EX = n; var X = n(n — 1). 22. exp (Xe" — 1).
23. (q+ pe")". 24. In2. 26. 11/9; 5/9. 28. (a) E Z = 10; var Z = 13; (b)
EZ =10; var Z = 13; (c) EZ = 10; var Z = 15,4. 29. (a) 1 —r?; (b) 0.

Capitulo 5. 13. Si. 15. Si. 17. No.

Capitulo 6. 1. (a) sen(lt)/(¢t); (b) f(t) =1—|t|, si |t| < 1; f(t) =0, si
[t| > 1. 5. (a) No; (b) Si; (¢) Si; (d) No; (e) Si; (f) Si; (g) No. 6. 9/2. 18.
(b) (i) Si; (ii) Sf; (iii) No; (iv) No; (v) No.

Capitulo 7. 1. 1 — ®(0,78) = 0,22. 2. 1 — &(1,31) = 0, 095.

Capitulo 8. 6. Las potencias valen

0 0 10 1/2 1/2 0 0
p2_| 0 0 10 ps_ | 1/2 1/2 00

“l o o0 01| “l o o0 10|
1/2 1/2 0 0 0 0 01

p3ntl — p, p3nt2 — p2 p3n+3 — P3 Todos los estados tienen perfodo 3.
10. (a) ¢ = po + prg+p2¢* +p3¢®+--+. (b) ¢ =1/2. 17. 7t =u. 18. Sin
es la candtidad de puntos de la region, tenemos m = (1/n,...,1/n).

Capitulo 9. 3. (b) Si. 10. (b) a, = >_,_, InEe**. 11. (b)El compensador
A, =3 EX?2 13. (a) Si; (b) No; (¢) Sf; (d) Sf; (e) Si. 17. (b) No ne-
cesariamente. 19. El reciproco no es cierto en ningin caso: (a), (c¢), (d).

20. (a) Si; (b) Si.
Capitulo 10. 17. |yo|/(zo + |v0])-



Tabla de la distribucion normal estandar

1 T
q)(l') = \/—2_71—/ €_t2/2 dt

T
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0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554
0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159
0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713
0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981
0.9987
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719
0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982
0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212
0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982
0.9987
0.9991
0.9994
0.9995
0.9997

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238
0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983
0.9988
0.9991
0.9994
0.9996
0.9997

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738
0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984
0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744
0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984
0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750
0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985
0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808
0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340
0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756
0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985
0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844
0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986
0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
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Tabla de la densidad normal estandar

T

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

0.3989
0.3970
0.3910
0.3814
0.3683
0.3521
0.3332
0.3123
0.2897
0.2661
0.2420
0.2179
0.1942
0.1714
0.1497
0.1295
0.1109
0.0940
0.0790
0.0656
0.0540
0.0440
0.0355
0.0283
0.0224
0.0175
0.0136
0.0104
0.0079
0.0060
0.0044
0.0033
0.0024
0.0017
0.0012

0.3989
0.3965
0.3902
0.3802
0.3668
0.3503
0.3312
0.3101
0.2874
0.2637
0.2396
0.2155
0.1919
0.1691
0.1476
0.1276
0.1092
0.0925
0.0775
0.0644
0.0529
0.0431
0.0347
0.0277
0.0219
0.0171
0.0132
0.0101
0.0077
0.0058
0.0043
0.0032
0.0023
0.0017
0.0012

0.3989
0.3961
0.3894
0.3790
0.3653
0.3485
0.3292
0.3079
0.2850
0.2613
0.2371
0.2131
0.1895
0.1669
0.1456
0.1257
0.1074
0.0909
0.0761
0.0632
0.0519
0.0422
0.0339
0.0270
0.0213
0.0167
0.0129
0.0099
0.0075
0.0056
0.0042
0.0031
0.0022
0.0016
0.0012

0.3988
0.3956
0.3885
0.3778
0.3637
0.3467
0.3271
0.3056
0.2827
0.2589
0.2347
0.2107
0.1872
0.1647
0.1435
0.1238
0.1057
0.0893
0.0748
0.0620
0.0508
0.0413
0.0332
0.0264
0.0208
0.0163
0.0126
0.0096
0.0073
0.0055
0.0040
0.0030
0.0022
0.0016
0.0011

0.3986
0.3951
0.3876
0.3765
0.3621
0.3448
0.3251
0.3034
0.2803
0.2565
0.2323
0.2083
0.1849
0.1626
0.1415
0.1219
0.1040
0.0878
0.0734
0.0608
0.0498
0.0404
0.0325
0.0258
0.0203
0.0158
0.0122
0.0093
0.0071
0.0053
0.0039
0.0029
0.0021
0.0015
0.0011

0.3984
0.3945
0.3867
0.3752
0.3605
0.3429
0.3230
0.3011
0.2780
0.2541
0.2299
0.2059
0.1826
0.1604
0.1394
0.1200
0.1023
0.0863
0.0721
0.0596
0.0488
0.0396
0.0317
0.0252
0.0198
0.0154
0.0119
0.0091
0.0069
0.0051
0.0038
0.0028
0.0020
0.0015
0.0010

0.3982
0.3939
0.3857
0.3739
0.3589
0.3410
0.3209
0.2989
0.2756
0.2516
0.2275
0.2036
0.1804
0.1582
0.1374
0.1182
0.1006
0.0848
0.0707
0.0584
0.0478
0.0387
0.0310
0.0246
0.0194
0.0151
0.0116
0.0088
0.0067
0.0050
0.0037
0.0027
0.0020
0.0014
0.0010

0.3980
0.3932
0.3847
0.3725
0.3572
0.3391
0.3187
0.2966
0.2732
0.2492
0.2251
0.2012
0.1781
0.1561
0.1354
0.1163
0.0989
0.0833
0.0694
0.0573
0.0468
0.0379
0.0303
0.0241
0.0189
0.0147
0.0113
0.0086
0.0065
0.0048
0.0036
0.0026
0.0019
0.0014
0.0010

0.3977
0.3925
0.3836
0.3712
0.3555
0.3372
0.3166
0.2943
0.2709
0.2468
0.2227
0.1989
0.1758
0.1539
0.1334
0.1145
0.0973
0.0818
0.0681
0.0562
0.0459
0.0371
0.0297
0.0235
0.0184
0.0143
0.0110
0.0084
0.0063
0.0047
0.0035
0.0025
0.0018
0.0013
0.0009

0.3973
0.3918
0.3825
0.3697
0.3538
0.3352
0.3144
0.2920
0.2685
0.2444
0.2203
0.1965
0.1736
0.1518
0.1315
0.1127
0.0957
0.0804
0.0669
0.0551
0.0449
0.0363
0.0290
0.0229
0.0180
0.0139
0.0107
0.0081
0.0061
0.0046
0.0034
0.0025
0.0018
0.0013
0.0009
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