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Conceptos basicos: sucesos

» Consideramos un conjunto Q que llamamos espacio de
sucesos elementales

» Los puntos de este conjunto, denotados w € €, se llaman
sucesos elementales

» Sea A una familia no vacia de subconjuntos de Q que
verifica

(S1) SiA e Aentonces Q\Ac A

(S2) SiAj, A, ... es una familia finita o numerable de conjuntos
de A entonces U A, € A.

» La familia A se llama o-algebra de sucesosy sus
elementos (subconjuntos de 2) son los sucesos.



Ejemplos de o-algebras

v

A={Q,0}

» A=P(Q) (las partes de Q)

v

A={Q,0,A A°}

v

Si Q = {wy,wz ...} es un conjuntos finito o numerable,
utilizaremos siempre A = P(Q)



Axiomas de la teoria de la probabilidad

Consideremos 2, una o—algebra A. Las tres proposiciones
siguientes componen el sistema de axiomas de la la teoria de
la probabilidad:

Axioma |. A cada suceso A le corresponde un niumero no
negativo P(A), llamado probabilidad del suceso A.

Axioma ll. P(Q2) = 1.

Axioma lll. Si Ay, Ao, ... es un conjunto finito o numerable de
sucesos incompatibles dos a dos, entonces

P(U A,-) = > P(A).



Probabilidades finitas
Consideramos un espacio de sucesos elementales finito:

Q= {wy,w2,...,wn}
La o-algebra es la de las partes de Q2
A=P(Q)
Asignacion de probabilidades en dos etapas:
> P(w,-):p,- (I: 1,...,/7), dondep; >0,py +---+pp=1.
» Si tiene por k puntos:
A= {wj,wp,...,wj},

asignamos
k
P(A) = > P(wi,),
m=1

Es el modelo matematico de un experimento con n resultados
posibles.



Regla clasica de Laplace

En 1812 P.S. de Laplace defini6 una formula para calcular
probabilidades mediante

Casos favorables sobre casos posibles

Veamos que es un caso particular de la probabilidad definida
axiomaticamente. Para eso en el modelo anterior tomamos

1
pr=p=--= n
Obtenemos

P(A) — |A] _ |A[ _ casos favorables (en A)
Q] N casos posibles (en Q)

Si el experimento consiste en tirar, por Unica vez, un dado
equilibrado (n = 6), tenemos Q = {1,...,6},y p; = 1/6.



Notacion de la probabilidad

La probabilidad es muy anterior a los conjuntos. Por ésto, en

probabilidad se utiliza una terminologia especifica,

Notacion

Término de la teoria de
conjuntos

Término de la teoria de
la probabilidad

Q

espacio de elementos

espacio de sucesos
elementales

0

conjunto vacio

suceso imposible

AUB

unién de los conjuntos
AyB

suma de los sucesos
AyB

ANB, AB

interseccién de los
conjuntos A y B

producto de los sucesos
AyB

AB =10

los conjuntos A y B
son disjuntos (no tienen
elementos comunes)

los sucesos A y B son
incompatibles

el conjunto C es la
interseccién de los
conjuntos A y B

el suceso C consiste en
la ocurrencia

(simultdnea) de ambos
sucesos Ay B

D=AUB

el conjunto D es la
unién de los conjuntos
AyB

el suceso D consiste en
la ocurrencia de al
menos uno de los
sucesos A 6 B




los conjuntos
A Ay, ... son
disjuntos dos a dos

los sucesos Ay, Ao, ...
son incompatibles dos a
dos

cada punto del espacio
Q pertenece por lo
menos a uno de los

conjuntos Ay, ..., A,

alguno de los sucesos
Ay, ..., A, ocurre

el conjunto A
esta contenido en
el conjunto B

la ocurrencia del suceso
A implica la ocurrencia
del suceso B

0\A

complemento del
conjunto A
(designado A°)

suceso contrario al
suceso A (designado A)




Primeras consecuencias de los axiomas

» Sea (9, A, P) un espacio de probabilidad.

» Las letras A,B,C,... (con indices o sin ellos) designan
sucesos, es decir, elementos de la o—algebra de sucesos

A.



Propiedades para un suceso

Propiedad
Para cualquier suceso A se tiene P(A) = 1 — P(A).

Demostracion.

Por definicion de A (suceso contrario al suceso A), tenemos
A = Q\ A. De aqui resulta AA = (). Como por el axioma ||
tenemos P(AU A) = P(Q) = 1, aplicando el axioma llI
concluimos, que 1 = P(Q) = P(AUA) = P(A) + P(A).

O



Propiedad
El suceso imposible tiene probabilidad nula: P(0) = 0.

Demostracion.
Esta igualdad se obtiene de la propiedad anterior, si
consideramos A = Q y aplicamos el axioma |l



Propiedades para una familia finita de sucesos

Propiedad
Si A C B, entonces P(A) < P(B).

Demostracion.

Como A C B, tenemos B =AU (B\ A). Es claro que

B\ A = BA es un suceso, ademas los sucesos Ay B\ A son
incompatibles. Por los axiomas Il y | tenemos

P(B)=P(A) +P(B\ A) > P(A).



Propiedad
Para cualquier suceso A se tiene 0 < P(A) < 1.

Demostracion.

En virtud del axioma | es suficiente demostrar la segunda
desigualdad, la cual se deduce inmediatamente de la
propiedad anterior, por la inclusion A C Q y el axioma II. O

Propiedad
Para sucesos A y B arbitrarios vale la igualdad

P(AuB)=P(A)+P(B) — P(ANB). (1)



Demostracion.

Es claro que A= ABUAB y B = AB U AB. Como los sucesos
en las dos sumas anteriores son incompatibles, por el axioma
1, resulta

P(A) = P(AB) + P(AB), P(B) = P(AB) + P(AB).

Tenemos también A UB = AB U AB U AB, donde a la derecha
se suman tres sucesos incompatibles dos a dos. Aplicando
nuevamente el axioma lll y sustituyendo, resulta

P(AUB) = P(AB) + P(A) — P(AB) + P(B) — P(AB)
— P(A)+P(B) — P(ANB),

O

que es la igualdad buscada.



Observacion

Si los sucesos A y B son incompatibles, entonces P(AB) =0, y
de la formula (1) se obtiene la igualdad ya conocida

P(AuB) =P(A) + P(B).

Observacion
En forma analoga, no es dificil demostrar, que para tres
sucesos A B y C arbitrarios, tiene lugar la igualdad

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)
— P(AB) — P(AC) — P(BC) -+ P(ABC).



Observacion
Es posible también demostrar una formula general: para

sucesos arbitrarios A1, ..., A, vale la igualdad
n n
P(UA)=D_PA)- 3 PAA)+ > PAAA)
=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

— o (D)™TP(A; .. Ap).

De aqui es posible obtener la desigualdad de Bonferroni:

P(U A,-) >3 P(A)- 3 P(AA)).
i=1 i=1

1<i<j<n



Propiedad
Dados n sucesos A+, ..., A, arbitrarios, tiene lugar la

desigualdad
n n
P(U A,-) <Y P(A).
i=1 i=1

Demostracion.

Para n = 2 esta desigualdad se obtiene de (1). Paran > 2, es
facil obtener el resultado anterior, mediante la aplicacion
sucesiva de la desigualdad P(AU B) < P(A) + P(B). O



Propiedad
SeanAq, ..., A, sucesos incompatibles dos a dos, y tales que
alguno de ellos ocurre'. Entonces > I ; P(A)) = 1.

Demostracion.
Tenemos A;A; = () cuando i # j, para i,j =1,...,n. Ademas
U™, A; = Q. De los axiomas Il y Ill obtenemos

1=P(Q) = P(LnJ Ai) = z”: P(A)),
i=1 i=

concluyendo la demostracion. O

"Recordar la tabla



Continuidad de la probabilidad

Propiedad

Sea A D A, D Az D --- una sucesion de sucesos, y
designemos A = (2 A;. Entonces, existe ellim,P(A,), y es
igual aP(A).



Demostracion.
Para cada n, tenemos

o0

Ar = J(Ak\ Axp1) UA.
k=n

Como los sucesos que aparecen a la derecha son
incompatibles dos a dos, utilizando el axioma I, obtenemos

P(A;) =Y P(Ax\ Axi1) + P(A). (2)
k=n

Si aqui tomamos n = 1, resulta
D P(Ag\ Akyr) <P(A;) < 1.
k=1

De la convergencia de la serie a la izquierda en la formula
anterior, surge que O



Demostracion.

Z P(Ax\ Axi 1) -0 cuando n— oo.
k=n

Tomando limite en ambos lados de la igualdad (2), obtenemos

lim P(A,) = P(A),

n—oo

concluyendo la demostracion. O]



Solucion de un ejercicio en R studio

Ejercicio: Calcular la probabilidad de que al tirar un dado dos
veces consecutivas, la suma de los puntos obtenidos sea no
menor que 8.

Solucion: Q se representa por (i, j), el resultado de tirar un
dado dos veces (i,j =1,2,3,4,5,6):

(1 (1
(2, (2,
(3 (3
(4 (4
(5 (5
(6 (6

Considerando que los 36 resultados posibles son
equiprobables, y aplicando la férmula de Laplace obtenemos
P(A) =15/36 =5/12.



La pantalla de R Studio

(] Rstudio
B Talking: Lucj

o
O - O~ Go to file/function -~ Addins -
'/ dos-dados R [  Environment History Connections =0
I SourceonSave (| /- SRun 5+ P Source v = | Import Dataset + | & List ~ -
1 ### Resolucion del ejercicio de los dados 7k Global Environment -
2 favorables<-0 s
3 posibles<-0
4= forCi in 1:6){ favorables 15
5+ for(j in 1:6){ i 6L
6 posibles<-posiblestl 3 6L
7 £(i+j>-8)favorables<-favorables+1} posibles 36
8
9 }
10 cat("Casos favorables =",favorables)
11 cat("Casos posibles =",posibles)
12 cat("Probabilidad fnvornbles/pusm\es)
12:42 | (Top Level) & RScript
Console  Terminal - Jobs [ Files Plots Packages Help Viewer =0
- Export ~

> ### Resolucion del ejercicio de los dados
> favorables<-0

+
+  posibles<-posibles+l

+  if(i+j>=8){favorables<-favorables+1}
+

.

> cat("Casos favorables =",favorables)
Casos favorables = 15

> cat("Casos posibles =",posibles)

Casos posibles = 36

> cat("Probabilidad =", favorables/posibles)
Probabilidad = 0.4166667

>




La ventana del cddigo

@) dos-dados.R

1
2
3
4~
S5~
6
7
8
9
10
1
12

12:42

Pl Source on Save = O /7 -

### Resolucion del ejercicio de los dados

favorables<-0

posibles<-@

for(i in 1:6){

for(j in 1:6){

posibles<-posibles+1
if(i+j>=8){favorables<-favorables+1}
}

}

cat("Casos favorables =",favorables)

cat("Casos posibles =",posibles)

cat("Probabilidad =",favorables/posibles)

(Top Level) ¢

= Run

=0

5% 4 Source ~

R Script =



La ventana de los resultados (es igual a la consola del
R)

Console Terminal Jobs =
=]

### Resolucion del ejercicio de los dados
favorables<-0
posibles<-@
for(i in 1:6){
for(j in 1:6){
posibles<-posibles+1
if(i+j>=8){favorables<-favorables+1}

}

+ + + + V.V V VYV

+}

> cat("Casos favorables =",favorables)
Casos favorables = 15

> cat("Casos posibles =",posibles)

Casos posibles = 36

> cat("Probabilidad =",favorables/posibles)
Probabilidad = 0.4166667

>



La ventana de las variables

Environment History Connections
&2 || 7 Import Dataset ~ Y

7} Global Environment ~

Values
favorables 15
i 6L
j 6L

posibles 36
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