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Repaso: o-algebra de sucesos

» Consideramos un conjunto Q que llamamos espacio de
sucesos elementales

» Los puntos de este conjunto, denotados w € €, se llaman
sucesos elementales

» Sea A una familia no vacia de subconjuntos de Q que
verifica

(S1) SiA e Aentonces Q\Ac A

(S2) SiAj, A, ... es una familia finita o numerable de conjuntos
de A entonces U A, € A.

» La familia A se llama o-algebra de sucesosy sus
elementos (subconjuntos de 2) son los sucesos.



Axiomas de la teoria de la probabilidad

Consideremos (2, una o—algebra A. Las tres proposiciones
siguientes componen el sistema de axiomas de la la teoria de
la probabilidad:

Axioma |. A cada suceso A le corresponde un nimero no
negativo P(A), llamado probabilidad del suceso A.

Axioma Il. P(Q2) = 1.

Axioma lll. Si Aq, Ao, ... es un conjunto finito o numerable de
sucesos incompatibles dos a dos, entonces

P(U A,-) =Y _P(A).

» Laterna (2, A, P) se denomina espacio de probabilidad.



Probabilidades finitas

Consideramos

» un espacio de sucesos elementales finito:
Q ={wy,wo,...,wn}

» La o-algebra A = P(Q)

» Las probabilidades de los sucesos elementales
Pw)=pi(i=1,....,n),conp; >0y pi+---+pp=1.

» Las probabilidades de un suceso compuesto
A= {wj,wip,...,wj}
asignamos

k
P(A) =) P(wi,),

m=1



Regla clasica del calculo de probabilidades (Laplace)

Q={wq,...,wn}, A="P(A).

SiA={wj,...,w;}, asignamos
k
P(A)=> P(wj,), (1)
m=1
en donde
P(wi) =P(wz2) =~ =P(wn) =1/n.

Obtenemos entonces

P(A) = k _ casos favorables
~ n casos posibles

La violacién de la equiprobabilidad impide la aplicacion de la
regla de Laplace.



Ejemplo

Una urna contiene a bolas blancas y b bolas negras. Se eligen
al azar c bolas, donde ¢ < a+ b. Calcular la probabilidad de
que entre las bolas extraidas haya ag bolas blancas y by bolas
negras.

Solucién

aO"'bO:C, OSaOSaa OSbOSb

Tenemos Caa:fbo formas distintas de elegir ag + by bolas entre
las a + b bolas,consideradas equiprobables.
La cantidad de formas de elegir ag entre las a blancas es Cj .

Para cada una de esas, existen Cgo formas elegir by entre las b
bolas negras. Los casos favorables son C3 Cgo. Entonces

() (&)

(aiigo)

P(A) =



Probabilidad condicional

Consideremos un espacio de probabilidad (£2,.4, P) y dos
sucesos cualesquiera A, B, con P(A) > 0. Definimos la
probabilidad condicional de B dado A, que designamos
P(B|A), mediante la férmula

P(B|A)= 7.



La probabilidad condicional es una probabilidad

Veamos que la probabilidad condicional asi definida (dado el
suceso A fijo) verifica todos los axiomas de la seccion 1.2. Es
claro que P(B|A) > 0 para cualquier suceso B, de forma que
el axioma | se verifica. Continuando,

P(QA) _ P(A)
P(A) P(A) 7

P(Q[A) =

y el axioma Il también se verifica.



Veamos el axioma Il

Sea B, B,, ... un conjunto finito o numerable de sucesos
incompatibles dos a dos. Tenemos

P(A(U;Bi)) _P(U;AB;)) _3°,P(AB))
(UB 'A) (A) ~ " P(A)  P(A)

A5) S P(B|A),

y se verifica el axioma lll.

En conclusion, si (2,.4,P) es un espacio de probabilidad, la
terna (Q,A,P( -|A)) donde A es un suceso con probabilidad
positiva, también resulta ser un espacio de probabilidad.



Probabilidad condicional y regla de Laplace

Consideremos ahora el caso particular en el que Q esta
compuesto por n puntos, a los cuales se les asignan
probabilidades idénticas. De esta forma, es aplicable la regla
clasica del calculo de probabilidades. Para un suceso C
arbitrario, designamos mediante n¢ la cantidad de sucesos
elementales que componen C. Entonces P(C) = n¢/n, y para
la probabilidad condicional tenemos

P(AB) . nAB/n . NnaB

PEIA=B@) = ma/n "




Ejemplo
Un experimento consiste en elegir al azar una carta de un
mazo de 52 cartas. El suceso A consiste en que la carta
elegida sea roja; el suceso B, en que sea de corazones.
Tenemos n = 52, np = 26, nag = ng = 13, y por ésto

NnaB . 13 . 1



Formula de la probabilidad total

Teorema

Consideremos sucesos Ay, ..., A, incompatibles dos a dos,
tales que alguno de ellos ocurre, y con probabilidades
positivas. Sea B un suceso arbitrario. Entonces

P(B)=> P(A)P(B|A)). (3)
i=1

La igualdad (3) se denomina formula de la probabilidad total.



Demostracion.

Escribimos B = QB = U,f7:1 A;B donde A;B,...,A,B son
incompatibles dos a dos, por ser dos a dos incompatibles los
sucesos A4, ..., A, Aplicando el axioma lll, tenemos

:P(OA,B):Zn:P(AB ZP P(B|A),

donde para obtener la ultima igualdad nos basamos en la
definicion de probabilidad condicional (2).

O



Ejemplo

Tenemos 5 cajones con productos de una cierta industria. Dos
cajones contienen cada uno 4 productos buenos y 1 fallado;
otros dos cajones contienen cada uno 3 productos buenos y 2
fallados; y el Ultimo cajén contiene 6 productos buenos. Se
elige al azar un cajon, del cual, también al azar, se extrae un
producto. Calcular la probabilidad de que el producto extraido
resulte bueno.



Solucion
Sea

» B suceso consistente en que el producto extraido sea
bueno.

» A; (i =1,2,3) suceso consistente en elegir un cajén con
una de las composiciones dada.

De esta forma (por ejemplo) se tiene:

» A, consiste en elegir un cajon conteniendo 4 productos
buenos y 1 fallado;

» A, consiste en elegir un cajon conteniendo 3 productos
buenos y 2 fallados;

» A3 consiste en elegir el cajon que contiene 6 productos
buenos.



» Es claro que los sucesos A¢, As y Az son incompatibles
dos a dos y alguno de ellos ocurre, de modo que segun la
formula de la probabilidad total:

P(B) =P(A{)P(B|A) + P(A2) P(B|Az) + P(A3) P(B|A3)

4 2 3 1 6 19

5 5 6

2
"5 55 5758 25



Ejemplo

En una cierta poblacién de hombres hay un 30% de fumadores.
Se sabe que la probabilidad de enfermarse de cancer de
pulmén es:

» 0,1 para los fumadores,

» 0,01 para los no fumadores.

Calcular la probabilidad de que un hombre elegido al azar en
esta poblacién esté enfermo de cancer de pulmon.



Solucion

Designemos

» B el suceso que consiste en que el hombre elegido tenga
esta enfermedad.

» A el suceso que consiste en elegir un fumador de la
poblacion.
Sabemos que P(A) = 0,3, y que P(A) = 0,7 (el suceso A
consiste en elegir un no fumador de la poblacion). Por la
formula de la probabilidad total, tenemos

P(B) =P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)
=0,3x0,1+0,7x0,01 =0,037.



Formula de Bayes

Teorema

Consideremos sucesos A1, ..., A, incompatibles dos a dos,
tales que alguno de ellos ocurre, y con probabilidades
positivas. Sea B un suceso con probabilidad positiva. Entonces

__ P(A)P(BJA) _
PO S pmpEiay T @

La igualdad (4) se denomina formula de Bayes.



Demostracion.
Por la definicién de probabilidad condicional, tenemos

P(AxB) = P(Ac)P(B|Ax) = P(B)P(A«|B) (k=1,...,n).
De aqui obtenemos

P(Ax)P(B|Ak)

P(A(|B) = g

(k=1,...,n).

Para obtener (4), resta aplicar la formula de la probabilidad
total (3) en el denominador.



Ejemplo

En una primer urna se tienen 9 bolas blancas y 1 negra, en una
segunda urna 2 bolas blancas y 8 negras. Se elige al azar una
urna, y de ella, también al azar, se extrae una bola. La bola
extraida resulta ser blanca (ocurri6 el suceso B). Calcular las
probabilidades P(A{|B) y P(A2|B), donde el suceso A;
consiste en elegirlaurna i (i =16 2).



Solucién
Por la formula de Bayes, tenemos

P(A1)P(B|A,)
P(A;)P(B|A1) + P(A2) P(B|Az)
(1/2)(9/10) 9

(1/2)(9/10) + (1/2)(2/10) 11

Analogamente, se obtiene

(1/2)(2/10)
P(A>|B) = = —.
(BelB) = (2)0/10) + (1/2)2710) ~ 11
Alternativamente, una vez obtenida P(A+ | B) podemos calcular
directamente P(A>|B) =1 — P(A{|B).

P(A;[B) =




El futbol esta suspendido...pero...;quién pateod el
penal?

En un partido de las eliminatorias, Uruguay debe tirar un penal.
Se elige, con equi-probabilidad, quien ejecuta el tiro penal,
entre tres jugadores:

» Suarez (92 aciertos de cada 100),
» Cavani (88 aciertos de cada 100),

» un suplente (60 aciertos de cada 100).

(a) Calcular la probabilidad de que el tiro se erre.

(b) Si el tiro penal se erra: ,Cual es la probabilidad de que lo
haya pateado el suplente?



Solucién

Definimos sucesos: E errar el penal, A patea Suarez, A,
patea Cavani, Az patea el suplente.

(a) Por la formula de Probabilidad total: tenemos

P(E) = P(E |A1)P(A1) + P(E |A2) P(A2) + P(E | Ag) P(A3)

_ 8 1, 12 1,40 1 _60 1 4o
70037100 37100 3 100 3

(b) Aplicando Bayes

p(As | E) — P(E :FI;)I?(As) _ 40/120/01; 1/3 _ g

En este caso, la probabilidad condicional aumenta de 1/3 a
2/3.



Figura: jahhh ... futbol!
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