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Modelo éxito-fracaso de Bernoulli

I Ω = {ω1 (éxito) , ω2 (fracaso) }

I Tomamos A = P(Ω), entonces

A = {∅, {ω1}, {ω2}, {ω1, ω2} = Ω}.

I Definimos

P(∅) = 0, P({ω1}) = p, P({ω2}) = q, P(Ω) = 1.

donde p y q son positivos y verifican p + q = 1.



Jacobo Bernoulli



Dos experimentos

I Consideremos ahora

Ω2 = {(ω1, ω1), (ω1, ω2), (ω2, ω1), (ω2, ω2)}.

Describe los resultados posibles de dos experimentos, que
concluyen solamente con éxito ω1, o fracaso ω2.

I Por ejemplo, el punto (ω1, ω2) corresponde a la ocurrencia
de un éxito en el primer experimento, y un fracaso en el
segundo.



I A2 = P(Ω2).

I Introducimos P asignándo

P(ω1, ω1) = p2, P(ω1, ω2) = P(ω2, ω1),= pq, P(ω2, ω2) = q2.

I La suma de estas cuatro probabilidades es
p2 + 2pq + q2 = (p + q)2 = 1.

I El espacio de probabilidad (Ω2,A2,P), se llama serie de
dos experimentos independientes.



¿Por qué se llaman independientes?

Consideremos

I A consiste en la ocurrencia de un éxito en el primer
experimento;

I B consiste en la ocurrencia de un éxito en el segundo.
De esta forma

A = {(ω1, ω1), (ω1, ω2)}, B = {(ω1, ω1), (ω2, ω1)}.

Veamos que los sucesos A y B son independientes.



En efecto, tenemos

I P(A) = p2 + pq = p(p + q) = p,

I P(B) = p2 + pq = p.

I Como AB = {(ω1, ω1)}, resulta que
P(AB) = p2 = P(A) P(B),

I Se verifica la definición de sucesos independientes.

I Se puede probar que también son independientes los
sucesos A y B, A y B, A y B.

I De esta forma, en una serie de dos experimentos
independientes, los resultados correspondientes a cada
uno de los experimentos son sucesos independientes.



n experimentos independientes

I Consideremos

Ωn = {ω = (ω(1), . . . , ω(n)) :

cada ω(i) es éxito ω1, o fracaso ω2 (i = 1, . . . ,n).}

I Ωn describe los resultados posibles de n experimentos,
que concluyen en éxito ω1, o fracaso ω2.

I Consideramos
An = P(Ωn).



Asignación de probabilidades

I Dado A ∈ An, le asignamos una probabilidad igual a la
suma de las probabilidades de los sucesos elementales
que lo componen.

I la probabilidad de cada suceso elemental Ωn se define:

I si ω = (ω(1), . . . , ω(n)) tiene m éxitos ω1 y n −m fracasos
ω2, le asignamos

P(ω) = pmqn−m.

I (Ωn,An,P), se denomina serie de n experimentos
independientes o Esquema de Bernoulli



Notación

I Designemos mediante µ(ω) la cantidad de éxitos
(componentes iguales a ω1) en ω

I Entonces
0 ≤ µ(ω) ≤ m.

I Introduzcamos la notación

Pn(m) = P({ω : µ(ω) = m}) = P(µ = m),

para m = 0,1, . . . ,n.

I En palabras, Pn(m) es la probabilidad de que ocurran m
éxitos en n experimentos independientes.



Distribución binomial

Proposición
Tiene lugar la igualdad

Pn(m) =

(
n
m

)
pmqn−m, (m = 0,1, . . . ,n). (1)

donde
(n

m

)
son las combinaciones de n tomadas de a n.



Demostración.

I Queremos calcular la probabilidad de que, al realizar n
experimentos, ocurran exactamente m éxitos.

I De acuerdo con nuestra definición, dicha probabilidad es
la suma de las probabilidades de los puntos ω que
componen el suceso {ω : µ(ω) = m}.

I Un punto perteneciente a este suceso es, por ejemplo,

ω = (ω1, . . . , ω1︸ ︷︷ ︸
m

, ω2, . . . , ω2︸ ︷︷ ︸
n−m

),

que corresponde a la ocurrencia de éxitos en los m
primeros experimentos, y fracasos en los n −m restantes.

I Este punto tiene una probabilidad igual a pmqn−m.



I Más aún, todos los puntos con exactamente m éxitos
tienen asignada esta misma probabilidad, dado que las
probabilidades de los sucesos elementales no dependen
del lugar en la serie que ocupan los experimentos en que
ocurren los éxitos,

I Resta entonces saber, cuantos son los puntos que
componen el suceso {ω : µ(ω) = m}.

I Esta cantidad es igual a la cantidad de formas de distribuir
m objetos (los éxitos ω1) en n lugares (las n componentes
del punto ω), siendo por ésto igual a

(n
m

)
.

I En conclusión, se obtiene Pn(m) =
(n

m

)
pmqn−m,

concluyendo la demostración.



Observación
Tenemos

n∑
m=0

Pn(m) =
n∑

m=0

(
n
m

)
pmqn−m = (q + p)n = 1.

Esta igualdad muestra que la asignación de probabilidades es
correcta (es decir, se verifican los axiomas de la sección 1.2).

Observación
Decimos que la fórmula

Pn(m) =

(
n
m

)
pmqn−m, (m = 0,1, . . . ,n)

es la distribución de probabilidades binomiales.



Escrito en el año 1713 (en idioma latı́n)



Algunas consecuencias:

I La probabilidad de que ocurran n éxitos en n experimentos
independientes es igual a pn;

I la de que ocurran n fracasos, igual a qn.

I Son los casos m = n y m = 0 respectivamente.

I La probabilidad de que ocurra por lo menos un éxito en n
experimentos independientes es 1− qn, como resulta de
aplicar la propiedad P(A) = 1− P(A).



Ejemplo

Calcular la probabilidad de que en 5 tiradas consecutivas de
una moneda, aparezca cara: (a) 5 veces; (b) ni una vez; (c) por
lo menos una vez.

Solución

I Las 5 tiradas consecutivas son una serie de 5
experimentos independientes,

I Suponiendo que la probabilidad de obtener una cara
(éxito) es igual a 1/2, obtenemos:

(a) P5(5) = (1/2)5 = 1/32;

(b) P5(0) = (1− 1/2)5 = 1/32.

(c) Por lo anterior, la probabilidad de que aparezca cara por lo
menos una vez, es 1− 1/32 = 31/32.



Ejemplo

Se realiza una serie de tres disparos, con una probabilidad de
acertar en el blanco igual a 1/3. Calcular la probabilidad de
que:

(a) dos veces se acierte en el blanco;

(b) por lo menos una vez se acierte en el blanco.

Solución
Con p = 1/3, tenemos:

(a) P3(2) =
(3

2

)
(1/3)2(1− 1/3)3−2 = 2/9.

(b) 1− P3(0) = 1− (1− 1/3)3 = 1− 8/27 = 19/27.



Ejemplo

En determinadas condiciones de producción, la probabilidad
de que un cierto artı́culo resulte defectuoso es igual a 0,02.
Calcular la probabilidad de que en 10000 artı́culos elegidos al
azar, resulten:

(a) 230 defectuosos;

(b) a lo sumo 230 defectuosos.



Tenemos una serie de n = 10000 experimentos
independientes, con probabilidad de éxito (artı́culo resulte
defectuoso) p = 0,02. Entonces

(a) P10000(230) =
(10000

230

)
(0,02)230(0,98)9770,

(b) El suceso es {ω : µ(ω) ≤ 230}. Sumamos las
probabilidades de los sucesos

{ω : µ(ω) = m} (m = 0, . . . ,230).

(incompatibles dos a dos)

P(µ ≤ 230) =
230∑

m=0

(
10000

m

)
(0,02)m(0,98)10000−m.



I Las expresiones que hemos obtenido en el ejercicio
anterior, sin lugar a duda, son difı́ciles de calcular
numéricamente.

I Esto muestra la importancia de conocer fórmulas que
aproximen a estas cantidades, y permitan hacer los
cálculos hasta el final.

I Estas fórmulas aproximadas son las proporcionadas por
los teoremas lı́mites de De Moivre–Laplace,



Sobre los teoremas lı́mites en probabilidad

Figura: Del prefacio del libro “Distribuciones lı́mites para sumas de
variables independientes” de 1949 de B. Gnedenko y A. Kolmogorov.



Traducción

I En la construcción formal de un curso de teorı́a de la
probabilidad, los teoremas lı́mites aparecen como una
especie de super-estructura sobre los capı́tulos
elementales en los que todos los problemas tiene un
carácter finito, puramente aritmético.

I En realidad, sin emabrgo, el valor epistemológico de la
teorı́a de la probabildad se revela únicamente mediante
los teoremas lı́mites. Más aún, sin teoremas lı́mites es
imposible comprender el contenido real del concepto
primario de todas nuestras ciencias – el concepto de
probabilidad.



I De hecho, todo el valor epistemológico de la teorı́a de la
probabilidad se base en esto: los fenómenos aleatorios en
escalas largas en su acción colectiva producen una
regularidad no aleatoria, estrictamente.

I El concepto mismo de probabilidad matemática serı́a
infructuoso si no encontrara su realización en la frecuencia
de ocurrencia de sucesos bajo repeticiones de larga
escala en condiciones uniformes (una realización que es
siempre aproximada y no completamente confiable, pero
que se convierte, en principio, arbitrariamente precisa y
confiable cuando el número de repeticiones aumenta.



Densidad y distribución Normal o de Gauss

Figura: Carl Friedrich Gauss (1777-1855)



Se define la densidad normal con parámetros (a, σ), donde a y
σ > 0 son números reales, mediante la fórmula

p(x) =
1

σ
√

2π
e−(x−a)2/(2σ2) (2)

Se demuestra que∫ ∞
−∞

1
σ
√

2π
e−(x−a)2/(2σ2)dx = 1 para x real. (3)

con el cambio de variable u = (x − a)/σ la identidad∫ ∞
−∞

e−u2/2du =
√

2π.

Ojo:
∫

e−u2
du no tiene primitiva elemental.



Propiedades

I p(x) tiene un único máximo en el punto x = a (en donde
p′(x) = 0) y p(a) = 1/(σ

√
2π);

I se verifica p(x) 6= 0 para todo x real,

I limx→−∞ p(x) = limx→+∞ p(x) = 0.

I La recta x = a es eje de simetrı́a de la curva y = p(x).

I Derivando, se ve que en x = a± σ, presenta puntos de
inflexión.



Observaciones

I Si variamos a con σ constante, el gráfico se traslada sin
cambiar de forma.

I Con a y σ1 < σ2, los gráficos respectivos presentan
máximo en el mismo punto x = a, con valores máximos
diferentes 1/(σ1

√
2π) > 1/(σ2

√
2π). Teniendo en cuenta,

que el área bajo cada uno de los gráficos de las
densidades p1(x) y p2(x) es igual a 1:



Cálculo de probabilidades

Como el área total bajo la campana es uno, p(x) se usa para
calcular probabilidades de un experimento de resultado X que
es un número real (es decir, Ω = R):

P(a < X ≤ b) =

∫ b

a
p(x)dx .

En particular

P(X ≤ x) =

∫ b

−∞
p(x)dx .

y

P(X ∈ R) =

∫ ∞
−∞

p(x)dx = 1.

Este es nuestro segundo modelo con resultados Ω no
numerable. X se llama variable aleatoria normal o gaussiana.



Distribución de Gauss

La función F (x)

F (x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e−(t−a)2/2σ2

dt ,

se llama distribución normal con parámetros (a, σ).



Distribución normal estándar

Si a = 0 y σ = 1 obtenemos la distribución normal estándar.
La densidad es

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2. (4)

Se designa

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt .

Las funciones ϕ(x) y Φ(x), relacionadas por la igualdad
Φ′(x) = ϕ(x) están tabuladas.



Estandartización

Estandartización es el pasaje de una normal (a, σ) a una
estándar.
Las fórmulas son

F (x) = Φ
(x − a

σ

)
, p(x) =

1
σ
ϕ
(x − a

σ

)
, (5)

válidas para todo x real.



Casos particulares importantes
Dada una distribución normal con parámetros (a, σ), se tienen
las siguientes probabilidades, que aparecen usualmente en
aplicaciones estadı́sticas:

P(a− σ ≤ X ≤ a + σ) = 0,68
P(a− 1,96σ ≤ X ≤ a + 1,96σ) = 0,95

P(a− 3σ ≤ X ≤ a + 3σ) = 0,997

En el gráfico ??, el área de la figura delimitada por el gráfico de
la función p(x), el eje Ox , y las rectas x = a− 1,96σ y
x = a + 1,96σ, representa el 95% del total del área entre la
gráfica y el eje Ox (que es igual a 1).
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