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Figura: Jacob Bernoulli (1654-1705) Basilea, Suiza.
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Esquema de Bernoulli

» El espacio de probabilidad es
Qp = {w= (", ... .
cada w!) es éxito wy, o fracaso wy (i = 1,...,n).}
» La o-algebra es P(Qp)
» la probabilidad de cada suceso elemental
P(w) = pq"".

donde k es la cantidad de éxitos de w



Distribucidon binomial

» u(w) es cantidad de éxitosenw (0 < p(w) < m.)

» Tenemos un teorema que prueba que

Po(k) = Pl =) = () """

param=0,1,...,n.



Estadistica: estimacion de p

Problema: Observamos los resultados de un esquema de
Bernoulli con n experimentos. Desconocemos p € (0,1). Nos
proponemos estimar el parametro p. Mas precisamente:

» Sabemos que observamos un esquema de Bernoulli

v

Observamos una realizacion w. En particular sabemos
(w)

v

Desconocemos p € (0, 1)

v

¢ Como podemos calcular (o al menos aproximar) p?

» una propuesta intuitiva es tomar:



Estimaciéon de maxima verosimiltud

s p(w)
p n

¢, Podemos dar un fundamento a esta intuicion?

La propuesta es: Calculemos la probabilidad de la observacién
wy elijamos el p que haga maxima esa probabilidad. Tenemos

> P(w,p) = p“q"*

» Ahora conocemos k pero desconocemos p (por eso
escribimos la probabilidad como funcién de p).

» Resolvemos el problema

max P(w, p) para p € (0,1)



Hagamos las cuentas

» El maximo de P(w, p) es el mismo que el de log P(w, p).
Tenemos entonces

{(p) = log P(w,p) = log p"q" ¥ = klogp + (n — k) log g

» Derivamos

» Operando: k(1 —p)—p(n—k)=k—kp—pn+pk=20

» De aqui:

. kK . . .
b= = es el estimador de maxima verosimilitud.



Repasando

» Tenemos una estrategia de estimacion, la maxima
verosimilitud (maxima “creencia”)

» Calculamos la probabilidad de obtener la muestra que
observamos, como funcién del parametro (p en este caso)
a estimar

» Calculamos el maximo de esa probabilidad como funcién
dep

» Obtenemos el estimador de maxima verosimilitud p.

» El sombrero 0 se usa para indicar que se esta estimando
un parametro 6 desconocido.



Conclusion

v

En probabilidades tenemos un espacio
(Q,A4,P)

con P conocida.

v

A partir de esto calculamos probabilidades de sucesos
que nos interesan. Después ocurre el azar (experimento)

v

En estadistica los experimentos se realizan primero,
surgen datos, el w, pero se desconoce P

v

Con esos datos se estima la probabilidad P



Paseo al azar y triangulo de Pascal

» Consideremos una particula que se desplaza, en cada
paso (unidad de tiempo) una unidad de distancia para
arriba o para abajo al azar.

» Este azar consiste en subir con probabilidad p y bajar con
probabilidad q, nUumeros positivos que suman uno.

» Cada paso se realiza en forma independiente.
» Llamamos paseo al azar a dicho movimiento.

» El caso p = g = 1/2 se denomina paseo al azar simétrico.



Un paseo al azar

-1

Figura: Una trayectoria del paseo al azar



Propiedades

» En npasos la particula puede recorrer 2" caminos
diferentes

» Nos interesa saber la cantidad de caminos diferentes que
conducen a una altura determinada en una cantidad de
pasos dada.

» En general: para el primer paso tenemos dos caminos,
uno que sube y otro que baja.



» En el segundo paso, de los cuatro caminos que se
obtienen (22), tenemos uno que llega a una altura 2, otro
que llega a —2, y dos caminos que llegan al nivel cero.

» La cantidad de caminos que llegan a los niveles —3,—1,1y
3 en tres pasos se obtienen sumando los caminos que
llegaban en dos pasos a los niveles ubicados una unidad
mas arriba y una mas abajo, porque precisamente de esos
niveles llegamos en un paso mas hasta el nivel indicado.



Si representamos estas cantidades en una tabla obtenemos el
triangulo de Pascal:

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 + 5 1



Regla de formacion del triangulo de Pascal

» cada linea se obtiene de la superior sumando los dos
nuameros que se encuentran arriba a la derechay a la
izquierda (asumiendo un cero cuando no hay numero): por
ejemplo 15 =5+ 10.

» Segun vimos, para una fila dada, por ejemplo la ultima
(pongamos n = 6), estos numeros cuentan la cantidad de
caminos posibles por los que la particula llega a las
diferentes alturas en 6 pasos.



» Como la cantidad total de caminos que puede seguir la
particula es 2%, tenemos que

1+6+15+20+15+6+1=2%=164,
como se verifica también sumando.

» El triangulo es simétrico (porque es simétrico el paseo si
cambiamos arriba por abajo en su construccion).



» Resulta ademas, que las combinaciones de n tomadas de
a m coinciden con el nimero que aparece en en m-€simo
lugar de la n-ésima fila del triangulo de Pascal.

» Esto resulta de observar, que, numerando de 1 a nlos
pasos, para contar cada camino que sube en m pasos,
tenemos que elegir los m momentos de subir de esos n
numeros, correspondiendo a cada eleccion un subconjunto
de m elementos del conjunto {1,2,..., n} de pasos.



Propiedades

» Como consecuencia, de la simetria del triangulo de Pascal
resulta que
erv = Cg—m

la igualdad de las combinaciones complementarias,

» Ademas
ch=cit+cpt

la formula de Stieffel de las combinaciones, que es la regla
de formacion del triangulo.



Calculo de probabilidades

» Como las elecciones en cada paso son independientes, si
designamos mediante k a la cantidad de veces que la
particula sube, tenemos para un camino individual que
sube k veces (y por lo tanto baja n — k veces) una
probabilidad de pkq"—X.

» Si Py(k) es probabilidad de subir k veces en n pasos (la
altura es 2k — n) tenemos

Pn(k) = (:)p"q”"‘-

» En conclusién, tenemos la distribucion binomial del
Esquema de Bernoulli.



Ley de los grandes numeros de Bernoulli

» Supongamos que repetimos un experimento con dos
resultados posibles que denominamos éxito y fracaso

» Designemos mediante p la cantidad de éxitos.

» Esto incluye el caso particular de tirar una moneda n
veces y contar la cantidad de veces que obtenemos cara.



» Queremos estudiar, para valores grandes de n, el
comportamiento del cociente 1/ n, es decir, de la
frecuencia de éxitos.

» Este comportamiento viene dado por el siguiente
resultado, obtenido por J. Bernoulli, aparecido en 1713.

» Se fundamenta la intuicion, que dice que la frecuencia
asintotica de los éxitos es p. En el caso de tirar una
moneda, esta intuicion dice que, “aproximadamente, la
mitad de las veces aparce cara”.



Teorema de Bernoulli. Ley de los grandes numeros

Teorema

Dados « > 0, n > 0, numeros arbitrariamente pequenos, existe
un numero natural ng tal que, para todo n > ng,

P ((hsl<2)=1-0
En palabras,

» dado ¢ > 0 la probabilidad de que la diferencia entre la
frecuencia observada = y p sea menor que ¢ es
arbitrariamente cercana a 1 cuando n es suficientemente
grande.



Para demostrar este teorema, recordando que
n n
Y Pa(k) =) Cip'q" " =1, (1)
k=0 k=0
obtenemos primero dos férmulas auxiliares

Lema
Valen las siguientes identidades:

> " kPa(K) = np, 2)
k=0

n
> " K2Py(k) = rp® + npg. (3)
k=0



Demostracion
Comencemos con la primer férmula. Tenemos

n n n
_ _ n! K n—k
> KkPa(k) = KkPn(k) = kmp q"
k=0 k=1 k=1
n

n! e
- kz_; (e CELEA

D
:npz(k—(q)!(n)—k)!pk at

1
_n — (=D 4k
- pzk!(n—k)!p 9
k=0

n—1
— npz Clr(7—1pkf1qnfk = np,
k=0



donde utilizamos (1) para n — 1 de la cual obtenemos que
r—s Ca=1 = 21 Transformemos ahora la segunda férmula:

Zr’: k2Pp(k) = i k(k —1+1)Py(k)
k=0 k=0

n

= KkPa(K) + > _ k(k — 1)Pa(K).
k=0

k=0

El primer sumando es el que acabamos de calcular. Con el
segundo procedemos de forma analoga, simplificando los
factores ky k — 1. En efecto



n! e
(k—2)l(n— k)lpkq '

_n(n_1)p Z k (’27) (5) k) pk 2qn k

= n(n—1)p Z—k, ,(7 22) P

= n(n—1)p Z Cp2pfq" 2 = n(n—1)p?,
k=0



En la férmula anterior utilizamos que

n—-2

Z Clr(772pkqn—2—k -1
k=0

En conclusién
n
> K2Pn(k) = np+ nPp? — np? = n°p? + npq.
k=0

Esto concluye la demostracion del lema.



Demostracion del Teorema

Comencemos observando que los dos sucesos |% — p\ <&,
£ p\ > € son contrarios, por lo que

JCUEERRICRES
Segun la regla de la suma de probabilidades, tenemos
JER SR X0

donde la suma abarca todos los k tales que \% —p| > e. Para
estos valores de k se verifica también

G,



Basados en esta ultima desigualdad, obtenemos

2
(:-7)
7] n
P(lb-sl=) <3 rtn
donde la suma se extiende a los mismos valores de k que
antes. Es claro que al sumar en todos los valores de k desde 0
a n, obtenemos un resultado mayor.



En consecuencia

k

(o) <32

2
— p n
v ) - 2 > (knp)*Pa(k)
k=0

k=0
1 n n n
- [Z K2Po(K) —2np " KPa(k) + MPp? Y Pn(k)}
k=0 k=0 k=0
1 2,2 2.2 2 2 Pq
= [P+ npq —2mp° +p°] =

En los ultimos célculos utilizamos las formulas (1), (2) y (3).
Concluyendo

SR RO CE  EORIY- A

Esta desigualdad demuestra el teorema.



Aplicacion

Nos interesa calcular la probabilidad de que entre 400 ninos
que nacen, la la cantidad de varones se desvie del valor que se
espera, que es 200, en no mas de 20. Solucion Aplicamos el
ejemplo anterior, suponiendo la probabilidad de nacimiento de
un varén igual a 1/2, y u cuenta la cantidad de varones que
nacen, con un total de n = 400 nacimientos. Tenemos que
calcular

w1 20)

P:P(‘u—200‘<20):P<‘E—§ <=



Dado que el calculo numérico de esta probabilidad es dificil,
utilizamos la cota (4) obtenida en el teorema. Tenemos
e =20/400 = 1/20, y obtenemos

1 1
N T S _3/4.
Pzt 4n2e? 1 4 x 400 x (1/20)2 3/

Un célculo aproximado, pero mas preciso, establece que
P~ 0,95.



Consecuencias en estadistica del Teorema de
Bernoulli

» Consideramos el problema de estimacion de p a partir de
una muestra que observamos: w.

» El estimador de maxima verosimilitud de p es, segin

vimos
.k
p_n

» El teorema de Bernoulli establece que

P(‘b—p‘>s)§§—;—>no.



» También decimos que
p converge en probabilidad a p,

cuando ocurre el resultado anterior, y se escrible

P P
p— p, cuando n — oo

» En estadistica se dice que

p es es un estimador insesgado de p.
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