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Teorema de Bernoulli. Ley de los grandes numeros

Teorema
Dados ¢ > 0, n > 0, numeros arbitrariamente pequenos, existe
un numero natural nqg tal que, para todo n > ng,

(-5 <c) 1

Mas precisamente

(A > < 2 < g0

Figura: El maximo se daen p = 1/2 y vale 1/4.



Desigualdad de grandes desvios para el Esquema de
Bernoulli

» Consideremos un esquema de Bernoulli con n
experimentos, probabilidad de éxito p, 0 < p < 1,y

g=1-p.
» Esperamos que p/n ~ p.

» Nos interesa encontrar una cota para la probabilidad de
que la frecuencia u/n se desvie de el valor que esperamos
p en una cierta cantidad.

» Elegimos 6 = p+¢ > py acotamos

P(%zé).



Cota superior de la probabilidad en grandes desvios

Veamos Para acotar elegimos 6 > 0 auxiliar. Haremos una
cuenta parecida a la demostracion del Teorema de Bernoulli (el
truco del 1):

eek

S e%n
para k > né. Tenemos:

P(% 25) =S Pu=k=3% 1<Z>pkq”_k

k>né k>nd
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n
P (% > 5) < e&én/;eek <:>pkan
n

_ efezsnz (Z) (pe’)<q"*

k=1
—oon <pe + q) (Binomio de Newton)

_ g fongn log(pe®+q)

= exp (—n [05 — log (pe‘) + q)D .



Consideramos entonces la funcién (auxiliar también):
£(0) = 65 — log (pe9 + q) :
Lo que obtuvimos es
7!
P (E > 5) < exp (—nf(0)).

y elegimos # para maximizarla, lo que nos va a dar la mejor
cota con esta metodologia.



Derivamos
pe’

f'(6) =6 — :
() pe? 1 g

de donde el maximo se da en
0% =log(éq/(1 — &)p),
y el valor maximo f'(6*) (después de algunas cuentas) es

5 14
H(3) = dlog — + (1 — &) log ——.
(%) 95+ (1—=0)log—

Observemos que H(p) = 0, la cota nos da uno (es una cota no
informativa). Pero para 6 > p obtenemos una acotacién util



Cota de Grandes desvios

Teorema. Para un esquema de Bernoulli, dado § > p se tiene
la desigualdad de grandes desvios:

o(tz) <omo

Observemos que de la desigualdad obtenida, si tomamos
logaritmo

log P ( 6) < —nH(9),

y si dividimos por n'y tomamos limite superior

limsup — Iog P ( > 5) < —H(9).

n— oo



Cota inferior del intervalo

» Queremos acotar la frecuencia por valores menores:

I
frd —_ <7
T=P-es g

» Asi tenemos acotada la probabilidad de que

R



v

v

v

v

Para v < p, queremos acotar

r(4<7)

Estrategia: jconvertir los fracasos en éxitos!,

Contamos

fi=n—p.

tenemos un esquema con probabilidad de éxito q.



Tenemos
P(357) =P (1521

R

donde H se obtiene de H cambiando p por q, es decir

1-9

H(a):alogg+(1 —4)log = H(1 —9),

y la cota es

P (L <) <em(-nH()).



Teorema de Grandes Desvios

Teorema. Para un esquema de Bernoulli con probabilidad p de
éxito, se tiene

P<’N—p‘ >5) —P( >p+£)+P< <p—£)
< exp(—nH(p+¢)) +exp(—nH(p —¢)).
En el caso simétrico, obtenemos

P (

% _ ;’ > 5) < 2exp (—nH(e))

donde

H(e) =(1/2 —¢)log(1 —2¢) + (1/2 + ) log(1 + 2¢)



Cota inferior de la probabilidad en grandes desvios

Obtuvimos

limsup — Iog P ( > 5) < —H(9).

n—oo

Veamos que este limite superior es efectivamente un limite.
Acotamos inferiormente con k = [nd] + 1:

P(L>06)=P(u=kK)=Cp"(1-p)™*.
de donde

- Iog P ( > 5) —log (C,’(’pk(1 — p)”*k> .



Férmula de Stirling

Teorema
. n!
im —— =1
n—oo \/2rn(n/e)"

O en forma equivalente

n n
n' ~+v2rn (5> , cuando n — oo



Idea de la demostraciéon

n
logn! =log1+1log2+---+logn=" logn.
k=2

Tenemos ademas (recordar la prueba del criterio integral)




De aqui
n
Iogz+-~-+log(n—1)§/ log xdx <log2+---+logn+logn
1
Es decir
n n+1
/Iogxdx§I092+---+Iogn§/ log xdx
1 1

Ademas N
/ log xdx = nlogn—n+1
;

Calculemos

n
ef1n|09XdX _ enIogn—n-H _ enlogne—ne: ne "e—=e <g>



Tomando exponencial en la desigualdad de arriba, obtenemos
n+1 n
() mee(s) e("51) (")
e e e e
n+1\" /n+1 m" /n+1
-o(%) (%) e (' ()
n n
<(n+1e(g)
basado en la desigualdad
n n n+1
<1+1> _ <n+1> <e< (n+1>
n n n
Esto no prueba la equivalencia pero da una idea del

crecimiento. El crecimiento exacto, que esta entre ey e(n+ 1)
es

2mn.



Usemos entonces la férmula de Stirling para el factorial:
n n
| ~ b
n! 2mn <e>
Habiamos establecido, con k = [nd] + 1, que
1IogP( >5> 1Iog (Ckp (1-p)™ k).

La cuenta es:
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Primero vemos que

k  [nd] +1
—_ —
n n

La cuenta, tomando logaritmo es:
1 n—k
~log (Crpk(1 - p)")
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En vista de (1), obtenemos la velocidad de los grandes desvios
en el esquema de Bernoulli:

jim 1 log P (% > 5) = —H(5). (1)

n—oo N



Comparacion de las cotas de Bernuolli y de grandes
desvios

La idea central de las acotaciones es acotar el error de la
estimacion i

n~P
Para eso se asume un error ¢ tolerable y se estudia la
probabilidad de cometer un error mayor, es decir la

probabilidad
STRLED

La cota de Bernoulli fué obtenida en 1713, mientras que el
teorema de grandes desvios, en una forma mas general que la
presentada, fue obtenido por Cramér en 1936. En la Figura 24
vemos el error de ambas férmulas como funcion de n para

e =0,05.



Tenemos
H(1/2+0,05) = H(0,55) = 0,45l0g0,9+0,55log 1,1 = 0.005.
Las cotas de Bernuolli y de grandes desvios son entonces

1 100

B(n) = 20,0520 = 0

GD(n) = 2exp(—0.005n).

T T T T
200 400 600 800 1000



Simulacion de un paseo al azar

Habiamos definido un paso al azar como el movimiento de una
particula en los enteros, correspondiente a un esquema de
Bernolli:

» Empezamos en x = 0.

» Si el primer experimento es un éxito, movemos una unidad
a la derecha,

» Si el primer experimento es un fracaso, movemos una
unidad a la izquierda,

» Si asi llegamos a x, pasamos a x + 1 con probabilidad p y
a x — 1 con probabilidad q



Simulacion
Hay muchas formas de simular un paseo al azar. Nosotros
vamos a hacer la mas parecida al te6rico Para eso

» Cargamos el paquete purrr escribiendo
>library (purrr)

» 0 podemos hacerlo en la ventana de paquetes del R studio

Files Plots Packages Help Viewer
Install @ Update purrr
Name Description Versi..
v purrr Functional Programming Tools 0.3.3

» ahora podemos simular un vector con los resultados de n
experimentos de Bernoulli con probabilidad de éxito p,
escribiendo

» n=100
p=0.5
experimentos=rbernoulli (n,p)



» Sivemos que hay en experimentos, obtenemos

> experimentos

[1] TRUE TRUE F
[15] TRUE TRUE F
[29] TRUE TRUE F
[43] TRUE TRUE
[57] TRUE FALSE
[71] FALSE FALSE F
[85] TRUE FALSE
[99] FALSE FALSE

ALSE FALSE FALSE
ALSE TRUE TRUE
ALSE FALSE FALSE
TRUE FALSE FALSE
TRUE TRUE FALSE
ALSE TRUE FALSE
TRUE TRUE FALSE

TRUE TRUE
FALSE TRUE
TRUE FALSE
TRUE FALSE
FALSE TRUE FALSE
FALSE FALSE
FALSE FALSE

TRUE
TRUE
TRUE
TRUE

TRUE
TRUE

TRUE
FALSE
TRUE
FALSE
TRUE
TRUE
FALSE

FALSE
TRUE
TRUE
TRUE

FALSE

FALSE
TRUE

TRUE
FALSE
FALSE

TRUE
FALSE
FALSE
FALSE

» En realidad, TRUE es un uno, y FALSE es un cero. Por

ejemplo
> sum(experimentos)
[1] 51

» Ahora tenemos que pasar de ceros y unos a +1. La

formula es

y=2x-1,

x=0,1.

FALSE
TRUE
TRUE
TRUE
TRUE

FALSE
TRUE



» Entonces definimos
pasos<-2*experimentos-1

» Ahora tenemos que acumular los pasos. Recordemos que
empezamos desde x = 0. Para eso se utiliza el comando
cumsum, que aplicado a un vector produce las sumas
acumuladas. Sifuera una serie, produce las reducidas.
Ademas agregamos el cero. Tenemos
paseo<-c (0, cumsum (pasos) )

» En total, escribimos

n=100

p=0.5
experimentos<-rbernoulli(n, p)
pasos<-2*experimentos-1
paseo<-c(@, cumsum(pasos))

VV VYV VYV



» Ahora graficamos el paseo al azar mediante
plot (paseo):
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» Pero queremos embellecer nuestro dibujo



» Escribimos entonces
plot (paseo, type="1", 1wd=3,
col="violet",xlab = "Tiempo", ylab =
"Posicidén",main = "Paseo al azar")
abline (h=0, 1lwd=3)
abline (v=0)

» type="1" define las lineas continuas en vez de los
puntos, 1wd=3 aumenta tres veces el grosor del dibujo,
col el color del gréafico, x1ab, ylab son las etiquetas que
van en los ejes, main es el nombre del grafico,
abline (h=0) agrega el eje x, abline (v=0) agrega el
eje y.



El resultado:

Paseo al azar

Posicion

40

Tiempo

60

100




Posicion

20

-20

-30

Movimiento Browniano

Tiempo

Figura: jBuen fin de semana!
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