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Practico 5

1. Para cada una de las siguientes funcionales « : V' — k, encontrar un vector w tal que a(v) = (v, w)
para todo v € V.

a
b

) V=R3 a(z,y,2) = x — 2y + 4z, con el producto interno usual.

) V=C3 a(z,y,2) = 22 — x +i(3x + y), con el producto interno usual.

) V =Rsg[z], a(p) = p(0) + p/(1), con el producto interno (p,q) = folpq.

) V.= Mp(R), a(A) = tr(A) (la traza), con el producto interno (4, B) = 77", ai;bi;, siendo
A= (CLU) y B = (bU)

2. Sean V = C? con el producto interno habitual y W el subespacio generado por {(4,0,1)}. Hallar bases
ortonormales de W y de W. Hallar explicitamente Py, y P, 1 y verificar Py, + P,,. =1d.

o

d

3. Sea V un espacio con producto interno, W C V un subespacio y v € V. En los casos siguientes se pide:

= hallar W,
= hallar las proyecciones Py (v) y Py 1 (v);

s calcular la distancia de v a W.

a) V=R: W ={(z,y) € R?:y =4z}, v=(2,6), con el producto interno habitual.

b) V = C3, W es el subespacio generado por {(1,i,1 —1i),(i,1+4,2)}, v = (0,2i — 1,1+ i), con el
producto interno habitual.

¢) V=Rolx], W = Ry[z], p(x) = 4 + 3z — 222, con el producto interno (p,q) = folpq.

d) V = M(R), W es el subespacio de las matrices simétricas, v = (43 ), con el producto interno del
ejercicio 1d.

4. Sean W1 y W subespacios de un espacio con producto interno V. Probar
(Wi + Wo)t = Wit n Wyt Wit + Wyt ¢ (Wi n W)t
Probar que si V es de dimensién finita, entonces (W7 N Wa)+ = Wi + W3-

5. Sea V un espacio con producto interno y U, W subespacios de V.

a) Probar U C W implica W+ c U*.
b) Probar W C WL, Probar que si V es de dimensién finita!, entonces W = W+,

6. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno, W un subespacio de V y
T € L(V) tal que Tl =1Id y Wt C ker(T). Probar que T es la proyeccién ortogonal sobre W.

7. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno, W un subespacio de V y
v eV \ W. Probar que existe z € W+ tal que (v,z) # 0.

La hipétesis de dimensién finita es necesaria; ver el ejercicio 8.



8. Sea [?(R) el conjunto de las sucesiones reales (x,) tales que la serie Y. 22 converge. Escribimos
>, @2 a la suma de la serie.

a) Probar que [2(R) es un espacio vectorial real con las operaciones usuales
(T+Yn=2n+Yn, (A2)n = ATy,

para todo n > 0, donde x = (z,), y = (yn)-
b) Sean z,y € I2(R), z = (z,,), ¥y = (yn). Probar que para todo N > 0 vale

N 2 9] %)
(Z £ yn|> <> a2
n=0 n=0 n=0

Concluir que la serie Y z,, yp, es convergente.
¢) Probar que (z,y) := >_°° ;2 yp define un producto interno en (*(R), donde x = (z,,), y = (yn).
i n

d) Para cada i € N consideramos la sucesién 2@ = (a,y(f) ) definida por 29 =1 y 2P = 0, para

todo n # i. Sea W el subespacio de I2(R) generado por {z() : 4 =0,1,...}. Probar W ¢ W+,



