Universidad de la Reptblica
Facultad de Ciencias
Centro de Matematica

Algebra Lineal IT
Segundo semestre 2020

Prueba 3
1. (8 puntos)

Se considera la matriz A =

N DN W
N W N

2
2| € M3(R). Hallar D € M3(R) diagonal y @ € M3(R) ortogonal
3

tales que A = QDQ".

2. (9 puntos)
Sea ¢ la forma bilineal asociada a la forma cuadritica ® : R3 — R definida por

®(z,y,2) = 22% + y* — 4oy + 8xz + 6yz, V(z,y,2) € R>.
a) Aplicar el algoritmo de diagonalizacién para encontrar una base B de R? tal que Mp(y) sea una

matriz diagonal.

b) Clasificar la forma cuadratica @, es decir, indicar si es definida o semidefinida (positiva o negativa),
no definida, o no degenerada, justificando la respuesta.

3. (8 puntos)

Sea V' de dimensién finita y ¢ € Bilg(V') no degenerada. Sea ® la forma cuadrética asociada.

a) Probar que si u,v € V son tales que ¢(u,w) = ¢(v,w), para todo w € V, entonces u = v.
b) Sea B = {ei,...,en} una base p-ortogonal de V.
1) Probar ®(e;) # 0, para todoi=1,...,n.
2) Probar v =731, %?23)6“ para todo v € V.
c¢) Probar que si a € V*, entonces existe un tinico w € V tal que a(v) = (v, w), para todo v € V.




Solucion.

1. EsXa(t) = —(t—1)2(t—7). Operando obenemos E; = [(1,1,1)] y By = {(z,y,2) € R®: z+y+2z = 0}.
Aplicando Grahm-Schmidt (o a 0jo) se obtiene una base ortogonal de F; y normalizando obtenemos
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2. a) Es ¢ = Ba,con A = [-2 1 3]. Aplicando el algoritmo obtenemos D = Q!AQ, siendo
4 3 9
2 0 0 1 15
D=10 -1 0],Q=1[0 1 7|.Luego B=1{(1,0,0), (1,1,0), (5,7,1)}.
0 0 41 0 01

b) La forma es no definida porque hay entradas diagonales positivas y negativas en D y es no
degenerada porque en D no hay entradas diagonales nulas (luego su rango es maximo).

3. a) plu,w) =p(v,w), YvweV = opu-—v,w)=0,VweV = wu—veRad(p)={0}= u=no.
b) Sea B ={ei,...,e,} una base p-ortogonal de V.

1) Mp(p) = diag(®(e1),...,P(ey)). Como ¢ es no degenerada, entonces rango(yp) = n, lo cual
equivale a ®(¢;) # 0, para todoi =1,...,n.

2) v=>"ai;, =  pv,er) =ap®lex), Ve=1,....,n= a= plvel) gk =1,...n.

¢) Sea B = {ei,...,e,} una base p-ortogonal de V. Si existe un tal w, entonces w = Y - ; wggj)i)ei =

Dy gEZ’:%ei. Luego w = Y1, %E?%ei’ esto prueba la unicidad. Ademas

vleg,w) = ¢ (ek, Z g((zg €i> = Z gi:; oleg,e;) = aler), Vk=1,...,n.

i=1 =1

Luego la linealidad de v y de ¢ en su primera variable implican a(v) = ¢(v, w), para todo v € V.



