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Practico 9
En los ejercicios que siguen todos los espacios son de dimension finita.

1. Para cada uno de los operadores T' € L(V') y cada vector v € V', encontrar una base del subespacio
T-ciclico generado por v.

b) V=DMMR),T(X)=X"yv=(9}).
c) V=>MR),TX)=(33)Xyv=(75)
2. Sea
00 0 0 ap
1 0 . 0 0 al
o1 ... 00 as
00 ... 10 an—2
00 ... 01 an—1
donde ayg, a1, ...,a,_1 son escalares arbitrarios. Probar
Xa(t) = (=1)" (" —an1t" ' = —art—ag) .

Sugerencia: probarlo por induccién en n, desarrollando det(A — tI) por la primera fila.

3. a) Sea A € M,(k) tal que Xa(t) = (—=1)™" + ap_1t""' 4+ - -+ + ast® + a1t + ag. Probar que si A es
invertible entonces ag # 0 y

Al = ;—1((—1)’%"*1 +an 1 A" P 4 agA+arl).
0

Sugerencia: aplicar el teorema de Cayley-Hamilton.

b) Probar que si una matriz triangular superior es invertible, entonces su inversa también es trian-
gular superior.

Sugerencia: Notar que si A, B € M, (k) son triangulares superiores, entonces AB también lo es.
4. Calcular el polinomio minimal de las siguientes matrices.
4 —-14 5 3 01
<§;>, (éi), 1 -4 2], 2 2 2
1 -6 4 -1 0 1
5. Calcular el polinomio minimal de los siguientes operadores.

a) T:R? = R? donde T'(z,y) = (z +y,z — y).
b) T : Ro[z] — Re[z] donde T'(p(z)) = p'(z) + 2p(x).
¢) T : Mu(R) = M,(R) donde T'(X) = X.



Sugerencia: el iltimo caso se puede resolver sin hallar la matriz asociada al operador.
6. Determinar cuales de las matrices y operadores de los dos ejercicios anteriores son diagonalizables.
7. Probar que si T € £(R?) es diagonalizable y verifica T3 — 272 + T = 0, entones T es una proyeccion.
8. Sea T € L(V) que verifica T2 = T? y T* = T3 + T? — T. ;Es T diagonalizable?
9. Sea A € M, (k) una matriz invertible y m4(t) = t* 4 bp_1t*~* + -+ + byt + by su polinomio minimal.

a) Probar by # 0.

b) Sea p(t) un polinomio de grado r tal que p(A~!) = 0y p(0) # 0. Probar que r es mayor o igual
que el grado de m4(t). Sugerencia: notar que A"p(A~1) es un polinomio en A.

¢) Probar que los polinomios minimales de A y de A~! tienen el mismo grado.
d) Probar que el polinomio minimal de A=! es my-1(t) = %tkm,q(l/t).

10. Sea T € L(V) y W C V un subespacio T-invariante. Probar que el polinomio minimal de T'|y divide
al polinomio minimal de T

11. Sea T un operador en V. Sean W7 y Ws subespacios T-invariantes de V' tales que V = W7 & Whs.

a) Sean Xi(t) y Xa(t) los polinomios caracteristicos de Ty, v T'|w, respectivamente. Probar que
X1(t) X2(t) es el polinomio caracteristico de T'.

b) Sean mq(t) y ma(t) los polinomios minimales de T'|w, y T'|w, respectivamente. Probar que
mq(t) ma(t) se anula en T.

¢) Considerando el caso de T' € L(R3) definida por T(z,y,z) = (z + y,¥, 2), probar que en general
no es cierto que mj(t) ma(t) sea el polinomio minimal de 7.

Nota. Se puede probar que el polinomio minimal de 7" es el minimo comun multiplo de m1(t) y ma(t).

12. Sea A € M, (k). Probar que la dimensién del subespacio generado por {I, A A% } dentro de M, (k),
coincide con el grado del polinomio minimal de A.

13. Sea A € M, (k) como en el ejercicio 2. Probar
ma(t) =t" —ap—1 o —agt — ao.

Sugerencia: observar que si B = {e1,...,e,} es la base canénica de k™, entonces e; = A'~ley, para
todot=2,...,n.



