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1. Probar que todo natural mayor o igual a 2 es producto de primos.
2. a) Calcular Sob(6,2) y Sob(6, 3) (recordamos que Sob(m,n) es la cantidad de funcio-
nes sobreyectivas de un conjunto de m elementos en uno de n elementos).

b) Sea S =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. ; Cudntas relaciones de equivalencia pueden definir-
se en S que tengan 3 clases de equivalencia y tales que 1 y 2 no estén relacionados
y que 1y 3 silo estén?

3. Un &arbol se dice casi regular si todos los vértices que no son hojas tienen el mismo
grado. Sea T un arbol casi regular con n vértices.
a) Probar que para todo n > 1, existe un drbol casi regular con n vértices.
b) Probar que si n es impar, entonces T' tiene una cantidad par de hojas.

¢) Probar que si n—2 es primo, hay, a menos de isomorfismo, exactamente dos arboles
casi regulares con n vértices.



Solucién Agosto

1. Para n = 2 es claro. Supongamos que vale para todo natural £ < n, probémoslo para
n+ 1. Sin+ 1 es primo, ya estd. Si no lo es, entonces

n+1l=a-b, con2>a,b>n.

Por hipétesis de induccén a y b se descomponen en producto de primos, y por lo tanto
también n + 1.

2. a)

La cantidad de funciones de un conjunto de 6 elementos es 2. Quitdndole las
funciones constantes (que son las no sobreyectivas) tenemos Sob(6,2) = 26 — 2 =
62.

Razonando de manera ansloga, hay que quitar de 3° las funciones constantes y las
que tienen exactamente 2 elementos en su recorrido. Hay 3 funciones constantes y
3-20 funciones que tienen exactamente dos elementos en su recorrido. El resultado
es entonces

Sob(6,3) =35 —3(1+2%)=3(3°-1-25)=3-178 = 534.

Hay tres clases de equivalencia: la del 1, la del 2 y otra que llamaremos C' en las
que tenemos que colocar a los elementos del 4 al 9 (el 3 ya estd colocado en la clase
del 1). Tenemos que contar entonces la cantidad de funciones de {4,5,6,7,8,9} en
{[1], 2], *} que no dejen la clase C vacia, esto es 3% — 26 = 729 — 64 = 665.

Para n = 1,2,3 el tnico grafo conexo posible lo verifica. Para n > 4 el grafo
“estrella” tiene n — 1 hojas y un vértice conectado con todas ellas. Es por lo tanto
casi regular.

Combinando el lema de Handshaking, el hecho de que un arbol con n vértices tiene
n— 1 aristas, y la casi regularidad (suponiendo que tiene h hojas y que los vértices
que no son hojas tienen grado k), se tiene:

o —2=h+k(n—h).

El término de la izquierda es par. Si fuera h impar, entonces n — h es par (puesto
que n es impar), y como h es impar, se tendria que el término de la derecha es
impar. Por lo tanto h es par.

La igualdad de la parte anterior puede escribirse asi:
n—2=h(l1—k)+nk—-1)=(k—1)(n—h)

Si n — 2 es primo, se tienen dos posibilidades:
= k—1=1,n—h =n—2, que corresponde a k = h = 2, esto es un arbol con 2
hojas y tal que los vértices tienen grado 2. Esto es el grafo linea.
= k—1=n—-—2,n—h =1, que corresponde a h = k =n — 1, esto es un arbol
estrella con n — 1 hojas y un vértices conectado con todas las demas.



