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10.

. Se considera el grupo diedral D,, = (p,0) en el cual p" = 0% =id y po = op™~'. Probar p'o = gp" !,

. Sea G un grupo y g € G un elemento de orden impar. Probar que existe k € Z* tal que g = (g
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Practico 1

. Sea G = {a+b/2: a,b € Q} C R. Probar que G con la suma es un grupo. Probar que el conjunto

G* ={z € G: x # 0} con el producto es un grupo.

.SaG={zxeR: 0<z<1}. Siz,ye€ G, definimos zxy =x +y — [z + y|, siendo [a] la parte entera

de a € R. Probar que * estd bien definida y que con esta operaciéon G es un grupo.

l

l=0,...,n—1. Probar que si n es par, entonces p”/za = ap"/2, para todo o € D,,.

. Probar que si G es un grupo tal que g> = 1 para todo g € G, entonces G es abeliano.

2)76‘

. Sea G un grupo y g, f € G. Probar

g7 =1gl, |afg | =1f, lgfl=Ifgl-

a) En el grupo GL2(Q) se consideran a = (9 ') y b= (% ). Probar |a| =4, [b| =3y |ab] = <.

b) Dar un ejemplo de un grupo G y a,b € G tales que |a| = |b| = 00, b # a~! y |ab| < cc.
Sugerencia: considerar G = Zo ® 7Z.

. Probar que si un grupo G contiene dos elementos g, f que conmutan entre si y sus 6rdenes son finitos,

entonces gf tiene orden finito. Si ademds sus érdenes son primos entre si, probar |gf| = |g| | f].

. El grupo de los cuaternios @ es el subgrupo de GL2(C) generado por a = (_01 (1)) y b= (9 6)

a) Probar ba = a3b, a®> = b? y a* =1, siendo 1 la matriz identidad.
b) Probar Q = {1,a,a?,a,b,ab,a?b,a®b} y que Q es un grupo no abeliano de orden 8.

c¢) Hallar los subgrupos (a), (b) y (ab) en términos de la descripcién anterior de Q).

Hallar los érdenes de todos los elementos de @@ y de Dy. Concluir que @ y D4 no son isomorfos.



11. Sea G un grupo finito de movimientos del plano. Probaremos que G es un grupo ciclico o diedral.

a) Sea p € R? un punto arbitrario. Consideremos ¢ = ﬁ > pec P(P)-

1) Probar que si ¢ € G, entonces 9(c) = ﬁ Z%GW"P)@)» siendo o = 1) o .
2) Deducir ¢(c) = ¢, para todo ¢ € G.

Sugerencia. Para la primera parte, recordar que si ¢ € M, entonces existen tinicos w € R? y
Yo : R? — R? operador ortogonal tales que ¥(v) = o (v) +w, para todo v € R2. Luego notar que
para cada 1 € G vale {¢yp: ¢ € G} =G.

b) Concluir que G estd formado solo por rotaciones o simetrias axiales.

¢) Supongamos que en G solo hay rotaciones. Sea H = {# € R: p.g € G}. Probar H es un subgrupo
de R y que H no es denso en R. Deducir!que existe a € R tal que H = aZ. Observando 27 € H,

concluir G = <pC 2i>, para cierto n € Z*.

d) Supongamos ahora que G contiene alguna simetria axial o. Por la parte anterior sabemos que si
G4+ = GN M, entonces existe n € Z4 tal que G4 = (p), siendo p = p, 2«

1) Probar G = (p, o). Sugerencia: observar que si ¢ € G\ G, entonces ¢o € G.
2) Concluir que G es el grupo diedral D,,.

12. Probar que si H es un subgrupo del grupo diedral D,,, entonces H es ciclico o es un grupo diedral.

1Usar que todo subgrupo de R es de la forma aZ o es denso en R.



