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1. Introduccidn

Estas son notas del curso Laboratorio Il en la edicion del afio 2021 elaboradas por el
docente responsable. Dada la modalidad de curso a distancia, he resuelto sustituir las
experiencias originalmente planificadas para el curso por un laboratorio virtual de ondas. Para
ellos nos vamos a basar en la resolucién de la ecuaciéon de ondas mediante el método de
diferencias finitas (DF). Comenzaremos por introducir el método DF en una dimensién para
luego resolver problemas sencillos que tienen solucién analitica. De esta forma, podremos
comparar la solucidon numeérica con la solucidn analitica para ver las ventajas y desventajas del
método. Mas adelante extenderemos el método para resolver problemas de propagacién de
ondas en 2D. Finalmente haremos un proyecto relacionado a la inversién temporal de ondas. El
objetivo es estudiar la calidad de la focalizacién obtenida mediante la inversiéon temporal en
diferentes condiciones tanto del medio de propagacién como del reacondicionamiento de las
sefiales.

Debemos tener en cuenta que con esta planificacién del curso y con la realizacion del
proyecto propuesto no se cubre una parte importante del objetivo inicial del curso relacionado
por un lado a la manipulacidon de instrumental de laboratorio y por el otro a entender las
diferencias que existen entre el modelado fisico de un problema y la experiencia realizada. Esto
incluye los errores asociados a los instrumentos y al montaje experimental como también a su
propagacion hasta el resultado final. También al disefio del montaje experimental para que las
condiciones de medida sean acordes al modelo fisico planteado o, por el contrario, profundizar
los modelos para que tomen en cuenta las condiciones experimentales cuando esto sea posible.
Sin embargo, dadas las circunstancias excepcionales en que realizaremos este curso, entiendo
que los objetivos anteriores fueron tratados en cursos anteriores de laboratorio y que los
estudiantes que participan en esta edicién de Laboratorio Il deberan, en todo caso,
complementarlos en el futuro.

Por otro lado, entiendo que podemos cubrir el resto de los objetivos del curso con la
planificacién actual. Estos son: la elaboracién de informes que permitan comunicar los
resultados obtenidos en forma clara y concisa. La revisidn por pares de los informes elaborados
por otros compafieros del curso. Uso extensivo de herramientas de programacion y tratamiento
de datos. La realizacion de un proyecto que implique profundizar el estudio de uno de los temas

del curso realizando una busqueda bibliografica previa, el modelado fisico del problema, la
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realizacion de una “experiencia” cuyos resultados permitan profundizar el analisis del modelo
para finalmente obtener conclusiones y delinear sugerencias para trabajos futuros. Con la
planificacién actual de laboratorio virtual, estimo que la cantidad de horas dedicadas por los
estudiantes es similar a la del curso original. Por lo tanto, la cantidad de créditos del curso no
deberia verse modificada.

Por ultimo, creo necesario expresar que gran parte del contenido tedrico necesario para
este curso se brinda en el curso de Ondas. Si bien no es obligatorio, se recomienda asistir al

curso de Ondas en paralelo.

2. Método de diferencias finitas 1D
En esta seccién introduciremos el método de diferencias finitas para resolver la ecuacién
de ondas. El método fue introducido por Euler en el siglo XVIII pero su desarrollo y aplicacién
tomo interés y se analizé en profundidad recién en el siglo XX a partir de la utilizacién del calculo
numérico. Se utilizé fuertemente como un algoritmo para resolver las ecuaciones de Maxwell a
través de un mallado espacial y temporal. En este curso, utilizaremos el método en 1D y 2D.
Comenzaremos por realizar la aproximacion de la derivada de una funcién mediante

diferencias finitas. Por definicion tenemos:

flx+4x) — f()

x M

£16 = fim,

Para calcular la derivada mediante diferencias finitas, supondremos que la funcion es derivable

n veces en el punto x. Haciendo uso del teorema de Taylor podemos escribir:
1 1 1
f(x+4x) = f(x) + Axf' (x) +5Ax2f"(x) +§Ax3f3(x) + -t ;Ax”f"(x) 2

Reordenando los términos tenemos:

fGx+4x) = f(x)

1
= F ) 5 A+ (3)

Sitomamos el limite Ax — 0 recuperamos la definicién (1). Sin embargo, en el célculo numérico
de la derivada, Ax puede ser pequefio, pero siempre es finito. Por lo tanto, al conservar el
segundo término del lado derecho en (3) vemos que el error que cometemos al aproximar la
derivada por diferencias finitas es del orden de Axf"’(x). Por supuesto, si la funcion es lineal, el
calculo es exacto. Sin embargo, en un problema genérico, vemos que el error es proporcional al
paso espacial Ax. La forma expresada en (3) no es la Unica posible para aproximar la derivada

de una funcién. Consideremos la expansién de Taylor de f(x — Ax):

Fx = 43) = F() = dxf' () + 3 42 (6) = 5 A3 F3G0) - ()
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Haciendo la diferencia entre (1) y (4) y reordenando los términos tenemos:

flx + 4x) — f(x — Ax)
24x

= P+ AW+ ()

Vemos en este caso que el error que cometemos al aproximar la derivada de esta forma es del
orden Ax?f3(x) que es menor al caso anterior. El “costo” de esta mejor estimacién para la
derivada es que debemos utilizar puntos de la grilla que estdn mds espaciados entre si.

Si lo que nos interesa es aproximar f''(x) entonces sumamos (1) y (4). Luego de
reordenar términos tenemos:

flx+4x) = 2f(x) + f(x — Ax)

Ax?

= F10) 4 A 4 (6)

Debido a la simetria respecto al punto x, (6) se conoce como aproximacion de diferencia
central. El error en la aproximacién es del orden Ax?f*(x). Este es el método que vamos a

utilizar en este curso.
2.1 Solucion de la ecuaciéon de ondas 1D
La ecuacién de ondas 1D la podemos escribir como:

%y 9%y
2__ 7 7
=z

donde y representa por ejemplo el desplazamiento transversal en una cuerday c es la velocidad
de propagacién de la onda. Escribiremos ahora la ecuacién (7) en términos de la aproximacion
de diferencia central. Usaremos la notacion y}‘ para referirnos a la variable y en la posicién
x(j) = (j — 1)Ax y el tiempo t(k) = (k — 1)At. Tenemos entonces:

CZ (y]k+1 - Zy]k + y]k—l) _ (y}c-%—l - Zyjk + y}(_l)
Ax? B At?

®)

Podemos reordenar la ecuacién anterior para despejar ychrl

; en términos de las otras

cantidades:
k+1 cAt ’ k k k k k-1
i =\ax fer — 2yf +yj0) + 2yf — v 9
Notemos que a partir de esta expresion podemos obtener el valor de y en la posicion j y en el
tiempo k + 1 conociendo el valor de esta variable en tiempos anteriores y posiciones vecinas.
La ecuacion (9) representa entonces la solucién a la ecuacion de ondas (7) con una aproximacion

de segundo orden y se denomina centrada en el espacio y en el tiempo. Para conocer yj3 (es
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decir k = 2), precisamos conocer yjz, yj2+1, y]-z_1 e y}. Estas cantidades estan dadas por las

condiciones iniciales del problema:

yx,t=0)=¢x) (10)

dy(x,t =0)
0 - Yx) (11
Por lo tanto, de (10) obtenemos:
yi=¢; (12)

A partir de la ecuacion (11) podemos obtener yjz. Una forma seria:
2 _ .1

Volviendo a la ecuacidn (9) notamos que para obtener la solucién en la posicién j y en
el instante k + 1 precisamos conocer la variable y en las posiciones adyacentes en un instante
anterior. Sin embargo, esto no es posible en los puntos extremos j = 1y j = N,.. Por lo tanto,
su valor debe estar dado para todo instante de tiempo, es decir, para resolver el problema
debemos especificar las condiciones de borde. Hay muchas condiciones de borde posibles que
se clasifican conforme si conocemos el valor de y en el borde (conocida como condicién de
Dirichlet) o el valor de dy/dx en el borde (Conocida como condicién de Neumann). Los casos
mas comunes son borde fijo y(borde,t) = 0 o borde libre dy(borde,t)/0x = 0. Estas dos

condiciones se pueden implementar en la solucién por diferencias finitas escribiendo:
yi=00y§, =0 (14
para la condicidn de Dirichlet, y :
vt =y§ oy, =vyN, 1 (15)
para la condicién de Neumann.

2.2 Estabilidad numérica

Un ultimo aspecto a tener en cuenta para implementar la solucion numérica de (7)
utilizando el esquema de diferencias finitas (9) es lo que se llama la estabilidad numérica de la

solucién. Para ello vamos a definir el nimero de Courant:

A=—— (16)

y la resolucién de muestreo espacial:
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/Imin
N, = 17
= an
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donde A4,,;,, s una cantidad del “mundo real” asociada a la menor longitud de onda que puede
propagarse en la cuerda. Este nimero representa la cantidad de puntos de la grilla espacial que
se necesitan para representar una longitud de onda.

Para que la solucidn sea numéricamente estable se debe cumplir la condicién® A < 1,
conocida como condicién de Courant-Friedrichs-Lewy o CFL. En un problema en concreto la
velocidad c de la onda y la longitud L de la cuerda son datos. El paso espacial Ax es de nuestra
eleccidn ya que su valor determina la cantidad de puntos N, de la grilla espacial. Por lo tanto la

condicidn CFL se traduce en una condicidn para el paso temporal At:
Ax
ae<— (18)

Yendo ahora a la resolucién de muestreo espacial tenemos que la menor longitud de onda en el

problema 4,,;, estd dada por:

(19)

Ao =
e fmax

donde f;,, 4, €s la frecuencia maxima que se puede propagar en la solucidon numérica. De acuerdo
al teorema de Nyquist (o teorema del muestreo), tenemos f,4, = f5/2, donde f; = 1/At es la

frecuencia de muestreo. Por lo tanto tenemos:
Amin = 2¢At  (20)

y en consecuencia:

Ny =2 cdt =24 21
h=2-7-= 21
De la condicién CFL concluimos:

N,<2  (22)

Por lo tanto, la condicidn CFL implica que en un paso temporal At, la onda puede propagarse

como maximo un paso espacial Ax. Esto sugiere una interpretacion fisica a la condicion CFL. Si

! La demostracidn de esta condicidn escapa los cometidos del curso. Existen varios libros de texto donde
se puede ver una demostracion. Ver por ejemplo: Numerical Recipes, Cambridge University Press 3rd
edition, (2007). Sin embargo, podemos tener una idea intuitiva de lo que significa la condicién CFL.
Notemos que el nimero de Courant A aparece en (9) como factor de la derivada segunda espacial.
Recordemos que el error cometido en esta derivada es de segundo orden en Ax. Por lo tanto, al
multiplicar la derivada segunda por A? el error pasa a ser del orden (cAt)?. La condicién A < 1 impide
entonces que los errores crezcan exponencialmente en cada iteracién de (9).

5
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el paso temporal no cumple la condicién (18) estariamos calculando la solucién en puntos

donde la onda todavia no llegé.
2.3. Ejercicios

Ejercicio 1. Suponga una cuerda de longitud 8a ubicada en —4a < x < 4a con extremos fijos
y sometida a las siguientes condiciones iniciales:

{y(x,t =0)=a%?—x%si|x|<a
0 en otro caso

dy(x,t =0)

ot 0

La velocidad de propagacion de la onda en la cuerda es c. (a) Resolver el problema
numéricamente utilizando la ecuacion (9). Utilizar para la simulaciona =1 m, ¢ =10 m/s.
Probar diferentes pasos espaciales Ax y comparar las soluciones. El tiempo total de la
simulacidn debe ser tal que la onda se refleje en los bordes por lo menos una vez. ¢Cémo es el
pulso reflejado respecto al original? (b) Utilizar en la solucién diferentes valores para el

numero de Courant, incluyendo A = 1y A > 1. {Qué conclusiones puede obtener?
Ejercicio 2. Repita el ejercicio anterior pero ahora con bordes libres.

Ejercicio 3. Considere una cuerda de longitud L con extremos fijos sometida a las siguientes

condiciones iniciales:
y(x,t=0)=0

dy(x,t =0) B

o~ [(x=x0)2/20%]
ot

(a) Resolver el problema numéricamente de manera que el tiempo total de simulacién incluya

por lo menos una reflexién en los bordes. Probar diferentes valores de xy y .

Ejercicio 4. Considere una cuerda de longitud L que estd forzada en el extremo izquierdo con
una fuerza sinusoidal de la forma f(t) = F, cos(wt) y el otro extremo es libre. Resolver
numéricamente este problema. ¢ Cual es la frecuencia maxima que puede tener el forzante en

la solucién numérica?

Ejercicio 5. Considere una cuerda que tiene una fuerza de rozamiento proporcional a la

velocidad, de manera que la ecuacidon de movimiento se ve modificada:

oy _ ,0% dy

oz S oxz "ot
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donder = b/p, b es el coeficiente de amortiguamiento por unidad de longitud y p la densidad
lineal de masa de la cuerda. (a) escribir la ecuacién de movimiento en términos de diferencias
finitas. (b) Resolver numéricamente el problema si las condiciones iniciales son las mismas que

en el ejercicio 1. Comparar los resultados.



