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La teoria de conjuntos es una teoria axiomaética, es decir que parte de conceptos
primitivos (en este caso el de conjunto y el de pertenencia) que estan regidos por una
lista de sentencias (axiomas) a partir de las cuales se prueban todos los teoremas. En
esta parte del curso trabajaremos de manera un poco informal y no especificaremos los
axiomas de la teoria. Asi por ejemplo mostraremos construcciones de ciertos conjuntos
sin justificar por qué estos estan bien definidos dentro de la teoria.

0.1. Primeras definiciones

El concepto de conjunto representa la idea intuitiva de una coleccién de obje-
tos que poseen una propiedad en comin. A estos objetos los llamaremos elementos.
Escribiremos x € X para indicar que x pertenece a X.

Un conjunto queda determinado por sus elementos, es decir que si A y B son dos
conjuntos, entonces A = B si y solo si Ay B tienen los mismos elementos. Esto nos dice
que en principio para definir un conjunto debemos decir cudles son sus elementos. Pode-
mos por ejemplo hacer esto enumerandolos explicitamente o identificarlos mediante una
propiedad determinada. En el primer caso decimos que estamos definiendo el conjunto
por extension mientras que en el segundo lo estamos definiendo por comprensién.

Ejemplos 0.1.1. Definimos el mismo conjunto A por:

» extension: A = {a, e, i, o, u},

= comprension: A es el conjunto de todas las vocales del alfabeto latino.
Otro ejemplo es el siguiente:

= B=1{0,2,4,6,8}, 0



» B={neN:nesparyn<10}.

Decimos que un conjunto A estd contenido o incluido en otro conjunto B si todos
los elementos de A son elementos de B. También podemos decir en este caso que A es
un subconjunto de B o que B contiene a A y lo escribimos A C B. Observar que
A C By B C A implica que A = B. Como ejemplo de inclusiones podemos mirar los
conjuntos de nimeros:

NczcQcRcC.

También escribiremos A ¢ B para indicar que A no esta incluido en B,y A & B
para indicar que A esta incluido en B pero estos conjuntos no son iguales.

El conjunto vacio se notard por (). Este es el conjunto que no tiene elementos.
Observar que si X es cualquier conjunto, entonces ) C X.

0.1.1. Union de conjuntos

La union de dos conjuntos A y B es el conjunto

AUB={zx:x€ Aoz e B}

Observar que A y B son ambos subconjuntos de AU B. Mas ain, AU B es el menor
conjunto que contiene a ambos, es decir que si otro conjunto C' contiene a A y a B,
entonces AU B C C.

Proposicién 0.1.2. La union de conjuntos es asociativa. FEs decir que si A, B y C son
tres conjuntos, entonces

AU(BUC) = (AUB)UC.

Demostracion. Para esto simplemente observamos que z € AU (B UC) si y sélo si se
da alguna de las siguientes condiciones: (1) x € A, (2) z € B, (3) x € C.

De la misma forma se observa que x € (AU B)UC siy sélo si se cumple alguna de
las condiciones (1), (2) o (3). O

La Proposicién 0.1.2 permite dar una definicién para la unién de tres conjuntos.

Consideremos ahora una colecciéon de conjuntos C. Definimos la unién de C por
UC :={z: 2 € C para algun C € C}.

Observar que si C = {A, B}, entonces

UC:AUB



Si tomamos C' = {A;,..., A, } escribimos

ANL“UAV:UC.

Si A={A;|i€ I} es una familia de conjuntos, una notacién usual para | J A es
iel
Es decir,
UAZ' ={x:x € A; para algin i € [}.
iel
Ejemplo 0.1.3. Para cada nimero primo p € N definimos el conjunto A, = {pn: n €
N}. Notamos por P al conjunto de nimeros primos, luego

JA4,=1{0,2,3456,...}.

peEP

(el conjunto que contiene a todos los nimeros naturales excepto el 1).

0.1.2. Interseccién y resta de conjuntos
Si Ay B son conjuntos, definimos:
» su intersecciéon: AN B:={z:x € Ay x € B},
» ysuresta: A\ B:={x € A:x ¢ B}.

Diremos que A y B son disjuntos si AN B = (). Observar que la interseccién (al igual
que la unién) es conmutativa, es decir que AN B = BN A; sin embargo, la resta no lo
es.

Ejemplo 0.1.4. Consideramos A = {2n : n € N}, B = {3n : n € N}. Luego
ANB={6n:neN}, A\B=1{24281014,16,---}
(el conjunto de los pares que no son miltiplos de 3)
En general, si C es una coleccién de conjuntos, su interseccién se define por
ﬂC::{x:xECVCEC}.

Si C estd indexada (C = {C;}icr), entonces también escribimos

c=)C

icl



Por ejemplo si consideramos los conjuntos A, como en el Ejemplo 0.1.3, tenemos

() A, ={0}.

peEP

Si A C X, entonces definimos el complemento de A en X como el conjunto A¢ =
X \ A. Observar que en la notaciéon A¢ no se explicita el conjunto X. Cuando se habla
de complemento, el conjunto X se piensa como el universo en el que estan contenidos
los conjuntos y se deduce del contexto. Si esto no es asi, entonces es mejor mantener
la notacién X \ A que explicita el conjunto X.

Ejercicio 0.1.5. Probar, para A, B subconjuntos de X:
1. A\B=AnB"

2. Si A C B, entonces B® C A¢ (en ambos casos el universo implicito es X).

0.1.3. Producto cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B se define como
Ax B={(a,b):a€ A, be B},

donde (a,b) es el par ordenado de los elementos a y b. Observar que, al tratarse de
pares ordenados, el producto cartesiano no es conmutativo.

Ejemplos 0.1.6. 1. SiA=0 o0 B =0, entonces A x B = (.
2. SiA={1,2} y B={6,7,8}, entonces
Ax B={(1,6),(1,7),(1,8),(2,6),(2,7),(2,8)}.
. Determinar B x A.

3. El producto cartesiano de la recta real R con si misma es el plano R? = R x R. De
esta manera los puntos del plano quedan determinados por sus dos coordenadas
reales.
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Definimos la unién disjunta de dos conjuntos A y B por
AUB=(Ax{0})U (B x {1}).

De esta forma A se identifica con el subconjunto A x {0} y B con el subconjunto

B x {1}.
Ejemplos 0.1.7. 1. Si A={1,2,3,4} y B ={5,6,7}, entonces
AU B =1{(1,0),(2,0),(3,0),(4,0),(5,1),(6,1),(7,1)}.
Este puede verse como el conjunto AU B = {1,2,3,4,5,6,7}.
2. Definimos el conjunto de los niimeros enteros por
Z =N"UN,

donde N* = N\ {0}. Identificamos aqui el conjunto de los naturales con los
elementos de la forma (n,1), y los nimeros negativos con los pares de la forma
(n,0). Usualmente se nota n = (n,1) y —n = (n,0).

3. La unién disjunta de la recta real con si misma puede verse como la unién de dos
rectas paralelas en el plano:



R x {1}

0.5

R x {0}
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-0.54

0.1.4. Conjunto de partes

El conjunto de partes o conjunto potencia de un conjunto A es
P(A):={B| B C A}

es decir, el conjunto formado por todos los subconjuntos de A.

Ejemplos 0.1.8. 1. El conjunto de partes de A = {1,2} es
P(A) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.

2. El conjunto de partes del conjunto vacio es

P0) = {0}



