Funciones

Notas para el curso de Matematica Discreta 2021, dictado por
Mariana Haim y Leandro Bentancur.
(Extraido y adaptado de las notas del curso 2020)

Centro de Matematica.
Facultad de Ciencias - UdelaR

Fijemos dos conjuntos A y B.
Se llama relacion de A en B a cualquier subconjunto de A x B.

Una funcion de A en B es una relacién f C A X B que cumple que para todo a € A
existe un unico b € B tal que (a,b) € f. En este caso llamamos dominio de f al
conjunto A y codominio de f al conjunto B.

Escribimos f : A — B para indicar que f es una funcién de A en B, y notamos
B4 al conjunto de todas las funciones de A en B.

Ejemplos 0.0.1. 1. La tnica funcién posible f : ) — B es la funcién vacia.

2. Sea X cualquier conjunto. Definimos la funcion identidad en X por

idx : X = X, idx(x) =z Ve e X.

3. Si A C B definimos la funcién inclusiéon por
i:A— B, i(a) =aV a€ A.
Si A = B, entonces i no es otra cosa que la identidad.

4. Tomemos by € B. La funcién constante by es

f:A— B, f(a) =by Yae€ A.

5. Sif: X — Y esunafunciony A C X, llamamos restriccion de f al subconjunto
A, ala funcién f|, : A =Y definida por f,(z) = f(x).



0.0.1. Conjunto de imagenes y preimagenes

Tomemos f : A — B una funcién. Si f(a) = b decimos que b es la imagen de a por f
y que a es una preimagen de b por f. Ademas, si X C A, Y C B, decimos que

= el conjunto imagen de X por fes f(X)={f(x): 2 € X} C B.
= el conjunto preimagen de Y por fes f1(Y)={a€ A: f(a) € Y}.

También diremos que la imagen o el recorrido de la funcién f es el conjunto f(X).

Ejercicio 0.0.2. Consideremos una funciéon f : X — Y y dos familias de subconjuntos
{A;}ier vy {Bi}tier con A; C X y B; CY para todo i € I, se tiene

L f (Uier Ai) = Uses f(A0).
2. f (miel Ai) C Nier f(As).
3. [ (Uier Bi) = Uier £71(BY).
4 (Mier Bi) = Nier £71(BY).

.Se da la igualdad en general?

0.0.2. Inyectividad y sobreyectividad

Decimos que una funcién f: X — Y es inyectiva si f(z) = f(2') se da sélo si x = 2.

Ejemplos 0.0.3. 1. La inclusién ¢ : A — B (si A C B) es siempre inyectiva.
También lo es la identidad.

2. Una funcién constante f : A — B no es inyectiva, salvo que A sea un conjunto
unitario.

3. La funcién f: N — N, f(n) = 2n, es inyectiva.
4. La funcién f: Z — N, f(n) = |n|, no es inyectiva pues f(—1) = f(1).

Decimos que f: X — Y es sobreyectiva si f(X) =Y, es decir, si su imagen coincide
con su codominio.

Ejemplos 0.0.4. 1. Lainclusion de A en B no es sobreyectiva salvo que A sea igual
a B. En ese caso la funcién es la identidad.

2. f:Z — N, f(n) = |n|, es sobreyectiva.

Ejercicio 0.0.5. Consideremos una funcién f : X — Y y dos conjuntos A C X y
B C Y. Probar:

1. AcC f7Y(f(A)) y la igualdad se da si y sélo si f es inyectiva.
2. f(f~YB)) C By laigualdad se da si y s6lo si f es sobreyectiva.

Una funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.



0.0.3. Composicién y funcion inversa

Consideremos dos funciones f: X - Y y g:Y — Z, su composicién es la funcion
go f: X — Z, definida por

(go f)(z) =9g(f(z)) Vo € X.
Proposicién 0.0.6. 1. La composicion de funciones es asociativa.

2. La composicion de funciones no es conmutativa.

3. Dada f: A— B, se tiene foidy=f yidgo f=f.

Demostracion. Se hizo en clase y queda como ejercicio para el lector (ver Ejercicio 5
del Repartido 2). O

En el caso X = Z decimos que g es inversa de f si go f = idy : X - X vy
fog=1idy :Y — X.Si f tiene una inversa diremos que es invertible.

Proposiciéon 0.0.7. Si una funcion f tiene inversa, entonces esta es unica y se nota

.

Demostracion. Supongamos que g v h son dos inversas de f, queremos ver que para
todoy € Y, g(y) = h(y). Como f es biyectiva podemos tomar x tal f(x) =y, luego

9(y) = g(f(z)) =z =h(f(z)) = h(y).

]

La siguiente proposicién da una caracterizacion de las funciones biyectivas. Antes
de demostrarla, presentamos un resultado previo e importante.

Lema 0.0.8. Sean f: X =Y, g:Y — Z funciones.

1. Sigo f esinyectiva, entonces f es inyectiva.

2. Si go f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

Demostracion. 1. Supongamos que a,a’ son elementos de A tales que f(a) = f(d).
Queremos ver que a = a'.
Aplicando ¢ a la igualdad de arriba, se tiene

que equivale a (go f)(a) = (go f)(a’). hora bien, como go f es inyectiva, se deduce
a=ad.



2. Sea A € A, buscamos b € A tal que g(b) = a. Como go f : A — A es sobreyectiva,
existe a’ € A tal que (g o f)(a’) = a. Entonces g(f(a’)) = a y obtenemos que
f(a’) es un elemento como el b que buscdbamos.

]

Proposicién 0.0.9. Una funcion es invertible si y solo si es biyectiva.

Demostracion. (<) Supongamos que g es una inversa de f. Veamos primero que f es
inyectiva. Como go f =id y td4 es inyectiva, se deduce de la primera parte del Lema
anterior, que f es inyectiva.

Por otra parte, como f o g =1idg y idg es sobreyectiva, se deduce de la segunda parte
del Lema anterior, que f es sobreyectiva.

(=) Ahora supongamos que f es biyectiva y definamos su inversa g de la siguiente
manera: para y € Y sabemos que existe un tnico z € X tal que f(z) = y. Ponemos
entonces g(y) = =. Es directo ver que g es la inversa de f. O]



