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10.

11.

. 81 G es un grupo y g € G, definimos Int, : G — G mediante Inty(z) = gxg~
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Practico 4

. Sea H={0 €84: o(4) =4}. Probar que H es un subgrupo de S; que no es normal.
. Probar que si H es un subgrupo de indice 2 de G, entonces H es normal en G.

. Para este ejercicio conviene recordar el ejercicio 14 del Practico 2.

a) Determinar todos los subgrupos normales de Dy. Identificar Z(Dy). Sug.: Recordar el Pr. 1.

)
b)

¢) Probar que todos los subgrupos de @ son normales. (Notar que @ no es abeliano.)

Encontrar dos subgrupos H C K C D4 tales que H << K y K <1 Dy, pero H no es normal en Dy.

1 para todo z € G. Sea

Int(G) = {Inty : g € G}. Probar que Int(G) es un subgupo normal de Aut(G) isomorfo a G/Z(G).

. Un subgrupo H de un grupo G se dice que es caracteristico si o(H) = H, para todo ¢ € Aut(G).

a) Probar que todo subgrupo caracteristico es normal.
b) Dar un ejemplo de un grupo con un subgrupo normal que no es caracteristico.

c¢) Probar que si H es el tnico subgrupo de G que tiene cierto orden n < oo, entonces H es
caracteristico.

d) Probar que si G es ciclico (finito o infinito), entonces todos sus subgrupos son caracteristicos.

e) Probar que si G es un grupoy K C H C G son subgrupos tales que K es caracteristico en H y
H es normal en G, entonces K es normal en G. Comparar con el ejercicio 3b.

. Sea G un grupo tal que |G| = pn, con p primo y p > n. Probar que G tiene un dnico subgrupo H de

orden p. Deducir que H es normal.

Probar que si H es un subgrupo ciclico y normal de GG, entonces todo subgrupo de H es normal en G.

. Probar que si G es un grupo tal que G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

a) Probar que si un grupo G estd generado por un conjunto S entonces g € Z(G) (el centro de G)
si y solo si gs = sg, para todo s € S.

b) Determinar el centro del grupo diedral D,,. Pista: depende de la paridad de n.

Sea G un grupo que contiene un subgrupo H tal que H # G y [G : H] < oo. Probar que G contiene
un subgrupo normal N tal que N # G y [G : N] < 0.

Sea G un grupo que contiene subgrupos normales finitos K1, ..., K, que tienen 6rdenes primos dos
a dos. Probar que Ky--- K, = {k1- -k, : k; € K;, Vi = 1,...,7} es un subgrupo normal de G y
que Ky--- K, ~ Kj x --- X K, como grupos. Sugerencia: probarlo primero para r = 2 y luego usar

induccidn; recordar el ejercicio 5b) del Practico 2.



12. Sean my, ..., my enteros positivos tales que mcd (m;, m;) =1sii# jy sea m =mq---my,.

a)
b)

c)

Probar que tiene sentido definir « : Zy, — Zp, X - -+ X Zyy,, por o(T) = (T,...,T), Yz € Z.
Probar que « es inyectiva. Concluir que « es un isomorfismo de grupos aditivos.

Probar

Ly 2 (Lmy X v+ X L, ) 2 L -+ X L,

como grupos multiplicativos.

Sugerencia. El producto cartesiano de monoides es un monoide, operando coordenada a coorde-
nada. Luego Z,, X -+ X Zy,, es un monoide, considerando Z,y,,, ..., Zm,, como monoides con la
multiplicacién. Notar que a verifica a (1) = (1,...,1); a(z-9) = a(Z) - a(y), VZ,§ € Zp,.

13. Se define la funcién de Euler ¢ : ZT — Z* mediante

14.

on)=a: 1<a<ny mcd(a,n) =1}, VneZt.

Probar que ¢(n) = |Z}| = |Aut(Z,)|, para todo n € Z*.

Sean my,...,m, enteros positivos tales que mecd (m;,m;) = 1 si i # j y sea m = mq---my.
Probar ¢(m) = ¢(mq) - - - @(m,). Sugerencia: recordar el ejercicio 12.

Sea p un nimero primoy n € ZT.
1) Probar que el mapa identidad de Z induce un epimorfismo de grupos aditivos 1 : Zynt1 — Zyn.
2) Probar que 1 induce un morfismo de grupos multiplicativos ¢ : Z;n+1 — Z;n.

3) Probar que ¢ es sobreyectivo y Ker o = {Zg,...,Z,—1} siendo z; =1+ip",i=0,...,p— 1.
Deducir ¢ (p") = (p — 1)p"~L.

Deducir el célculo de ¢(n) para n arbitrario.

Sean a € Z y n € Z*t. Probar que si med(a,n) = 1, entonces a?™ = 1(mod n).

(Euler-Fermat.) Sea p un ntimero primo y a un nimero entero tal que p fa.
Probar que a?~! = 1(mod p). Deducir que a” = a(mod p) para todo entero a.



