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1. Sea G un grupo que contiene dos elementos g, f que conmutan entre si y sus érdenes son finitos.

a) Probar que gf tiene orden finito.

b) Probar que si los érdenes de g y f son primos entre si, entonces |gf| = |g] - | f|-

2. Sean G un grupo, K un subgrupo de indice finito y H un subgrupo arbitrario.

a) Probar que valen [H: HNK]<ocoy [H: HNK]<[G: K].
b) Probar que vale [H: HN K] =[G : K] siysolosi G=HK.

Recordar HK :={hk: he€ H, k€ K}.

3. Sean H y K subgrupos de un mismo grupo G.

a) Probar que (h, k) - (hoko) = hhokok™! define una accién del grupo H x K en el conjunto HK .
b) Probar que la accién es transitiva.

¢) Probar que la accién es fiel siy solo si Z(H) N Z(K) = {1}, siendo Z( ) el centro del subgrupo.



Solucion

1. (Practico 1, ¢j. 8). Sean |g| =m y |f| = n.
a) De gf = fg, deducimos (gf)™" = g™" f™" = (¢")"(f™)™ = 1. Luego gf tiene orden finito.
b) Sea |gf| = d. Por la parte anterior es d | mn. Ademas
1= (g =4¢"1" = ¢'=f"
Entonces
gh=f " =(fM =1 = m|dn = m|d (porque med(m,n)=1).

Andlogamente se prueba n | d y por lo tanto mn | d (porque med(m,n) = 1) Luego d = mn.

2. (Préctico 2, €j. 11). Sean K, H < G tales que |G : K] < 0.

a) Es facil de probar que si hi, hy € H , entonces
hi=hyen HHHNK <& hy =hyen G/K.

Luego ¢ : H/HN K — G/K, h + h, esta bien definida y es inyectiva. Esto implica la tesis.

b) Observar que vale
[H:HNK|=[G:K] < ¢esbiyectiva < ¢ es sobreyectiva.

Luego lo que tenemos que probar es que ¢ es sobreyectiva si y solo si G = HK.
Supongamos G = HK. Si g € G, entonces existen h € H y k € K tales que ¢ = hk. Luego

gK = hkK = hK, lo cual implica ¢(h) = g. Luego ¢ es sobreyectiva.

Supongamos que ¢ es sobreyectiva. Sea g € G, entonces existe h € H tal que o(h) = 7, luego
h =79 en G/K y por lo tanto existe k € K tal que g = hk. Esto implica G = HK.

3. (Préctico 3, €j. 2.)

a) Es directo.
b) Vale (h,k™!) -1 = hk, para todo h € H, k € K. Luego la accién es transitiva.

c)Sea N ={ae€ HxK: a-z =z, Vo € HK}. La accién es fiel si y solo si N = {(1,1)}.
Probaremos N ={(g,9): g € Z(H)N Z(K)}, lo cual equivale a la tesis.
Es fécil de probar que si g € Z(H) N Z(K), entonces (g,g) € N; probaremos la otra inclusién.
Sea « € N. De a- 1 =1, deducimos o = (g,¢), con g € HN K. Luego

o-h=h,YheH = ghg'=h VYheH = gh=hg,YVheH = geZ(H).

Anélogamente se prueba g € Z(K). Luego a = (g,9), con g € Z(H) N Z(K)}.



