Universidad de la Reptblica
Facultad de Ciencias
Centro de Matematica

Grupos y Teoria de Galois
Primer semestre de 2021

Prueba 2. 12/06/2021

1. (10 puntos)
a) Probar que si H es un subgrupo normal de un grupo G tal que H es un subgrupo ciclico, entonces
todo subgrupo de H es normal en G.

b) Probar que el grupo diedral Dy = {(a,b: a* = b?> = 1, ba = a®b) contiene dos subgrupos H y K
tales que K C H, K es normal en H, H es normal en Dy y K no es normal en Dy.

2. (10 puntos) Sea A, el grupo alternado (el subgrupo de S,, formado por las permutaciones pares).
a) Probar que A, es el subgrupo de S,, generado por los 3-ciclos.
Sugerencia: notar que vale (ab)(bc) = (abc) y (ab)(cd) = (abe)(bed).

b) Probar que A, es el inico subgrupo de §,, de indice 2.

3. (10 puntos)

a) Probar que no hay grupos simples de orden 36.
b) Sea G un grupo finito y H un subgrupo.

1) Probar que cada p-subgrupo de Sylow de H estd contenido en un p-subgrupo de Sylow de G.

2) Probar que dos p-subgrupos de Sylow de H diferentes entre si no pueden estar contenidos en
un mismo p-subgrupo de Sylow de G.



a)

b)

Solucion

Sea H = (a) y K < H. Sabemos que existe k > 0 tal que K = <ak> = {ak” :meE Z}.
Sea g € G arbitrario. Como es H < G, entonces existe m tal que gag~' = a™. Luego

ga" g™l = (gag_l)’m =a"m = (") € K, VneL

Una posibilidad es K = (b) = {1,b} y H = (b) (a®) = {1,b,a*,a®b}. Notar que H es un subgrupo
porque vale a*b = ba? (vale (a*) = Z(D,)). De [D4 : H] = 2 deducimos H </ Dy y por lo mismo
es K < H. Pero aba™! = a?b ¢ K, luego K # Dj.

Sabemos que todo 3-ciclo estd en A, asi que lo que resta es probar que todo elemento de A,, es
producto de 3-ciclos. Si o € A,, entonces existen pares de trasposiciones 7;, 7/, ¢ = 1,...,k tales
que 0 = (737;) - - - (171,). La sugerencia muestra que cada producto 7;7; se puede escribir como un
producto de 3-ciclos, luego o se puede escribir como un producto de 3-ciclos.

Sea H < S, tal que [S,, : H| = 2. Sea 0 un 3-ciclo y K = (o).

Recordar HK = |fﬁ;‘[§“. Es |H| x |[K| =% x 3 > nl =|S,|. Luego

IHNK|#1 = |[HNK|=3 = HNK=K = KCH = o€ H.

Entonces H contiene a todos los 3-ciclos y por la parte anterior deducimos H = A,,.

Sea |G| = 36. Operando obtenemos n3 = 1 o ng = 4. Si ng = 1 entonces S5 < G. Supongamos
ahora ng = 4. Entonces [G : Ng(S3)] =4 y como 36 1 4! = 24, entonces |G| t [G : Ng(S3)]!. Luego
existe {1} # K < N¢(S3) tal que K <<G. Ademds como es [G : Ng(S3)] # 1, entonces es K # G.
1) Cada p-subgrupo de Sylow de H es un p-subgrupo de G y por lo tanto estd contenido en
algun p-subgrupo de Sylow de G (segundo teorema de Sylow).
2) Supongamos |G| = p™a, con p{ a. Entonces es |H| = p™b, con p{by m < n.
Sea K < H tal que |K| = p™. Por la parte anterior existe S, < G tal que |S,| =p" y K C Sp.
Tomando 6rdenes en K < S,NH, S,NH < Sy, S,NH < H, deducimos |[S, N H| = p™,
luego K = S, N H. Por lo tanto K es el tnico p-subgrupo de Sylow de H contenido en S,,.



