Imagenes por Resonancia Magnética 2021
Practico IV — Momento angular en Mecanica Cuantica

Ejercicio 1

a) Pruebe que para una particula en un potencial V(r) la tasa de cambio del valor esperado del momento
angular orbital L es igual al valor esperado del torque:

dL—N
=L =N

donde N =r x (=VV)
(este es el analogo rotacional de las ecuaciones clasicas usando el teorema de Ehrenfest.)

b) Muestre que para cualquier potencial con simetria esférica: d(L)/dt = 0. Esta es una forma en la que,
en mecanica cuantica, se manifiesta la conservacion del momento angular.

Ejercicio 2

Dos particulas de masa m estan unidas a los extremos de una varilla rigida sin masa y de longitud a. El
sistema puede rotar libremente en torno a su centro en tres dimensiones (el centro esta fijo).

a) Muestre que las energias permitidas para éste rotor rigido son:

_ RAI+D)

ma? ’

E,

paral =20, 1, 2, ...

Sugerencia: Exprese primeramente la energia clasica en términos del momento angular total.

b) (Cuaéles son las funciones propias normalizadas para éste sistema? ;Cual es la degeneracion del nivel de
energia [?

¢) Calcule el espectro de rotacion para fotones emitidos/absorbidos por este sistema. Haga una estimacion
para moléculas reales, y compare con kT para diversas temperaturas.

Ejercicio 3

Considere un electron en el estado de espin: y = A(ii).
a) Determine la constante de normalizacion A.

b) Encuentre los valores esperados para Sy, S, y S-.

¢) Encuentre las incertidumbres dg,, ds,, y ds,. (aqui sigma designa una desviacion estandar, no las
matrices de Pauli).

d) Confirme que sus resultados son compatibles con los tres principios de incertidumbre.



Ejercicio 4

Para la forma mas general del spinor x, calcule (Sy), (Sy), (S;), (S2), (S7), y (SZ). Verifique que (S7) +
(S5) +(SZ) = ($?).

Ejercicio 5

Construya la matriz S, que representa el componente de momento angular de spin en torno a una direccién
arbitraria# Use las coordenadas esféricas para las cuales:

7 =sin@cos@i+sin@singj+ cosok.
Encuentre los valores propios y autoestados normalizados de S,

Respuestas:

(r)y _ [ cos8/2 . r) — e~ ®sing/2
X+ = (ei‘l’sinB/Z)’ X~ _( ~cos6/2 )

Tenga en cuenta que las respuestas pueden diferir por un factor de fase e'?.
Calcule el valor medio de S, y S* en este estado.
Ejercicio 6
a) Pruebe el teorema de virial en tres dimensiones:
2(T) =(r-VV)
para estados estacionarios. Sugerencia: refiérase al ejercicio 6.
b) Aplique el teorema de virial al caso del hidrogeno, y muestre que:
(T) = —Ep; (V) =2E,.

¢) Aplique el teorema de virial al oscilador armonico en tres dimensiones, y muestre que en éste caso:

(T) =(V) = E,/2.
Ejercicio 7
Considere un electron que se encuentra en el estado de espin:

x =407

a) Determine la constante 4 normalizando y.



b) Si se mide S en éste electron ;qué valores se podrian obtener? ;cual es la probabilidad de
obtener cada uno? ;cudl es el valor esperado de cada uno?

c¢) Responda a las mismas preguntas que en la parte b) para S,y S).

Ejercicio 8

Deduccion de autovalores y autovectores de momento angular. Considere un operador de momento angular
definido por la relacién de conmutacion [/, Jp] = i €gpc 1 /o, cona, b, ¢ = 1, 2, 3.

a) Demuestre [J2,],] = 0.

b) Demuestre que 0y, 0y, = gl(]z)| donde o2 = ((J — (J)?).

¢) Caleule [J%,J4] y [zJ+] con Jp = [ +i],.

d) Sean A, u autovalores de J° y J. respectivamente. Muestre que A > 2.
e) Muestre que existe un estado |f;) tal que J.|f;) = 0.

f) Sea hj el autovalor de |f;) con J,, muestre que el autovalor de |f;) con J? es h%j(j + 1).
g) Muestre que también existe un estado |f},) tal que J_|f,) = 0.

h) Sea hj el autovalor de |f,) para J,. Muestre que j = —j.

i) Deduzca que j = O,%,;,

j) Demuestre que J? = J4J5 + JZ F hJ, y consecuentemente, /4 |j, m;) = Ajmli,m; £ 1)

con Ajp; = hjG + 1) —mj(m; £ 1).

k) Para s=1/2, use los operadores de subida y bajada para obtener la matriz que representa a los
mismos, y deduzca las matrices de los operadores S, S, Syen la base de autoestados comunes de
82 y Sz.

1) Idem para s=1 y s=3/2.

m) Escriba las matrices para un espin's, S.,S;,Sy, S, usando las expresiones anteriores para un

momento angular j en funcion de A; ,,, ..
]



