Astronomia Fundamental 2020
o0 Astronomia en tiempos del Coronavirus

Clase 2: Elementos de Trigonometria Esférica - |l
25/03/2020

Licenciatura en Astronomia - Fac. de Ciencias, UdelaR
3° Semestre - 2020

Teorico: Cecilia Mateu

Practico: Bruno Dominguez



Definicion de un sistema de coordenadas




Sistema de coordenadas esfericas (o polares)
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Coordenadas Esféricas (0 Coordenadas Polares)

- XY: plano fundamental

Z

Circulo maximo de
referencia XZ (y=0°

Angulo Polar
(Colatitud) (0°<0<x)

- Acimut (0°<sy<2r):

- es el angulo diedro entre
el plano de referencia XZ
v el que pasa por el ob.




Coordenadas Esféricas (0 Coordenadas Polares)

- Coordenadas rectangulares
(0 cartesianas):

A
)
/ =rcos@
X = rsinfcosy ‘ “‘
Y = rsin@siny | O .
X Ty




FOrmulas Basicas



FOormula del coseno

Tomemos un triangulo . Definamos un sistema de

cualquiera coordenadas tal que:
A ? - A sea el polo (eje 2)

y AB el plano de referencia

. o
3




FOormula del coseno

Tomemos un triangulo
cualquiera
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Definamos un sistema de
coordenadas tal que:

A sea el polo (eje z)
vy AB el plano de referencia
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FOormula del coseno

Definamos un sistema de
coordenadas tal que:

A: — W = - A sea el polo (gje 2)
vy AB el plano de referencia

En este sistema:




FOormula del coseno

Definamos un sistema de
coordenadas tal que:

A: =0 W=O - A sea el polo (eje 2)
B: 0=¢c v = 0 -y AB el plano de referencia

C: 0=p yv=A

En este sistema:




FOormula del coseno

A: =0 w=0
B: =c =0

B
- escribamos los radio-

vectores en coordenadas X
cartesianas




FOormula del coseno

A
B: 0=c w=0 C /
C: 6 =D» W = A . \C
+ escribamos los radio- B | Y
vectores en coordenadas
cartesianas (X,Y,2): X
Fa = ( , , )
A X =rsinfcosy
rB T ( ! ; )

. Y =rsin@siny
rC: ( y y ) ZZFCOSH



FOormula del coseno

A
A: =0 W:O /’/4\
b

B: 0=c w=0 ©/ \
C: 6 =D» W = A . \C
+ escribamos los radio- B | Y

vectores en coordenadas

cartesianas (X,Y,Z): X

r A = (0,0, 1)

A . X = rsin @ cos
Fp = (sinc, O, cosc) r. . v
Y =rsmo@smy

' = (sinbcosA, sinbsinA, cosb)  Z = rcos @



FOormula del coseno

r, =(0,0,1)

r'p = (sinc, 0, cosc)

rC — (SINbCOSsA, sinbsinA, cosb)

Recordemos la relacion del
oroducto escalar entre dos
vectores con el angulo
entre éstos:

r'p-r-=cosa

B |
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FOormula del coseno

r, =(0,0,1)
r'p = (sinc, 0, cosc)

rC — (SINbCOSsA, sinbsinA, cosb)

Asi que tenemos:

Desarrollemos el producto escalar entre By C:

I/’\'B‘ I//\'CZ XBXC_l_yByC_l_ZBZC



FOormula del coseno

r, =(0,0,1)
r'p = (sinc, 0, cosc)
rC — (SINbCOSsA, sinbsinA, cosb)

Asi que tenemos:

Y T Te = XgXc+ YpYe + 283

FB'FCZ



FOormula del coseno

r, =(0,0,1)
r'p = (sinc, 0, cosc)
rC — (SINbCOSsA, sinbsinA, cosb)

Asi que tenemos:

Y T Te = XgXc+ YpYe + 283

FB'FCZ



FOormula del coseno

r, =(0,0,1)
r'p = (sinc, 0, cosc)
rC — (SINbCOSsA, sinbsinA, cosb)

Asi que tenemos:

Y T Te = XgXc+ YpYe + 283

rp-Fe=sincsinbcosA + cosccosb



FOormula del coseno

r, =(0,0,1)
A . A
I'p = (sinc, O, cosc) o
r'c = (SINbCOSA, SINbSINA, Cosb)/ \\b
Hagamos el producto escalar | \C

! a
entre By C:
A A _ B /
g rec = COSd

X

asl tenemos

cosa =SmncsimnbcosA + cosccosb



Regla (o Formula) del Coseno

cosa =SsincsinbcosA + cosccosb



Regla del coseno

cosa =SsincsinbcosA + cosccosb

v éiparaby c?

conseguimos las formulas correspondientes
mediante permutaciones ciclicas de los angulos abc




Sreve INCISO sobre permutaciones ciclicas

¢ | as siguientes son permutaciones ciclicas de abc

abc cab D Ca

e para a teniamos:
cosa =sincsmbcosA + cosccosb

¢ As|, tenemos para b:



Sreve INCISO sobre permutaciones ciclicas

¢ | as siguientes son permutaciones ciclicas de abc

abc cab bca

e para a teniamos:
cosa =sincsmbcosA + cosccosb

¢ As|, tenemos para b:

cosb =sinasinccos B + cosacos ¢



Regla del coseno

cosa =SmncsimnbcosA + cosccosb

Para b y ¢ se consiguen con permutaciones ciclicas

TS: Demostrar para cosb y cosc siguiendo €l
procedimiento que hicimos para cosa

TS= Tarea sugerida o recomendada. No es para entregar.



Regla del coseno

cosa =SmncsimnbcosA + cosccosb

Para b y ¢ se consiguen con permutaciones ciclicas

NOTA: todas las formulas lbasicas de la trigonometria
esférica se derivan de la formula del coseno




Triangulos Esféricos: Regla del Coseno vy del Seno

ya demostramos la Regla del coseno:

cosa =SsincsinbcosA + cosccosb

ademas tenemos la Regla del seno:

sin A sin B sin C <
: - . — . C A
S1n a sin b SN ¢

-, , B
(demostracion mas adelante) ) 3



Recordatorio - Reala del Coseno en A plano

e Tambien hay una regla del coseno

para triangulos planos

—
—

a - b =abcosy

(a —b)* + b}% = ¢*

(a — bcosy)’ + b?sin’y =c

2

a’ + b*cos’y —2abcosy + b*sin*y = ¢

a’ —2abcosy + b* = ¢?



Regla del Seno - Triangulos Planos

csinf = bsiny

csina = asiny

¢ asi tenemos la Regla del Seno
para triangulos planos:

sina@ sInff  siny

a b C



Resumen



Formula del Seno - Triangulos Esféricos

sin A sin B sin C

S1n a sin b Sin ¢

Formula del coseno - Triangulos

—sféricos

cosa =SIincsinbcosA + cosccosb
cosbh =simnasinccosB + cosacosc
cosc =smasmbcosC + cosacosb



Formula del Seno - Triangulos

sina sInff  siny

a b C

Formula del coseno - Triangulos Planos
b? —2bccosa + ¢? = a?
a’ — 2ac cos B+ c? = b*
a’ —2abcosy + b* = ¢



v algunas identidades trigonometricas utiles
- 2 — 1
SIN“(X) + Ccos“(x) =
Seno y coseno de la suma:

sin(a = b) = smacosb £cosasinb

cos(a £ b) =cosacosb Fsinasinb



Sistemas de Coordenadas



Coordenadas Esféricas (version astrondmica/geod.)

- XY: plano fundamental

b4

- Circulo maximo de R
referencia XZ (p=0°) .

. Latitud (-90°s¢s+90%) Al

: AC|mut o Longltud ¢ '
(0°<A=<360°): O ¥
- s el angulo diedro entre X z} “y

el meridiano o plano de /1

referencia XZ y el que
pasa por el obj.

meridiano de referencia



Coordenadas Esféricas (version astrondmica/geod.)

- Coordenadas rectangulares
(0 cartesianas):

Z =rsing
X =rcosgcos

Y =rcos¢sini

(X,Y,Z)



Coordenadas terrestres (geocéntrico)

PINy

o b e PTN/S = Polo terrestre Norte/Sur
¢ Plano fundamental: plano del
3 Ecuador Terrestre
. ¢ . Todo circulo maximo
& que pasa por los polos
®
PTS

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

PINy
- - e PTN/S = Polo terrestre Norte/Sur

¢ Plano fundamental: plano del
Ecuador Terrestre

° : Todo circulo maximo
que pasa por el PTN y PTS

® } ¢ Paralelos: circulo menor paralelo
d al ecuador (plano fund.)

pTST

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

PINy
st - e PTN/S = Polo terrestre Norte/Sur

; \ * Plano fundamental: plano del
f Ecuador Terrestre

——d . : Todo circulo maximo
que pasa por el PTN y PTS

E s ,. e Paralelos: circulo menor paralelo
NG e rd al ecuador (plano fund.)

pTST

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

e PTN/S = Polo terrestre Norte/Sur

e Plano fundamental: plano del
Ecuador Terrestre

° : Todo circulo maximo
que pasa por el PTNy PTS

e Paralelos: circulo menor paralelo
al ecuador (plano fund)

e Meridiano de referencia-
Longitud A=0 definido

arbitrariamente como el Meridiano
de Greenwich

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

e PTN/S = Polo terrestre Norte/Sur

e Plano fundamental: plano del
Ecuador Terrestre

° : Todo circulo maximo
que pasa por el PTNy PTS

e Paralelos: circulo menor paralelo
al ecuador (plano fund)

e Meridiano de referencia-
Longitud A=0 definido

arbitrariamente como el Meridiano
de Greenwich

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

e PTN/S = Polo terrestre Norte/Sur

e Plano fundamental: plano del
Ecuador Terrestre

° : Todo circulo maximo
que pasa por el PTNy PTS

e Paralelos: circulo menor paralelo
al ecuador (plano fund)

e Meridiano de referencia-
Longitud A=0 definido

arbitrariamente como el Meridiano
de Greenwich

e Longitud A : sentido E(+) / W (-)

o Latitud ¢: Norte (+) / Sur (-)

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

e Distancia angular entre Xe Y

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

e Distancia angular entre Xe Y

COSXY =

4 ‘ cos XY = cos ¢ cos @' cos(4 — 1)
+s1n ¢ sin ¢’

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Coordenadas terrestres

e Distancia angular entre Xe Y

4 ‘ cos XY = cos ¢ cos @' cos(4 — 1)
+s1n ¢ sin ¢’

Ver Cap. 5, Gallaway, “An Introduction to Observational Astrophysics”



Llegamos hasta aqui en Tedrico 2...



Derivacion de la

Regla del Seno



FOrmula del Seno

Demostremos la formula del seno:

sin A sin B sin C

S1n a sin b Sin ¢

partamos de la identidad trigonomeétrica:
sin” A + cos’A = 1 (1)

-y despejemos cosA de la formula del coseno
cosa = SIincsimnbcosA + cosccosb

COSd — COSCCOSb
COSA = (2)

SInc Sin b



sin A sin B sin C

Sustituyamos (2) en (1) ina _ sinb _ sinc

COSd — COSCcCoSb

COSA = : :
Sinc sin b

1 =sin? A+ C0S2a - 2cosccosbcosa + cos2c cos2b

SINZ¢C SINZb

gueremos despejar sinZA

sin? A = Sin2c sin2b - cos2a + 2cosccosbcosa - Cos2C cos2b

SINZ2¢ siNZb

SINZC siNb= (1-cos2c)(1-cos2b)= 1+cos2ccos?b-cos2b-cos2c



sin? A = Sin2c sin2b - cos2a + 2cosccosbcosa - Cos2C cos2b

SIN2C SIN2b

sin® A = 1+ cos2cces-cos?b -cos2c

-c0S2a + 2cosccosbcosa - cos2ecosb

SINZC SIN2b

)
SIN“ A = 1- cos2a - cos?b -cos2c  + 2c0SCCoSbcosa

SIN2C SIN2b

sin® A
__1- cos?a - cos2b -cos2c + 2coSsc cosb cosa
sin‘ a sin2a sin2c sin2b




tres dias mas tarde...

debemos llegar a:

2 2

a — cos’b — cos?c +2cosacosbcosc

sinA 1 —cos

sin? a sin? a sin? b sin? ¢



tres dias mas tarde...

debemos llegar a:

sin® A

sin? a

sin® B

sin2 b

1 — cos

2

a — cos’ b — cos

2

C

2cosacosbcosc

sin? a sinZ b sin? ¢

permutaciones ciclicas (0 de cualg. tipo en
realidad)

cuando hagamos cada una de las 2 permutaciones
ciclicas posibles para tener el término izg. para By C
tendremos el mismo término a la derecha

1 —1...]

sin? C

sin? ¢

1—-1...



debemos llegar a:

2

sin® A 1 —cos?a —cos?b — cos?c + 2cosacosbcosc

sin? a sm2 a sm2 b sm2 c

este termlno es mvarlante ante permutamones
ciclicas (o de cualg. tipo en realidad)

cuando hagamos cada una de las 2 permutaciones ciclicas
posibles para tener el termino izg. para B y C tendremos el
mMismo término a la derecha

sin? B sin? C
=1-0...] , =1-0...]

sinZ b sin? ¢




debemos llegar a:

sin® A 1 —cos?a —cos?h — cosc + 2cosacosbcosc

sin? a sm2 a sm2 b sm2 ¢

este termmo es mvanante ante permutamones
ciclicas (o de cualqg. tipo en realidad)

cuando hagamos cada una de las 2 permutaciones ciclicas

posibles para tener el término izg. para B y C tendremos el
mismo termino a la derecha <-TAREA

sin? A sinfB  sin?C
= — = — =1-1...]

sin? a sin2 b sin? ¢




debemos llegar a:

sin® A 1 — cos?

sin? a sin? a sin b sin? ¢

a — Ccos?b — cos?c + 2 cosacosbcosc

e —— = = — = —_—— = ————
— = —

éste término es invariante ante permutaciones
ciclicas (o de cualqg. tipo en realidad)

cuando hagamos cada una de las 2 permutaciones ciclicas
posibles para tener el término izg. para B y C tendremos el
mismo término a la derecha

TS sinA  sinB  sinC

S1n a sin b SN ¢



