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Recordamos el problema de los puentes de Kénigsberg: se trata de encontrar (o probar
la inexistencia de) un circuito que pase por todas las aristas de un multigrafo.

Diremos que un recorrido o un circuito en un multigrafo (no dirigido) G es Eule-
riano si pasa por todas las aristas del multigrafo. La generalizacion del problema de
los puentes de Konigsberg puede enunciarse de la siguiente forma:

Problema 0.0.1. Sea G = (V, E) un multigrafo no dirigido conezo. ;Ezxiste un reco-
rrido Fuleriano en G? ;Y un circuito Euleriano?

El grado de un vértice = en un multigrafo GG, notado por gr(zx), es el nimero de aristas
que inciden en el vértice. Un lazo en z cuenta doble para el grado de = (se entiende
que incide dos veces en el vértice z).
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Proposicién 0.0.2. Si G = (V, E) es un multigrafo, entonces

Z gr(zx) = 2#E.

zeV

Demostracion. Simplemente observamos que cada lazo contribuye a sumar dos al grado
de un vértice y cada arista que une dos vértices suma uno en el grado de cada uno de
ellos. O

El siguiente teorema resuelve el Problema 0.0.1.

Teorema 0.0.3. Un multigrafo conexo G admite un circuito Fuleriano si y solo si el
grado de todos sus vértices es par.

Para simplificar la prueba, probaremos antes el siguiente resulado:

Lema 0.0.4. Sea G = (V, E) un multigrafo conexo. Eziste un vértice xo que no des-
conecta a G, es decir, tal que el subgrafo de G inducido por V \ {xq} es conero.

Demostracion. Probaremos por induccién en n = #V > 2 la siguiente propiedad
ligeramente més fuerte: Dado un vértice xy € V' existe otro vértice 1 € V' \ {z¢} que
no desconecta a GG. Esto es claro para n = 2.

Supongamos que es cierto para m < n y tomemos zo € V. Si x € V \ {2y} tenemos
dos casos: si & no desconecta a (G, no hay nada més que probar. Si no es asi, tomamos
G1 = (W1, E1) una componente conexa del subgrafo inducido por V' \ {z} que no
contiene a zy y luego G el subgrafo inducido por V; U {z}. Como G es conexo vy tiene
menos vértices que G, por hipdtesis de induccién, tenemos x; # = un vértice que no
desconecta a Gy. Tenemos entonces que z; no desconecta a G vy es diferente a zo. [



Vamos ahora a la primera prueba del Teorema 0.0.3.

Demostracion. (=) Asumimos que existe un circuito Euleriano y sea x un vértice de
G. Notamos por E, al conjunto de aristas que inciden en x. Podemos suponer aqui que
G no tiene lazos, puesto que si los tuviera esto no alteraria la existencia de un recorrido
Euleriano ni la paridad de las aristas. Para cada vértice x, podemos escribir el circuito
Euleriano con extremos en x:

(x =z0,€1,. .., En_1,Tp = T).

Llamemos F, al conjunto de aristas que inciden en x. Cada arista de E, aparece exac-
tamente una vez en el circuito. Alcanza entonces con verificar que la cantidad d earistas
del circuito que inciden en x es par. Estas aristas son: ey, e,,_1 y por cada vez que apa-
rezca x como vértice intermedio del circuito, un par de aristas consecutivas e;, ;1.
Concluimos que gr(z) = #FE, es par.

(<) Presentamos una prueba por induccion en la cantidad de aristas, que denotaremos
por n. Se deja al lector observar que valen los primeros casos (n = 1,2, 3).
Supongamos que tenemos un multigrafo conexo G' con n aristas tal que todos sus vérti-
ces tienen grado par, y que todo multigrafo conexo con m < n aristas que cumpla esta
misma condicién admite un circuito Euleriano.

Si G tiene un lazo, el multigrafo G’ que resulta de quitarle a G dicho lazo admite un
circuito Euleriano por hipétesis de induccién (puesto que es conexo con n — 1 aristas).
Suponemos entonces a partir de ahora que no hay lazos en G.

Por el Lema 0.0.4, existe un vértice xy que no desconecta a GG. Vamos a probar que
existe un circuito C' que empieza y termina en x.

Como gr(zg) es par y G es conexo y sin lazos, se tiene que existen vértices v, w # x
adyacentes a xy. Como xy no desconecta a GG, existe un camino simple ¢ de v a w que
no pasa por . Si e es una arista entre xo y v, y f es una arista entre xy y w se tiene
que C' = (xg, e,¢, f,z9) es un circuito que empieza y termina en z.

Tomemos ahora G’ el multigrafo que resulta de quitarle a G todas las aristas de C'
y los vértices que queden aislados luego de haber quitado esas aristas. El circuito C' es
un circuito Euleriano sobre si mismo, por lo que gre(v) es par para cada vértice v en
C. Como para cada vértice = en G’ se tiene

gra(z) = gra(z) + gro(x),

tenemos que G’ tiene todos sus vértices de grado par.

Sean (G1,..., G, las componentes conexas de G'. Tienen necesariamente menos aristas
que G, ademds grg,(v) = gre(v) es par, para cada v vértice de G;. Por hipétesis de
induccion, en cada G; hay un circuito Euleriano C;.

Consideramos el circuito C' y suponemos que tenemos indices ji,...,J, tal que
es el primer vértice de GG; que aparece en el circuito C'. Tomamos c; un circuito Eule-
riano en G; que comienza y termina en ;.



Luego, construimos en G el ciclo
(IE(), €1,-+-,65,-1,C1,€5,.-.,€5,-1,Cr, €jy ..., Ty = l‘o),

(como se ilustra en la figura). Este es necesariamente un circuito Euleriano pues pasa

por todas las aristas de C' y de los subgrafos G4, ..., G, y no repite vértices.
o G3
C
Gy
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]

Utilizando el Teorema 0.0.3 podemos rapidamente concluir la solucion del problema de
los puentes de Konigsberg.




Vemos que gr(l) = gr(3) = gr(4) = 3y gr(2) = 5, por lo que no puede haber
un circuito Euleriano. Como se ve en el siguiente corolario tampoco puede haber un
recorrido Euleriano abierto.

Corolario 0.0.5. Un multigrafo conexo G admite un recorrido Fuleriano abierto si y
solo si dos de sus vértices tienen grado impar y el resto tienen grado par.

Demostracion. (=) Supongamos que existe un recorrido Euleriano (zg, €, . . . , €51, Zp,)-
Luego si agregamos al grafo G una arista que une zy con z, tenemos que existe un
circuito Euleriano. Por el Teorema 0.0.3 se tiene que el grado de todas las aristas de
este nuevo grafo es par. Por lo tanto el grado de todas los vértices del grafo original G
es par, salvo para xy y z,, que tienen grado impar.

(<) Supongamos que z e y son los vértices que tienen grado impar. Se considera
G' el grafo que resulta de agregarle una arista a G uniendo = on y. Luego los vértices
de G’ tienen todos grado par, por lo que existe un circuito Euleriano en G’. Es claro
entonces que existe un recorrido Euleriano en G que une x con y. ]

0.0.1. Caminos y ciclos Hamiltonianos

Ejemplo 0.0.6. Un grupo de personas va al cine y quiere ocupar una hilera de manera
tal que cada uno esté sentado al lado de alguien a quién conoce. ;jSera esto posible?
., Cémo puede modelarse en términos de un grafo?

Notar que si tomamos el grafo que tiene como vértices a las personas y una arista que
los une cada vez que las personas se conocen, se trata de encontrar un camino simple
en el grafo, que pase por todos los vértices.

Del ejemplo anterior podemos extraer el siguiente problema: dado un grafo G, ;existe
un camino simple que pasa por todos los vértices? Un tal camino se denomina camino
Hamiltoniano. Un camino Hamiltoniano cerrado se dice ciclo Hamiltoniano.

En esta secciéon no consideramos multigrafos, si no tinicamente grafos puesto que un
camino o ciclo Hamiltoniano solo puede pasar por una arista que une dos vértices da-
dos, luego un multigrafo admite un camino o ciclo Hamiltoniano si y sélo si lo admite
su subgrafo subyacente. Ademas, es claro que se puede suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que el grafo no tiene lazos.

El problema de la existencia de caminos o ciclos Hamiltonianos en un grafo es mas
dificil que el de la existencia de recorridos y circuitos Eulerianos. Presentaremos algu-
nas condiciones suficientes.

Una idea general que engloba a estas condiciones es la siguiente: cuanto més aris-
tas haya en el grafo, méas probable serda que admita un camino o ciclo Hamiltoniano.
Existe una condicién necesaria en este sentido pues un camino Hamiltoniano en un
grafo de n vértices debe pasar por n — 1 aristas diferentes, por lo que el niimero de



aristas totales no puede ser menor en ese caso. Esta es también una condicién necesaria
para que el grafo sea conexo.

Teorema 0.0.7. Teorema de Ore, 1960
Sea G un grafo sin lazos con n vértices.

1. Si para todo par de vértices x e y se tiene gr(z) + gr(y) > n — 1, entonces G
admite un camino Hamiltoniano.

2. Si para todo par de vértices x ey se tiene gr(x) + gr(y) > n, entonces G admite
un ciclo Hamiltoniano.

Demostracion. Empecemos probando la primera parte. Para eso veamos primero que
G es conexo. Si no lo fuera tomamos dos componentes conexas G; y Gy y dos vértices
x e y, uno en cada una de estas componentes conexas. Si (G tiene n; vértices y Go
tiene ng vértices, tenemos

gr(z) +9(y) <ni+n,—2<n-2,

lo que contradice la hipdtesis.

Supongamos ahora que no existe un camino Hamiltoniano en G y tomemos un ca-
mino simple abierto de longitud maxima. Lo notamos

c=(T1,...,Tm).
Como estamos suponiendo que no hay caminos Hamiltonianos debe darse m < n.

Afirmacion: Existe un ciclo que pasa por todos los vértices de c.

Si z1 o x,, es adyacente a algin vértice x fuera del camino ¢, entonces este puede pro-
longarse por alguno de los extremos, lo que contradice el hecho de que ¢ tiene longitud
maxima. Por otro lado, si x1 y x,, son adyacentes no hay nada més que probar.

En otro caso, todos los vértices adyacentes a x; 0 z,, estan en el conjunto {xs, ..., Tp_1}-
Vamos a definir los siguientes conjuntos de indices:

S1={ke{3,...,m—1}: x; es adyacente a x1}

Sy =4k € {3,...,m—1} : z4_; es adyacente a z,,}.

Como gr(zy) + gr(z,) > n — 1, entonces
#HS+#Sm>n—3>m—3=#{3,...,m— 1},

lo que implica que S; N S, # (). Tomamos ¢ € S; N S,,, luego x, es adyacente a x; y
x¢_1 es adyacente a x,,. Obtenermos asi el ciclo

(1, Tyt Ty -, T, T1).



Esto prueba la afirmacion.

Ty

Ty—1

Ahora reescribimos el ciclo de largo m obtenido en la afirmacion de la forma (y1, . . . , Ym, 1)
Como m < n 'y G es conexo, existe un vértice del ciclo y, que es adyacente a un vértice
x fuera del ciclo. Entonces existe un camino simple

('r7yk7yk+17 sy Ymsy Y1, - - 7yk—1)

que es mas largo que el camino ¢ tomado al principio. Esto es absurdo porque este
ultimo tiene largo maximo. Concluimos entonces que m = n y por lo tanto ¢ es un
camino Hamiltoniano.

Para probar la segunda parte, observemos que, por la parte anterior, el grafo G admite
un camino Hamiltoniano. Repitiendo el argumento utilizado para probar la afirmacion,
puede construirse un ciclo que pase por los mismos vértices que este camino Hamilto-
niano. Este es claramente un ciclo Hamiltoniano. O]

Notar que los grafos C), sirven de contraejemplo, para n > 6, para ambas partes del
Teorema anterior.

Corolario 0.0.8. Teorema de Dirac, 195
St G = (V, E) es un grafo con n vértices tal que Vv € V, gr(v) > 5, entonces G admite
un ciclo Hamiltoniano



